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От редакции

ЧИСЛО, ГЕОМЕТРИЯ И ПРИРОДА

Число – одно из самых фундаментальных понятий не только математики, но и
всего естествознания. Оно, быть может, первичней таких глобальных категорий, как
время, пространство, вещество или поле. Поэтому, выпуская в свет первый номер
журнала "Гиперкомплексные числа в геометрии и физике", редакционная коллегия
искренне надеется, что на страницах данного издания найдут свое место работы,
посвященные не просто числу вообще, но, прежде всего, раскрывающие его органи-
ческую связь с реальным миром.

Понятие числа многогранно и в самом широком смысле включает не только
обычные числа, но и обобщенные объекты, наподобие кватернионов, октав, матриц
и многих других. Не отрицая важной роли чисел всех видов, организаторы журнала
выделяют среди них цепочку классов: натуральные → целые → рациональные →
действительные→ комплексные. Своей главной задачей журнал ставит обоснование
возможности расширения приведенной классификации на числа бо́льших размерно-
стей, в первую очередь, обладающих коммутативно-ассоциативным умножением.

На первый взгляд, подобная программа представляется бесперспективной, по-
скольку теорема Фробениуса утверждает, что многокомпонентные числовые струк-
туры с обычными арифметическими свойствами заканчиваются на комплексных чис-
лах. При этом особый акцент делается на отсутствии в соответствующих алгебрах
так называемых делителей нуля. Конечно, отталкиваясь только от действительных
и комплексных чисел, как неких эталонов, делители нуля представляются лишними.
Однако, с точки зрения физики и тесным образом переплетенной с ней псевдоевкли-
довой геометрии, делители нуля оказываются одними из самых естественных объек-
тов, поскольку именно с ними связаны мировые линии световых лучей. Факт, что
псевдоевклидовой плоскости соответствует алгебра коммутативно-ассоциативных
двойных чисел, имеющих в своем составе делители нуля, – лучшее тому подтвержде-
ние. Звучащие иногда высказывания, будто двойные числа слишком примитивны и
не составляют реальной конкуренции комплексным, представляются несостоятель-
ными, поскольку на языке геометрии это означает, что евклидовы пространства важ-
нее псевдоевклидовых. Геометры давно пришли к выводу, что оба типа пространств
равноценны, поэтому и двойные числа в основной классификации числовых структур
должны стоять рядом с комплексными. Но, допуская мысль о фундаментальности
двойных чисел, не остается оснований игнорировать делители нуля, а значит, ока-
зывается вполне возможным, не вступая в противоречие с теоремой Фробениуса,
строить числовые системы самых разных размерностей.

Замечательным примером подобных структур являются комплексные кватерни-
оны (бикватернионы). Исследованию этих ассоциативных, но не коммутативных по
умножению, гиперкомплексных чисел посвящен ряд интересных работ, представлены
они и в первом номере настоящего журнала. Ожидание успехов данного направления
основано на факте, что группа Пуанкаре, играющая исключительную роль в совре-
менной физике, является подгруппой полной группы симметрий восьмимерного про-
странства бикватернионов. С другой стороны, признание за делителями нуля права
на звание обычных чисел, приводит к возможности построения и гиперкомплексных
систем, наделенных коммутативно-ассоциативным произведением, что имеет свои
дополнительные преимущества. Подчеркивая особый статус подобных структур, их
предлагается рассматривать под общим именем поличисел.
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До последнего времени исследованию поличисел не уделяли особого внимания,
поскольку их считали тривиальными. Отчасти это действительно так, однако, если
отталкиваться не от алгебр, а от связанных с ними геометрий, разнообразие свойств
сразу же значительно возрастает. Дело в том, что пространства, стоящие за поличис-
лами, как правило, являются финслеровыми, а в них можно ожидать, что помимо
специальных линейных преобразований своим особым положением будут выделяться
и некоторые нелинейные отображения.

Как бы ни сложилось с обобщением понятия числа, существование финслеро-
вых геометрий является бесспорным фактом, а, значит, и проблемы физики мож-
но рассматривать в совершенно другой плоскости. Действительно, почему бы вме-
сто поиска гиперкомплексных систем, соответствующих классическому пространству
Минковского или его модификациям, не попытаться заменить сам геометрический
фундамент физики в надежде, что он ближе к неквадратичным структурам? Если
идея столь тесной связи математики и физики верна, можно предположить, что но-
вая геометрия должна быть непосредственно соотносима с максимально простыми
числовыми системами. Здесь-то и могут сыграть свою роль поличисла, которые, с
одной стороны, элементарны, а с другой – являются объектами далеко не тривиаль-
ных геометрий. Даже если в отношении поличисел данные ожидания не оправдают-
ся, существуют и другие гиперкомплексные числа, а учитывая фундаментальность
поставленной задачи, заранее трудно предугадать, какой из путей окажется плодо-
творным.
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ОБОБЩЕНИЕ АКСИОМ
СКАЛЯРНОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ

Д. Г. Павлов

Московский Государственный Технический Университет им. Н. Э. Баумана
hypercomplex@mail.ru

При изучении многих свойств как евклидовых, так и псевдоевклидовых пространств,
необходимо понятие скалярного произведения. В настоящей работе обобщение этого по-
нятия проводится применительно к специальному подклассу финслеровых пространств,
которые предложено называть полилинейными. Для этого аксиоматически вводятся по-
нятия скалярного полипроизведения и связанной с ним фундаментальной метрической
полиформы, отталкиваясь от которых определяются различные метрические параметры,
такие как длины векторов и углы между ними, а также обобщается понятие ортогональ-
ности направлений. На примере конкретной полиформы рассмотрены некоторые особенно-
сти геометрии четырехмерного линейного финслерова пространства, связанного с алгеброй
коммутативно-ассоциативных гиперкомплексных чисел и названного квадрачисловым.

1. Скалярное произведение евклидовых пространств

За две тысячи лет, прошедших с момента появления знаменитых "Начал", ма-
тематики испробовали множество различных способов описания евклидовых про-
странств. Среди них наиболее известны системы аксиом Евклида и Гильберта. Од-
нако, по современным представлениям самой удобной является система аксиом, ис-
пользующая понятия действительного числа, линейного пространства и скалярного
произведения над ними [1]. При этом немногие знают, что появление в геометрии
последнего способа во многом обязано открытию в 1843 году Уильямом Гамиль-
тоном некоммутативной алгебры четырехкомпонентных гиперкомплексных чисел,
названной им алгеброй кватернионов [2]. Этому открытию предшествовало несколь-
ко лет упорных поисков трехкомпонентных чисел, триплетов, которым можно было
бы сопоставлять вектора обычного пространства, наподобие того, как комплексным
числам сопоставляются вектора евклидовой плоскости. Решение проблемы нашлось,
когда Гамильтон отказался от коммутативности умножения, а вместо триплетов стал
рассматривать объекты с четырьмя компонентами.

По определению, кватернион – это гиперкомплексное число, которое можно
представить в виде линейной комбинации:

X = x0 + i · x1 + j · x2 + k · x3,

где xi – действительные числа, а i, j, k — неравные друг другу мнимые единицы,
такие что i2 = j2 = k2 = −1 и ij + ji = jk + kj = ki + ik = 0. Эти правила,
включая правила умножения на обычную действительную единицу, нередко сводят
в так называемую таблицу умножения гиперкомплексных чисел, которая в случае
кватернионов имеет вид:

1 i j k

1 1 i j k

i i −1 k −j

j j −k −1 i

k k j −i −1

.
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Гамильтон предложил различать в кватернионе скалярную часть x0 и вектор-
ную часть Vx = i ·x1 + j ·x2 +k ·x3. При этом, как нетрудно проверить, произведение
двух векторных кватернионов является обычным кватернионом:

VxVy = (−x1y1 − x2y2 − x3y3) + [i(x2y3 − x3y2) + j(x3y1 − x1y3) + k(x1y2 − x2y1)],

скалярная часть которого представляет собой симметрическую билинейную форму,
а векторная имеет вид обычного векторного умножения. Собственно сами термины
скалярного и векторного произведений появились именно отсюда и впервые были
введены непосредственно Гамильтоном.

Первые исследователи кватернионов видели в них, прежде всего, возможность
оперировать с точками и векторами обычного пространства алгебраическими мето-
дами, хотя данным гиперкомплексным числам более естественно сопоставлять про-
странство четырех измерений. Сам Гамильтон знал о подобной возможности, по-
лагая, что данное обстоятельство когда-нибудь удастся использовать для описания
времени. В этом случае кватернионы стали бы естественным инструментом не только
геометрии, но и физики.

К сожалению, сегодня кватернионы известны только узкому кругу специали-
стов. Связано это с тем, что возникшее из алгебры кватернионов понятие скалярного
произведения оказалось весьма удобным и очень скоро выделилось в самостоятель-
ную геометрическую категорию, почти полностью вытеснив из обихода науки поро-
дившие его гиперкомплексные числа. В свое время, среди физиков и математиков
возникла серьезная дискуссия между приверженцами алгебры кватернионов и сто-
ронниками нарождавшегося тогда векторного исчисления. Как известно, векторный
подход одержал верх, чему в немалой степени способствовали объективные трудности
распространения на алгебру кватернионов методов теории функций комплексного
переменного, обусловленные особенностями некоммутативного умножения.

Связанное с кватернионами скалярное произведение применимо исключитель-
но к трехмерным векторам. Однако, если скалярное произведение оторвать от кон-
кретных чисел и обобщить на пространства произвольной размерности, сохраняются
основные достоинства данного понятия – возможность математически строго опреде-
лять длины векторов и углы между ними. Для этого над аффинным пространством
размерности m постулируется некоторая симметрическая билинейная форма двух
векторов (A,B) = αijaibj. Взаимно однозначно связанная с нею квадратичная фор-
ма (A,A) должна быть неотрицательной. Далее по определению принимается, что
аффинное отображение, переводящее вектор A в A′, является конгруэнтным, если
оно оставляет инвариантной эту квадратичную форму:

(A,A) = (A′,A′).

Две фигуры, которые могут быть переведены одна в другую конгруэнтным отоб-
ражением, считаются конгруэнтными. Именно этим в аксиоматическом построении
евклидовой геометрии определяется понятие конгруэнции. Для конгруэнтного отоб-
ражения справедлива инвариантность не только квадратичной, но и билинейной
формы:

(A,B) = (A′,B′).

Поскольку два вектора A и A′ конгруэнтны тогда и только тогда, когда

(A,A) = (A′,A′),

то значение (A,A) можно ввести как числовую характеристику вектора A. Однако,
вместо этого принято использовать величину положительного квадратного корня из
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(A,A), которую по определению называют длиной вектора A и обычно обозначают
как

|A| = (A,A)1/2.

Такое определение позволяет выполнить еще одно условие: длина суммы двух сона-
правленных векторов равна сумме их длин.

Понятие длины вектора позволяет ввести определение единичного вектора
(Здесь и далее единичные векторы будут обозначаться малыми полужирными бук-
вами). Их связь с обычными векторами выражается соотношениями вида:

a = A/|A|.
Если a и b, а также a′ и b′ – две пары векторов единичной длины, то фигура,

образованная двумя первыми векторами, тогда и только тогда конгруэнтна фигуре,
составленной из двух последних, когда выполняется равенство

(a,b) = (a′,b′).

Носителем данного качества конгруэнтности евклидовых пространств принято счи-
тать понятие угла. Однако числовую характеристику угла связывают не с самой
билинейной формой от единичных векторов, а с трансцендентной функцией аркко-
синуса от нее

φ = arccos(a,b).

Данное определение понятия угла эквивалентно утверждению, что углом в евкли-
довом пространстве называется длина дуги на единичной сфере между концами
векторов a и b. Такое усложнение для численной меры угла компенсируется при-
обретаемым свойством аддитивности. При сложении двух углов, лежащих в одной
плоскости, их величины складываются.

Частным следствием понятия угла является свойство перпендикулярности на-
правлений. Условие перпендикулярности двух векторов заключается в равенстве ну-
лю значения их билинейной формы. Особый статус перпендикулярных направлений
объясняется многими причинами, например, упрощением вида квадратичной метри-
ческой формы, представленной в базисе, все вектора которого взаимно перпендику-
лярны.

Среди пространств с квадратичной метрической формой выделяются двухмер-
ные. Эту особенность отражает теорема Лиувилля, согласно которой для евклидо-
вых и псевдоевклидовых пространств с размерностью три и выше конформные пре-
образования ограничены инверсиями, дилатациями, переносами и вращениями [3].
Другими словами, в двухмерном случае круг преобразований, относящихся к кон-
формным, существенно шире. Математически данный факт находит свое отражение
в существовании значительного разнообразия аналитических функций комплексного
переменного, каждой из которых соответствует определенное конформное отображе-
ние евклидовой плоскости.

2. Скалярное произведение псевдоевклидовых пространств

Хорошо известно, что если постулированная над аффинным пространством сим-
метрическая билинейная форма порождает знакопеременную квадратичную форму,
то задаваемая ею геометрия оказывается уже не евклидовой, а псевдоевклидовой [4].
При этом системы аксиом обоих типов геометрий можно объединить, сняв требование
положительности квадратичной формы. Такая объединенная система, в частности,
может быть представлена следующим набором аксиом:
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(a): каждым двум векторам A и B линейного пространства ставится в соответ-
ствие определенное действительное число, обозначаемое

k = (A,B)

и называемое, как и в евклидовом случае, скалярным произведением этих векторов;

(б): скалярное произведение коммутативно по отношению к перестановкам век-
торов

(A,B) = (B,A);

(в): скалярное произведение дистрибутивно относительно сложения векторов

(A + C,B) = (A,B) + (C,B);

(г): действительный множитель можно вынести за знак скалярного произведе-
ния

(kA,B) = k(A,B).

Способы определения основных метрических характеристик псевдоевклидовых
пространств, являющихся обобщениями соответствующих евклидовых параметров,
концептуально не меняются, что позволяет сохранить за ними те же названия. Так,
к конгруэнтным относятся преобразования, оставляющие инвариантными модули
квадратичных форм всех векторов:

|(A,A)| = |(A′,A)′|.

Длина вектора определяется как положительное значение квадратного корня из мо-
дуля квадратичной формы:

|A| = |(A,A)|1/2.

Однако при этом появляются так называемые изотропные и мнимые вектора. У пер-
вых длина равна нулю при ненулевых компонентах, а у вторых величина квадра-
тичной формы имеет отрицательные значения. Угол между двумя направлениями,
как и в евклидовом случае, характеризует конгруэнтность фигуры из двух единич-
ных векторов и по определению принимается равным специальной функции от их
билинейной формы:

φ = arcch(a,b),

обеспечивающей аддитивность этого параметра при поворотах в плоскости. Таким
образом, угол оказывается равным длине дуги между парой точек на единичной
сфере. Однако теперь при вычислении угла необходимо учитывать, в каких областях
по отношению к изотропному конусу располагаются задающие вектора, поскольку
сфера (точнее, индикатриса) перестает быть односвязной поверхностью.

На псевдоевклидовы пространства обобщается и понятие перпендикулярности
векторов. Для этого необходимо равенство нулю их скалярного произведения. Такие
вектора принято называть ортогональными.

Псевдоевклидовы пространства допускают также обобщение понятия конформ-
ного отображения, определяемое как преобразование, сохраняющее подобие беско-
нечно малых фигур. В псевдоевклидовых пространствах, как и в евклидовых, вы-
деляется двухмерный случай, для которого конформные преобразования разнооб-
разней, чем при больших размерностях. Отметим и еще одно совпадение – псевдо-
евклидова плоскость, подобно евклидовой, имеет алгебраический аналог, носящий
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название двойных чисел, отличающихся от комплексных тем, что квадрат их мни-
мой единицы равен не минус, а плюс единице. Такие числа наравне с комплексными
допускают понятие аналитических функций, каждой из которых можно поставить
в соответствие некоторое конформное отображение псевдоевклидовой плоскости [5].
Эти особенности двухмерных пространств косвенно указывают на связь между вы-
деленными геометриями и коммутативно-ассоциативными алгебрами, например, ал-
гебрами комплексных и двойных чисел.

Помимо псевдоевклидовой аксиоматики, в геометрии известны и другие подхо-
ды к обобщению понятия скалярного произведения, следствиями которых являются
системы аксиом для так называемых унитарных и симплектических пространств.
Для первых квадратичная форма задается над полем не действительных, а ком-
плексных чисел, а для вторых – вместо симметрической постулируется антисиммет-
рическая билинейная форма [4, 6].

Анализируя рассмотренные выше примеры постулирования понятия скалярного
произведения и его обобщений, можно заметить, что их все объединяет связь с той
или иной билинейной формой. Однако такая форма – частный случай полилинейной.
В связи с этим возникает вопрос: нельзя ли получить содержательную геометрию,
если вместо билинейной постулировать трех-, четырех- и так далее, вплоть до поли-
линейной симметрическую форму?

3. Скалярное полипроизведение

Попробуем, сохранив в качестве основы все аксиомы действительного числа и
m-мерного аффинного пространства, добавить к ним следующие:

(а): каждым n векторам A,B,C, . . . ,Z поставим в соответствие определенное
действительное число, обозначаемое

k = (A,B,C, . . . ,Z),

которое будем называть их скалярным полипроизведением;

(б): потребуем, чтобы скалярное полипроизведение было коммутативно по от-
ношению к перестановкам любых, входящих в него векторов:

(A,B,C, . . . ,Z) = (B,A,C, . . . ,Z) = (C,B,A, . . . ,Z) = · · · = (Z,C,B, . . . ,A);

(в): дистрибутивно относительно их сложения:

(A,B,C + E, . . . ,Z) = (A,B,C, . . . ,Z) + (A,B,E, . . . ,Z);

(г): действительный множитель при любом из векторов можно было бы выно-
сить за знак скалярного полипроизведения:

(kA,B,C, . . . ,Z) = k(A,B,C, . . . ,Z).

Данные аксиомы лишь немного отличаются от соответствующих аксиом скаляр-
ного произведения. Кроме того, все они могут быть объединены в едином понятии
симметрической полилинейной формы и потому пространства, наделенные одной
из таких форм, будем называть полилинейными. Рассмотренные выше евклидовы
и псевдоевклидовы пространства в соответствии со своими определениями являются
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частными случаями полилинейных, т. е. удовлетворяют приведенной выше системе
аксиом при n = 2, что позволяет именовать их билинейными.

Скалярное полипроизведение от одного и того же вектора (A,A, . . . ,A), по
аналогии с квадратичной формой билинейных пространств, будем называть фунда-
ментальной метрической формой полилинейного пространства, или просто n-арной
полиформой вектора A.

Аффинные отображения полилинейного пространства, переводящие вектора A
в A′, назовем конгруэнтными, если они оставляют инвариантными модули фунда-
ментальных метрических форм:

|(A,A,A, . . . ,A)| = |(A′,A′,A′, . . . ,A′)|. (1)

Именно этим в нашем аксиоматическом построении полилинейного пространства бу-
дет определяться понятие конгруэнции, а вслед за ним и другие метрические поня-
тия.

Если имеется некоторое множество объектов, для которых выполняются акси-
омы аффинного пространства, то мы можем выбрать в нем любую симметрическую
полилинейную форму, а, следовательно, и однозначно с ней связанную n-арную по-
лиформу, "назначить" последнюю фундаментальной метрической формой и на ее
основе определить понятие конгруэнции так, как это было сделано выше. Тогда с
помощью этой формы в аффинное пространство оказывается введенной некоторая
метрика, и становится справедливой метрическая геометрия во всей своей полно-
те. Такое построение не связано ни с размерностью пространства, ни с конкретной
размерностью фундаментальной формы, ни с видом последней.

Из свойств симметрии и линейности формы (A,B,C, . . . ,Z) следует, что для
конгруэнтного отображения полилинейного пространства справедливы более общие,
чем (1), соотношения:

(A,A, . . . ,A,B) = (A′,A′, . . . ,A′,B′),

(A,A, . . . ,B,B) = (A′,A′, . . . ,B′,B′),

· · · · · · · · ·
(A,B, . . . ,C,Z) = (A′,B′, . . . ,C′,Z′).

Иными словами, конгруэнтные отображения полилинейного пространства
оставляют инвариантными полиформы, в которые вектора входят в любых комби-
нациях.

О двух векторах полилинейного пространства A и A′ будем говорить, что они
конгруэнтны, если модули соответствующих им n-арных полиформ имеют равные,
но отличные от нуля значения:

|(A,A, . . . ,A,A)| = |(A′,A′, . . . ,A′,A′)| 6= 0.

В соответствии с данным определением n-арную полиформу можно было бы рас-
сматривать как численный параметр вектора A. Однако вместо этого, как и в би-
линейных пространствах, стремясь к аддитивности и однозначности свойств, будем
использовать не саму полиформу, а положительный корень n-й степени из её модуля,
называя эту величину длиной вектора A:

|A| = |(A,A, . . . ,A,A)|1/n.

Тогда длина суммы двух сонаправленных векторов равна сумме их длин. Следует
отметить, что это далеко не единственный способ введения понятия длины с ад-
дитивными свойствами, однако именно при таком подходе длина определена для
максимального количества направлений исходного аффинного пространства.
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Теперь становится ясным, к какому типу пространств следует отнести те, что мы
пытаемся строить при помощи перечисленных выше аксиом скалярного полипроизве-
дения. Во-первых, эти пространства являются финслеровыми [7, 8], поскольку их мет-
рические функции не ограничены квадратичными формами. Во-вторых, они принад-
лежат к классу, известному в финслеровой геометрии под именем пространств Мин-
ковского [9], к которым принято причислять многообразия, чьи метрические функции
не зависят от точки. [Пространство специальной теории относительности – частный
случай таких пространств.] Но рассматриваемый нами класс пространств еще уже,
поскольку связан со строгим понятием полилинейной симметрической формы. По-
следнее обстоятельство имеет большое значение, так как именно в этих случаях ока-
зывается возможным ввести характеристики, обобщающие такие фундаментальные
категории геометрии, как длина, угол, ортогональность, конформное отображение
и другие. До появления более точного названия, условимся подобные пространства
именовать полилинейными финслеровыми пространствами.

Если a и b, а также a′ и b′ – две пары единичных векторов полилинейного
пространства, то фигура, образованная двумя первыми векторами, будет тогда кон-
груэнтна фигуре, составленной из двух последних, когда найдется конгруэнтное пре-
образование, переводящее одну фигуру в другую. Из рассмотренных выше свойств
полилинейных форм следует, что такое преобразование может найтись только в том
случае, если:

(a, a, . . . ,b) = (a′, a′, . . . ,b′),

(a, a, . . . ,b,b) = (a′, a′, . . . ,b′,b′),

. . . . . . . . .

(a,b, . . . ,b) = (a′,b′, . . . ,b′). (2)

Отсюда, в частности, вытекает, что в билинейных пространствах конгруэнтность
пары фигур из двух единичных векторов связана с равенством всего одной формы:

(a,b) = (a′,b′), (3)

которая и задает понятие угла, как параметра, характеризующего различие двух
направлений. Равенство (3) совместно с определением единичного вектора эквива-
лентно аксиоме о конгруэнтности треугольников из гильбертовой системы аксиом
евклидова пространства. Два треугольника в евклидовом пространстве конгруэнт-
ны, если равны длины соответствующих сторон и углы между ними. Аналогичные
аксиомы можно сформулировать и для псевдоевклидовых пространств. Но из опре-
деления (2) вытекает, что для полилинейного пространства с размерностью формы
выше двух конгруэнтность фигур из двух единичных векторов определяется уже не
одним, а большим количеством условий. Так, в пространствах с трилинейной формой
(a,b, c) для конгруэнтности соответственных фигур должны быть равны две формы:

(a, a,b) = (a′, a′,b′), (a,b,b) = (a′,b′,b′).

Этот кажущийся парадокс имеет простое объяснение. Действительно, говоря о
пространственной фигуре, построенной на двух векторах, обычно ее представляют,
как элемент плоскости, содержащейся между ребрами, которыми и являются зада-
ющие вектора. Однако это оправдано только в пространствах с билинейной формой.
В пространствах с произвольной полилинейной формой с двумя векторами связаны
уже не плоскости, а особого вида конусообразные поверхности, конфигурация кото-
рых зависит от метрических свойств окружающего пространства. Количество пара-
метров, определяющих конгруэнтность таких веерообразных фигур, ограниченных
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по краям парами единичных векторов, может быть больше одного, что, в частности,
и наблюдается в пространстве c трилинейной симметрической формой, где соответ-
ствующих величин две.

На основании проведенного выше краткого анализа становится ясно, что по-
лилинейные пространства допускают возможность введения аналогов понятию угла
билинейных пространств. Однако при этом, следует учитывать, что в билинейных
пространствах угол, как параметр, объединял в себе сразу два свойства: с одной
стороны, он служил характеристикой различия (разности) двух направлений, а с
другой, являлся экстремальным параметром одного из двух типов конгруэнтных
преобразований, называемого вращением. В общем случае полилинейного простран-
ства каждое из этих свойств, по-видимому, следует характеризовать самостоятель-
ной величиной. Так в основу получения численного параметра, характеризующего
различие направлений единичных векторов a и b, имеет смысл положить величину
n-арной полиформы их разности, а именно:

(a− b, a− b, . . . , a− b) =

= (a, a, . . . , a)−C1
n(a, a, . . . , a,b)± . . . (−1)n−1Cn−1

n (a,b, . . . ,b) + (−1)n(b,b, . . . ,b),

где Cj
i – биномиальные коэффициенты. В связи с этим, скалярная форма от двух

единичных векторов a и b:

S(a,b) = −C1
n(a, a, . . . , a,b)± . . . (−1)n−1Cn−1

n (a,b, . . . ,b) (4)

или некоторая функция от нее может выполнять роль численного параметра, опре-
деляющего искомую характеристику. Заметим, что если полилинейное пространство
билинейно, выражение (4) с точностью до постоянного множителя совпадает с опре-
делением обычного скалярного произведения двух единичных векторов. Величину
(4) можно называть скалярным произведением двух векторов полилинейного про-
странства. Впрочем, возможно будет более оправдано скалярную форму (4) разби-
вать на попарно симметризованные слагаемые:

S(a,b) = C1
n(−(a, a, . . . , a,b) + (−1)n−1(a,b,b . . . ,b))+

+ C2
n((a, a, . . . , a,b,b) + (−1)n−2(a, a,b . . . ,b))± · · · = S1(a,b) + S2(a,b) + . . . , (5)

где каждый член Si(a,b) получает самостоятельное значение.
В полилинейных пространствах существуют пары векторов с определенными

особенностями взаимного расположения, подобные ортогональным векторам били-
нейных пространств. В теории финслеровых пространств соответствующее понятие
именуют трансверсальностью. Условимся вектор A называть трансверсальным пер-
вого порядка вектору B, если (A,A, . . . ,A,B) = 0. Видно, что трансверсальность не
коммутативна, т. е. из (A,A, . . . ,A,B) = 0 не следует (B,B, . . . ,B,A) = 0. Однако
если воспользоваться симметризованными формами (5), то задаваемая ими транс-
версальность уже будет обладать коммутативными свойствами. По определению,
вектора A и B будем считать взаимно трансверсальными первого порядка, когда
S1(A,B) = 0; второго порядка, когда S2(A,B) = 0, и так далее до n/2 или (n− 1)/2
порядка. Такая дифференциация трансверсальности говорит о том, что в линейных
финслеровых пространствах вектора могут образовывать пары с множественностью
характерных отношений направленности, обобщающей понятие ортогональности.

Помимо величин, задаваемых формами (4), в некоторых полилинейных про-
странствах, имеющих непрерывные конгруэнтные преобразования типа вращений,
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представляется уместным ввести еще одну "углоподобную" характеристику. Ее ве-
личину будем связывать с длиной дуги на единичной сфере, очерчиваемой лучом
при непрерывном однопараметрическом вращении. Так обобщаемое понятие подобно
обычному углу является аддитивной мерой, что следует из аддитивности длин.

Но в полиформах могут участвовать не только пары, но и тройки, четверки и
т. д., вплоть до n различных векторов. Трудно сказать, к каким качественным след-
ствиям в отношении элементарных фигур должно приводить данное обстоятельство.
Ясно одно: это свойство полилинейных пространств существует объективно, а значит,
его также необходимо учитывать.

Среди полилинейных пространств имеются такие, у которых в одном из ба-
зисов обнуляются все формы, кроме тех, что включают только различные вектора.
Для таких пространств в этих особых базисах фундаментальные метрические формы
принимают вид:

(A,A, . . . ,A) = ±a1a2 . . . am ± a1a2 . . . am−1am+1

± · · · ± a2a3 . . . amam+1 ± · · · ± an−man−m+1 . . . an. (6)

Именно среди них оказываются псевдоевклидовы пространства сигнатуры (1,m−1),
играющие исключительную роль в современной теоретической физике. Хотя для
этих пространств более привычным выглядит классическое квадратичное представ-
ление, оказывается, что квадраты их интервалов в некоторых изотропных базисах
принимают вид:

|A|2 = (A,A) = a1a2 + a1a3 + a1a4 + · · ·+ am−1am =
∑

k 6=l

akal.

К примеру, квадрат интервала пространства Минковского s2 = (ct)2 − x2 − y2 − z2

после подстановки, сходной с (16):

ct =
√

3/8(u + v + w + z), x =
√

1/8(u− v + w − z),

y =
√

1/8(u + v − w − z), z =
√

1/8(u− v − w + z),

приобретает красивый симметричный вид:

s2 = uv + uw + uz + vw + vz + wz.

Выражения типа (6) наиболее лаконично выглядят в случаях n = m, т. е. ко-
гда размерность фундаментальной метрической формы совпадает с размерностью
пространства. В этих случаях n-я степень длины вектора в соответствующем базисе
принимает вид:

|A|n = (A,A, . . . ,A) = ±a1a2 . . . an.

Именно этим обстоятельством обусловлена исключительная роль псевдоевкли-
довой плоскости, для которой выполняется такое соотношение. Очень вероятно, что
только у пространств с n = m существует связь с ассоциативно-коммутативными ал-
гебрами, что влечет за собой существование в этих пространствах широкой группы
конформных отображений. При этом разнообразие конформных отображений может
наблюдаться и в ряде других случаев, что следует из работ [10, 11]. В них рассмат-
ривается восьмимерное пространство бикватернионов, которое в свете изложенной
выше аксиоматики обладает метрической формой 4 порядка и, значит, также не под-
падает под теорему Лиувилля. Остается надеяться, что свойство некоторых полили-
нейных пространств обладать богатой группой конформных отображений окажется
перспективным для приложений, как в геометрии, так и в физике.
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С другой стороны, даже поверхностное изучение свойств полилинейных про-
странств позволяет утверждать, что в некоторых из них присутствуют не только
конформные, но и другие ярко выделенные нелинейные преобразования, аналогов
которым не существует у обычных билинейных пространств. Существование таких
преобразований следует уже из того, что рассматриваемые пространства требуют
расширения понятия ортогональности до нескольких его типов. Как известно, нели-
нейные преобразования, сохраняющие обычную ортогональность, относятся к кон-
формным. В связи с этим, естественно ожидать, что и преобразования, сохраняющие
трансверсальность, окажутся столь же выделенными. Наличие таких преобразова-
ний делает соответствующие полилинейные пространства еще интереснее.

4. Примеры полилинейных пространств

Разнообразие полилинейных пространств велико. Определенные трудности
представляет собой задача классификации таких пространств даже в случае три-
линейных форм, не говоря уже о формах больших размерностей. Однако, если огра-
ничиться только трёхмерным случаем, а среди всевозможных симметрических три-
линейных пространств рассматривать только те, чьи метрические формы не зависят
от перестановок компонент векторов (такие формы в работе [12], исследующей подоб-
ную классификацию, предложено называть сверхсимметрическими), то выявляются
8 самостоятельных классов, с каждым из которых можно связать свою каноническую
фундаментальную полиформу. Среди всех этих форм особенно простым видом об-
ладают следующие:

(A,A,A) = a3
1 + a3

2 + a3
3 = F1;

(A,A,A) = a2
1a2 + a2

1a3 + a2
2a1 + a2

2a3 + a2
3a1 + a2

3a2 = F2;

(A,A,A) = a1a2a3 = F3.

В работе [12] они названы базисными. Любую из восьми неизоморфных сверхсим-
метрических трилинейных полиформ можно представить как линейную комбинацию
этих базисных:

(A,A,A) = ω1F1 + ω2F2 + ω3F3.

Однако, сколь ни велико разнообразие пространств с трилинейной симметриче-
ской формой, среди них максимальной лаконичностью своего выражения выделяется
пространство с формой:

(A,A,A) = a1a2a3.

Вследствие симметрии, вытекающей из этой лаконичности, соответствующему про-
странству можно сопоставить алгебру коммутативно-ассоциативных чисел, являю-
щихся прямой суммой трех действительных алгебр. Условимся такую гиперкомплекс-
ную систему именовать тройными числами и обозначать H3. Математические, гео-
метрические, а возможно и физические структуры, связанные с тройными числами
далеко не тривиальны, в чем можно убедиться по исследованиям [13, 14], представ-
ленным в настоящем сборнике. Заметим, что подавляющему большинству трилиней-
ных полиформ вообще не соответствуют никакие алгебры [12].

Для четырехмерных полилинейных пространств с n = m базисные формы име-
ют вид:

(A,A,A,A) = a4
1 + a4

2 + a4
3 + a4

4; (7)

(A,A,A,A) = a3
1(a2 + a3 + a4) + a3

2(a1 + a3 + a4)

+ a3
3(a1 + a2 + a4) + a3

4(a1 + a2 + a3); (8)
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(A,A,A,A) = a2
1a

2
2 + a2

1a
2
3 + a2

1a
2
4 + a2

2a
2
3 + a2

2a
2
4 + a2

3a
2
4; (9)

(A,A,A,A) = a2
1(a2a3 + a2a4 + a3a4) + a2

2(a1a3 + a1a4 + a3a4)

+ a2
3(a1a2 + a1a4 + a2a4) + a2

4(a1a2 + a1a3 + a2a3); (10)

(A,A,A,A) = a1a2a3a4, (11)

и с каждой из них связана геометрия своего, не изоморфного остальным, полили-
нейного пространства.

Как и в трехмерном случае, данными примерами разнообразие четырехмер-
ных полилинейных пространств не исчерпывается. Полная классификация соответ-
ствующих геометрий – весьма трудоемкая задача, решение которой может потребо-
вать значительных усилий. Однако прежде, чем ею заниматься, имеет смысл изу-
чить хотя бы один частный случай. Например, геометрию, связанную с самой ла-
коничной из базисных полиформ (7) – (11), а именно (11). (Геометрия такого про-
странства является финслеровой, ее метрическая функция получила название мет-
рики Бервальда-Моора. Она является частным случаем метрики, использованной
в работах [16], [17].) Высокая симметрия этой формы снова приводит к возможно-
сти сопоставить задаваемому ею пространству алгебру коммутативно-ассоциативных
гиперкомплексных чисел, которые, для краткости, будем называть квадрачисла-
ми и обозначать H4. Некоторые свойства пространства, связанного с квадрачис-
лами, представлены в [15]. Алгебру квадрачисел можно получить, добавив к ак-
сиомам действительных чисел аксиомы сложения и умножения объектов вида
A = a1 · 1 + a2 · I + a3 · J + a4 · K и B = b1 · 1 + b2 · I + b3 · J + b4 · K , где ai и bi –
действительные числа, называемые компонентами, а 1, I, J,K – базисные единицы.
Принимая по определению, что суммой чисел A и B называется число:

C = (a1 + b1) · 1 + (a2 + b2) · I + (a3 + b3) · J + (a4 + b4) ·K,

а их произведением – другое число того же класса:

D = (a1b1 + a2b2 + a3b3 + a4b4) · 1 + (a1b2 + a2b1 + a3b4 + a4b3) · I+

+ (a1b3 + a2b4 + a3b1 + a4b2) · J + (a1b4 + a2b3 + a3b2 + a4b1) ·K,

получаем алгебру коммутативно-ассоциативных гиперкомплексных чисел, в которой
таблица умножения базисных единиц имеет вид:

1 I J K

1 1 I J K

I I 1 K J

J J K 1 I

K K J I 1

.

Из таблицы следует I2 = J2 = K2 = 1, т. е. все ее мнимые единицы гиперболи-
ческие. Ту же алгебру можно получить и другим путем, применяя дважды опера-
цию удвоения к алгебре действительных чисел с использованием двух независимых
гиперболически мнимых единиц I и J . Тогда, обозначая произведение I на J как
самостоятельный объект K, произвольное число A из соответствующего множества
можно представить в виде линейной комбинации:

A = (a1 + a2 · I) + (a3 + a4 · I) · J = a1 + a2 · I + a3 · J + a4 ·K,
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где символ действительной единицы 1, как это принято в комплексных числах и
кватернионах, опущен.

Будем называть числа Ā, Â, Ã сопряженными числу A = a1+a2 ·I+a3 ·J +a4 ·K,
если они имеют следующий вид:

Ā = a1 − a2 · I + a3 · J − a4 ·K,

Â = a1 + a2 · I − a3 · J − a4 ·K,

Ã = a1 − a2 · I − a3 · J + a4 ·K. (12)

Отметим, что
¯̂
Ã = A. (13)

Произведения таких четверок, как несложно проверить непосредственной подстанов-
кой, – всегда действительные числа, причем

AĀÂÃ = a4
1+a4

2+a4
3+a4

4−2a2
1a

2
2−2a2

1a
2
3−2a2

1a
2
4−2a2

2a
2
3−2a2

2a
2
4−2a2

3a
2
4+8a1a2a3a4. (14)

По аналогии с алгеброй комплексных чисел будем связывать эту величину с чет-
вертой степенью модуля соответствующего числа и обозначать, как |A|4. Введенное
понятие обладает обычными свойствами модуля:

|λA| = |λ| · |A|, |AB| = |A| · |B|,
где λ – действительное, а A и B – гиперкомплексные числа. Свойство взаимно сопря-
женных в произведении давать действительное число позволяет ввести в рассматри-
ваемой алгебре операцию деления, понимаемую как действие обратное умножению.
Так, под числом A−1 , обратным к A, будем понимать число:

A−1 =
ĀÂÃ

|A|4 . (15)

Обратные существуют только у чисел, модуль которых отличен от нуля. Не равные
нулю числа, модуль которых равен нулю, являются делителями нуля. Такие числа
не имеют обратных.

Рассматриваемая алгебра ассоциирована с формой (11). В этом можно убедить-
ся, рассмотрев переход от базиса 1, I, J,K к базису S1, S2, S3, S4, объекты которого
связаны с исходными соотношениями:

S1 =
1

4
(1 + I + J + K), S2 =

1

4
(1− I + J −K),

S3 =
1

4
(1 + I − J −K), S4 =

1

4
(1− I − J + K). (16)

(Нумерация орт определяется следующей логикой: сопряжение по первым двум ор-
там 1, I считается младшим, по их удвоению – ортам J,K – старшим). Новые базис-
ные числа являются делителями нуля и замечательны тем, что их таблица умноже-
ния выглядит наиболее просто:

S1 S2 S3 S4

S1 S1 0 0 0

S2 0 S2 0 0

S3 0 0 S3 0

S4 0 0 0 S4

.
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Делители нуля с подобными свойствами будем называть главными, а состоя-
щие из них базисы – абсолютными. Обратная связь единиц 1, I, J,K с главными
делителями нуля алгебры H4 выражается соотношениями:

1 = S1 + S2 + S3 + S4, I = S1 − S2 + S3 − S4,

J = S1 + S2 − S3 − S4, K = S1 − S2 − S3 + S4.

Числа из H4, записанные в абсолютном базисе, легко не только складывать, но
и умножать, и делить. Так, произведение двух чисел A и B имеет вид:

(AB) = (a′1b
′
1)S1 + (a′2b

′
2)S2 + (a′3b

′
3)S3 + (a′4b

′
4)S4,

а их частное:
A

B
=

a′1
b′1

S1 +
a′2
b′2

S2 +
a′3
b′3

S3 +
a′4
b′4

S4

(Здесь и далее компоненты со штрихами будут относиться к абсолютным базисам.)
Абсолютный базис раскрывает устройство алгебры квадрагиперболических чисел,
которая изоморфна алгебре действительных диагональных матриц. Ансамбль вза-
имно сопряженных при этом имеет вид:

A = a′1S1 + a′2S2 + a′3S3 + a′4S4,

Ā = a′2S1 + a′1S2 + a′4S3 + a′3S4,

Â = a′3S1 + a′4S2 + a′1S3 + a′2S4,

Ã = a′4S1 + a′3S2 + a′2S3 + a′1S4. (17)

Модуль числа A в таком специальном базисе, как несложно убедиться, прини-
мает вид:

|A| = |a′1a′2a′3a′4|1/4, (18)

что и подтверждает соответствие данной алгебры геометрии, задаваемой фундамен-
тальной метрической формой (11). На множестве квадрачисел можно ввести понятие
функции. Одной из наиболее интересных функций является экспоненциальная, под
которой будем понимать ряд:

eX = 1 + X +
X

2!
+ . . . ,

где X – произвольное квадрачисло. С введением экспоненциальной функции можно
наряду с алгебраической формой представления числа из H4 рассматривать и его
экспоненциальную форму. Так, числу A = a′1S1 + a′2S2 + a′3S3 + a′4S4, все компоненты
a′i которого в абсолютном базисе больше нуля, взаимно однозначно соответствует
форма:

A = |A|eαI+βJ+γK , (19)

где положительная величина |A| – модуль квадрачисла. Действительные же числа
α, β и γ, по аналогии с комплексными и двойными числами, будем называть аргу-
ментами квадрачисла A. Связь аргументов с компонентами a′i в абсолютном базисе
имеет вид:

α =
1

4
ln

a′1a
′
3

a′2a
′
4

=
1

4
(ln a′1 − ln a′2 + ln a′3 − ln a′4),

β =
1

4
ln

a′1a
′
2

a′3a
′
4

=
1

4
(ln a′1 + ln a′2 − ln a′3 − ln a′4),
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γ =
1

4
ln

a′1a
′
4

a′2a
′
3

=
1

4
(ln a′1 − ln a′2 − ln a′3 + ln a′4),

где ln x – логарифмическая функция действительного аргумента x. Поскольку для
каждой мнимой единицы в отдельности выполняется гиперболический аналог фор-
мулы Эйлера:

eαI = cosh α + I sinh α,

то для экспоненты от произвольного квадрачисла X = δ+αI +βJ +γK справедливо
выражение вида:

eX = (cosh δ + sinh δ)(cosh α + I sinh α)(cosh β + J sinh β)(cosh γ + K sinh γ), (20)

где cosh x и sinh x – гиперболические косинус и синус. Для квадрачислового перемен-
ного X аналогичные функции можно ввести как ряды:

cosh X = 1 +
X2

2!
+ . . . , sinh X = X +

X3

3!
+ . . . .

С функцией квадрачислового переменного можно связать понятия производ-
ной по направлению и аналитичности наподобие того, как соответствующие поня-
тия вводятся в алгебру двойных чисел [2]. Аналитичность функции от H4 означает
независимость ее производной от направлений [5] dF = F ′ da и выражается в одно-
временном выполнении 12 уравнений, являющихся аналогами условий Коши-Римана
для комплексного и двойного переменного:

∂U

∂a1

=
∂V

∂a2

=
∂W

∂a3

=
∂Q

∂a4

,
∂U

∂a2

=
∂V

∂a1

=
∂W

∂a4

=
∂Q

∂a3

,

∂U

∂a3

=
∂V

∂a4

=
∂W

∂a1

=
∂Q

∂a2

,
∂U

∂a4

=
∂V

∂a3

=
∂W

∂a2

=
∂Q

∂a1

, (21)

где

F (A) = U(a1, a2, a3, a4) + V (a1, a2, a3, a4)I + W (a1, a2, a3, a4)J + Q(a1, a2, a3, a4)K

– аналитическая функция от квадрачислового переменного, а U, V, W,Q – гиперком-
плексно сопряженные функции четырех действительных аргументов.

В алгебре квадрачисел имеется шестнадцать характерных единичных объектов
e1− e16, имеющих в базисе, в котором записана форма (11), следующие компоненты:

e1 ↔ (1, 1, 1, 1); e5 ↔ (−1,−1,−1,−1);

e2 ↔ (1,−1, 1,−1); e6 ↔ (−1, 1,−1, 1);

e3 ↔ (1, 1,−1,−1); e7 ↔ (−1,−1, 1, 1);

e4 ↔ (1,−1,−1, 1); e8 ↔ (−1, 1, 1,−1);

e9 ↔ (1,−1,−1,−1); e13 ↔ (−1, 1, 1, 1);

e10 ↔ (1, 1,−1, 1); e14 ↔ (−1,−1, 1,−1);

e11 ↔ (1,−1, 1, 1); e15 ↔ (−1, 1,−1,−1);

e12 ↔ (1, 1, 1,−1); e16 ↔ (−1,−1,−1, 1).

Соответствующие этим числам вектора ei можно использовать для иллюстрации на-
личия в квадрапространстве двух типов трансверсальности, обобщающих для данно-
го финслерова пространства понятие ортогональности направлений. Действительно,
в квадрапространстве симметризованных форм (5) две. Они имеют вид

S1(a,b) = (a, a, a,b) + (a,b,b,b) (22)
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и
S2(a,b) = (a, a,b,b). (23)

Равенство нулю любой из них означает трансверсальность соответствующих направ-
лений. Непосредственными подстановками компонент векторов ei в (22) и (23) можно
убедиться в том, что каждый из векторов данного множества одному противополо-
жен, с шестью образует взаимно трансверсальные пары первого порядка, а c восемью
– второго. Из четверки векторов, трансверсальных друг другу по первому порядку,
можно организовать базис, являющийся аналогом ортонормированного. Одним из
частных случаев такого базиса, как раз, и является фигурировавшая выше четвер-
ка 1, I, J,K. Из векторов, трансверсальных друг другу по второму порядку, базиса
построить невозможно, так как для каждой такой пары третьего, а тем более чет-
вертого, вектора с подобным отношением направлений не существует.

Заключение

Предлагаемый способ изучения выделенного класса линейных финслеровых
пространств, названных полилинейными, представляется перспективным, поскольку
основывается на тех же принципах, что и формализм скалярного произведения. От-
крывающиеся при этом возможности, по сути, позволяют перенести центр тяжести
исследований достаточно абстрактных пространств с обычной наглядной основы на
более твердую почву математических выкладок. Достоинства аналогичной замены
демонстрируют псевдоевклидовы пространства, для которых также далеко не все
геометрические эффекты очевидны и расширение на них понятия скалярного про-
изведения в свое время сыграло положительную роль.
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ХРОНОМЕТРИЯ ТРЕХМЕРНОГО ВРЕМЕНИ

Д. Г. Павлов

Московский Государственный Технический Университет им. Н. Э. Баумана
hypercomplex@mail.ru

Концепция многомерного времени не раз возникала в естествознании, но всякий раз,
под давлением парадоксов, от нее приходилось отказываться. Между тем, остается нере-
шенным философский вопрос, почему пространство допускает множество измерений, а
время – нет. В настоящей работе предпринимается попытка разобраться в данной пробле-
ме путем перехода от традиционных квадратичных метрик к финслеровым, допускающим
произвольную степень компонент вектора, входящих в метрическую функцию. Хотя пред-
лагаемый подход позволяет строить континуумы времен любой натуральной размерности,
данное исследование ограничивается простейшим, после тривиального двухмерного случая,
примером трех временных измерений, чтобы наиболее наглядно осветить специфику темы
и использовать преимущество графических иллюстраций.

1. Введение

Идея пространства воспринимается человеком намного проще и нагляднее, чем
идея времени. Это обусловлено тем, что пространство обозревается нами как бы все
сразу в трехмерном виде, тогда как время предстает лишь в своей малой части.
Подобная ситуация часто толкала ученых к попыткам "избавиться" от времени,
ограничивая себя либо сугубо стационарными задачами, либо различными способа-
ми приводя время к уровню дополнительного пространственного измерения. Первый
подход связывают с именем Архимеда, второй – впервые встречается у Галилея,
достигает совершенства у Лагранжа и господствует до сих пор. И это, несмотря на
то, что специальная теория относительности явно противопоставляет категории про-
странства и времени друг другу, объявляя их принципиально разными сущностями,
обладающими фундаментальными отличиями уже на геометрическом уровне.

Однако, в среде физиков постепенно растет убеждение, сформулированное Син-
гом [1]. Согласно ему, Евклид направил естествознание по ложному пути, взяв в
качестве первичного понятия науки пространство, а не время. Отсутствие до сих
пор какого-либо общепринятого термина для наименования исследований времени
служит, по мнению Синга, доказательством этого пренебрежения. Он предложил
использовать слово "хронометрия" для обозначения той части науки, которая имеет
дело с категорией времени в столь же широком смысле, как "геометрия" имеет дело с
категорией пространства. И хотя Синг вряд ли рассматривал время как многомерную
структуру, его высказывания именно в этом случае приобретают особое звучание.

2. Двухмерное время

Суть идеи многомерного времени, выступающего альтернативой многомерно-
му пространству, можно проиллюстрировать парадоксальным утверждением, что с
примером двухмерного времени почти все физики хорошо знакомы, однако, в силу
устоявшихся традиций рассматривают его в совершенно иной интерпретации. Речь
идет о самой обычной псевдоевклидовой плоскости. Удивительно, но среди всех псев-
доевклидовых пространств только двухмерное выделяется своими уникальными осо-
бенностями, среди которых следует отметить следующие.
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Во-первых, для всех псевдоевклидовых пространств размерности три и выше
справедлива теорема Лиувилля, согласно которой полный перечень их конформ-
ных преобразований сводится к переносам, вращениям, дилатациям и инверсиям.
На псевдоевклидовой плоскости же (как, впрочем, и евклидовой) разнообразие кон-
формных отображений существенно шире.

Во-вторых, для векторов плоскости существует понятие их полного произведе-
ния, причем большинство из них имеют еще и обратные. Напротив, в других псевдо-
евклидовых пространствах под произведением векторов обычно понимаются только
частные случаи этого общего понятия, деление же не определяется в принципе.

В-третьих, количество односвязных областей, на которые изотропные вектора
разделяют псевдоевклидовы пространства с сигнатурой (1, n−1), всегда равно трем,
за исключением плоскости, на которой таких областей четыре.

В-четвертых, даже при обычной интерпретации псевдоевклидовой плоскости
как двухмерного пространства-времени, в общем-то, не важно, какую из двух ха-
рактерных линейных координат выбрать в качестве временной, а какую в качестве
пространственной, результат от этого меняется с точностью до перестановок. В про-
странствах больших размерностей подобная симметрия нарушается и к временипо-
добному направлению применима только смена знака.

И, наконец, только плоскость (если не считать одномерное пространство) до-
пускает соответствие с коммутативно-ассоциативной алгеброй, основные объекты
которой носят название двойных чисел. Алгебра этих чисел обладает почти всеми
признаками обычных действительной и комплексной алгебр (включая коммутатив-
ность произведений), за исключением появления особых объектов – делителей нуля.
К ним относятся числа, отличные от нуля, но не имеющие обратных, как и сам нуль.
Каждый делитель нуля имеет пару, также делитель нуля, в произведении с кото-
рым результатом оказывается опять же нуль. В сравнении с комплексными числами,
двойные устроены весьма просто, однако, никакому псевдоевклидовому пространству
большей размерности, чем два, нельзя сопоставить даже подобной алгебры.

На эти фундаментальные различия обычно не обращают внимания. Их, в луч-
шем случае, относят на счет вырожденности двухмерного пространства, полагая,
что унифицированный порядок начинается с размерности три и выше. Интересно
отметить, что практически то же самое наблюдается и для евклидовых пространств,
среди которых двухмерная плоскость также стоит особняком, а ей, как известно,
сопоставляется алгебра комплексных чисел.

Уже исходя из этих двух примеров, можно выдвинуть предположение, что
по каким-то причинам связь некоторых метрических пространств с коммутативно-
ассоциативными алгебрами делает их выделенными, а потому именно такие алгебры
и соответствующие им пространства заслуживают отдельного внимания.

Утверждая в начале раздела право трактовать псевдоевклидову плоскость, как
частный случай многомерного времени, мы опирались на то обстоятельство, что в
данном пространстве не существует никаких объективных оснований различить, ка-
кие из его направлений подходят на роль времени, а какие нет. Изначально в таком
пространстве все неизотропные направления абсолютно равноправны. Их дифферен-
циация по физическому смыслу на пространственно- и времениподобные происходит
лишь после того, как осуществляется субъективный выбор одного из квадрантов в
качестве области будущего.

Замечание. Субъективный выбор касается не столько квадранта, сколько кон-
кретной мировой линии, элемент длины которой трактуется как собственное время
некоего наблюдателя, а область будущего определяется уже как следствие направ-
ления этой линии.
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Только после выполнения данной процедуры точки противолежащего квадран-
та автоматически приобретают смысл прошедших событий, а точки двух боковых
квадрантов – становятся абсолютно удаленными. Однако, на псевдоевклидовой плос-
кости мало что изменится, если в качестве области будущего выбрать любой другой
квадрант, просто по отношению к нему все остальные должны поменять свои роли.

За исключением этого, на первый взгляд, несущественного момента, дальнейшие
построения на псевдоевклидовой плоскости, понимаемой как двухмерное время, не
отличаются от стандартных построений при ее обычной интерпретации в качестве
пространства-времени. Но при переходе к трем и большему числу измерений, раз-
личия между многомерным временем и соответствующим ему по размерности псев-
доевклидовым пространством-временем становятся принципиальными. Более того,
если концепцию многомерного времени предполагать, как возможную геометриче-
скую альтернативу пространству специальной теории относительности, необходимо
пересмотреть не только математические, но и философские представления о струк-
туре физической реальности.

3. Трехмерное время

Чтобы от модели двухмерного времени перейти к трехмерной, сосредоточим-
ся на том факте, что в случае псевдоевклидовой плоскости соответствующая ей
геометрия оказалась тесно связанной с понятием двойных чисел, относящихся к
коммутативно-ассоциативным гиперкомплексным алгебрам. Первооткрыватель ги-
перкомплексных чисел Уильям Гамильтон, выступая на одном из заседаний ирланд-
ской Королевской академии, утверждал, что поскольку существует геометрия – чи-
стая математическая наука о пространстве, – должна существовать столь же чистая
математическая наука и о времени. По его мнению, такой наукой должна была вы-
ступить алгебра [2]. Парадоксально, но именно Гамильтон фактически и опроверг
собственную идею, когда обнаружил на примере открытых им кватернионов мно-
жественность принципиально различных алгебр. Попробуем все же вооружиться его
утверждением как аксиомой, и по аналогии с алгеброй двойных чисел построим ал-
гебру тройных чисел, которым и попытаемся сопоставить геометрию, или используя
предложение Синга, хронометрию трехмерного времени.

Наличие в двойных числах выделенного (изотропного) базиса, в котором выра-
жение для квадрата их модуля принимает полностью симметричный вид:

|X|2 = x′1x
′
2, (1)

наводит на мысль, что у чисел, способных быть алгебраическим аналогом векторов
трехмерного времени, должен найтись базис, в котором величина куба их модуля
окажется связанной с похожей на (1) симметрической формой от трех компонент:

|X|3 = x′1x
′
2x
′
3. (2)

Несложно убедиться, что алгебра таких чисел действительно существует, она ком-
мутативна и ассоциативна. Кроме того, она является прямой суммой трех действи-
тельных алгебр, что продолжает тенденцию, наметившуюся ранее у двойных чисел,
алгебра которых была связана с прямой суммой двух действительных. Как хорошо
известно, одномерное время можно сопоставлять самим действительным числам, что
служит дополнительным подтверждением правильности избранного нами алгебраи-
ческого пути поиска моделей многомерных времен.

Многообразия, дифференциалы длин векторов которых выражаются формами
типа (1) – (2), известны в геометрии и носят название финслеровых пространств с
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метрической функцией Бервальда-Моора [3]. Однако, обычно под финслеровыми
понимают многообразия общего вида с ненулевыми значениями кривизны и кру-
чения. Рассматриваемая же метрика (2) задает линейное пространство, в связи с
чем оно является близким родственником как евклидовых, так и псевдоевклидовых
пространств, хотя далеко не во всем на них похожим.

Условимся линейные финслеровы пространства, метрические функции которых
в одном из базисов принимают вид:

F (x′) =
∣∣∣

n∏
i=1

x′i
∣∣∣
1/n

, (3)

называть n-мерными временами. Чтобы иметь не только аксиоматические, но и фи-
зические основания использовать данное яркое имя, попробуем каждую точку таких
пространств интерпретировать как событие, а любую прямую – как мировую линию
некоторой инерциальной системы отсчета.

Замечание. Определяемое таким образом понятие события, несмотря на сход-
ство с классическим аналогом, введенным Минковским, все же несколько отличает-
ся от последнего. Это связано с тем, что в многомерном времени понятие события
перестает быть однозначным и оказывается зависящим от того, с позиций какой
системы отсчета оно рассматривается. Другими словами, одну и ту же точку много-
мерного времени следует интерпретировать как принципиально различные события,
если мировые линии наблюдателей разделены изотропными гиперплоскостями. В их
представлениях перепутаны категории времени и пространства, и то, что для одного
кажется чисто пространственным интервалом, для другого может быть чисто вре-
менным и наоборот. Таких качественно различных наблюдателей в n-мерном времени
2n (по числу односвязных областей), вследствие чего каждая точка имеет столько же
независимых потенциальных возможностей интерпретироваться как событие. Одна-
ко, если рассматривать только такие системы отсчета, чьи мировые линии лежат в
одном световом конусе, многозначности не возникает, и понятие события тогда почти
ничем не отличается от своего классического аналога.

В каждой такой системе отсчета интервал собственного времени между произ-
вольной парой событий равен величине длины связанного с этими событиями векто-
ра. Из симметрии рассматриваемых пространств следует, что все их неизотропные
направления абсолютно равноправны. И если поэтому с длиной каждого вектора мы
решили связывать собственное время в выделенной системе отсчета, то и сами про-
странства, уже не только по определению, но и исходя из физических предпосылок,
теперь вполне уместно именовать многомерными временами.

Остается вопрос, имеют ли подобные многообразия хоть какое то отношение к
реальному миру? Чтобы приблизиться к ответу на него, попробуем рассмотреть свой-
ства и особенности трехмерного времени, начав данный процесс с изучения структу-
ры его изотропных подпространств.

4. Световые пирамиды

Форма (2) принимает нулевые значения в точках, соответствующих трем выде-
ленным плоскостям, задаваемых уравнениями:

x′1 = 0, x′2 = 0, x′3 = 0. (4)
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Вектора, лежащие в любой из этих плоскостей, имеют нулевое значение модуля и в
этом смысле являются изотропными. При этом, прямые, принадлежащие одновре-
менно двум плоскостям (равно, как и точка пересечения всех трех), автоматически
также оказываются выделенными. Поскольку таких прямых, как и измерений, – три,
из векторов, им принадлежащим, можно образовать специальный базис. Этот базис
с точностью до перестановок является единственным и именно в нем приведенная
выше форма (2), определяющая значение модуля произвольного числа, а, значит, и
выражение для длины соответствующего ему вектора, принимают простейший вид.
Учитывая уникальность такого базиса, присвоим ему имя абсолютного.

В данном плане рассматриваемое пространство оказывается устроенным суще-
ственно иначе, чем привычные евклидовы и псевдоевклидовы пространства, где вы-
деленных базисов не существует (опять же, за исключением псевдоевклидовой плос-
кости), а потому изучение этих и обобщающих их геометрий часто стремятся свести к
бескоординатному виду. Наличие в многомерных временах особых базисов означает,
что если когда-нибудь удастся найти связь между соответствующими многообрази-
ями и физической реальностью, в теоретических построениях некоторые системы
координат будут играть явно выделенную роль.

Рис. 1: Изотропные плоскости трехмерного времени

Сами изотропные плоскости (4) можно представлять себе так, как это изобра-
жено на Рис. 1. Из рисунка видно, что все трехмерное пространство рассекается
изотропными плоскостями на восемь одинаковых камер-октантов, каждая из кото-
рых является областью односвязности. Любая из камер отделена от трех боковых
своих соседок двухмерными гранями, еще с тремя граничит по лучам, и только с
единственной противоположной камерой соприкасается в точке. Аналогично, толь-
ко с поправкой на размерность, можно охарактеризовать и упоминавшееся выше
двухмерное время, в котором изотропными прямыми все пространство делится на
четыре камеры-квадранта. Каждый из таких квадрантов от двух смежных отделен
изотропными лучами, а с единственным противолежащим граничит в точке. Тому
же правилу подчиняется и одномерное время, поскольку его прямую можно рассмат-
ривать как две противолежащие камеры, разделенные одной особой точкой – нулем,
которую можно считать предельно вырожденным случаем изотропного конуса.

Если из восьми камер-октантов трехмерного времени выделить два противоле-
жащих и рассмотреть их объединенную изотропную границу, мы получим фигуру,
изображенную на Рис. 2. Такое подпространство напоминает световой конус псев-
доевклидова пространства (изображен на том же рисунке справа), с той разницей,
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Рис. 2: Световые конусы трехмерного времени (справа) и трехмерного псевдоевклидова
пространства (слева)

что первый не обладает непрерывной осевой симметрией. Внутри обоих противо-
лежащих октантов располагаются вектора отличной от нуля длины, причем концы
векторов единичной длины образуют две полости специфического гиперболоида, яв-
ляющегося финслеровым аналогом двухполостного гиперболоида псевдоевклидова
пространства. Обе эти фигуры изображены на Рис. 3, причем правая соответствует
трехмерному времени и представляет собой только одну четвертую часть полного
гиперболоида этого пространства, имеющего восемь полостей, по одной на каждую
односвязную область. Точки этой фигуры удовлетворяют уравнению |x′1x′2x′3| = 1, а
ее общий вид представлен на Рис. 4.

Рис. 3: Фрагменты единичных гиперболоидов

Среди единичных векторов, упирающихся в одну и ту же полость такого ги-
перболоида, возможны непрерывные переходы, осуществляемые абелевой двухпара-
метрической группой линейных преобразований, которые могут быть представлены
в виде диагональных матриц: 


a1 0 0

0 a2 0

0 0 a3


 , (5)
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Рис. 4: Восьмиполостной гиперболоид трехмерного времени

с условием a1a2a3 = 1. Преобразования данной группы оставляют инвариантными
интервалы трехмерного времени (2) и поэтому являются его движениями. По своему
характеру такие движения похожи на бусты соответствующего псевдоевклидова про-
странства с той разницей, что бусты не образуют группы и при однопараметрическом
повороте в трехмерном пространстве-времени неподвижными остаются точки пря-
мой, а в данном случае неподвижна всего одна точка. Преобразования этой группы
условимся называть гиперболическими вращениями трехмерного времени.

Помимо гиперболических вращений, к движениям рассматриваемого времени
относится трехпараметрическая группа параллельных переносов, имеющая обычное
для линейных пространств представление. Других типов непрерывных преобразова-
ний, оставляющих инвариантными его интервалы, трехмерное время не содержит.

Рис. 5: Пересечения двух пар световых конусов

Изображенные на Рис. 2 и Рис. 3 изотропные грани и единичные гиперболоиды
выделенной пары противолежащих октантов своими краями уходят в бесконечность.
В связи с ограниченным пространством чертежа соответствующие поверхности обо-
рваны, но не произвольно и не по характерным для псевдоевклидова пространства
параллельным плоскостям, а более сложным образом, вытекающим из следующих
рассуждений. Если границу одного из октантов пересечь с границей противолежа-
щего и смещенного вдоль их общей оси, получится правильный шестиугольник, но
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не плоский, а изломанный так, как это изображено на Рис. 5. Объем, принадлежа-
щий внутренним областям обоих таких октантов, представляет собой обычный куб, а
упомянутый выше шестиугольник оказывается состоящим из его ребер, не имеющих
пересечений с главной осью.

Рис. 6: Пересечения двух пар гиперболоидов с 0 < R < T

Замечание. Можно утверждать, что в случае n-мерного времени фигура, яв-
ляющаяся пересечением двух смещенных навстречу друг другу противолежащих ка-
мер, состоит ровно из половины (n−2)-граней образуемого ими гиперкуба, при этом
в формировании такого пересечения принимают участие только грани, не имеющие
общих точек с главной осью симметрии.

Рис. 7: Пересечения двух пар гиперболоидов с R ≈ T

Если внутри образующих куб октантов построить две группы концентрических
гиперболоидов (по сути являющихся финслеровыми обобщениями сфер) с центрами
в противолежащих вершинах, результатом пересечения пар с одинаковыми радиуса-
ми оказывается непрерывное семейство замкнутых кривых, форма которых зависит
от отношения соответствующего конкретной кривой радиуса гиперболоида R к по-
ловине главной диагонали куба T . Когда гиперболоиды имеют нулевые радиусы,
они совпадают с изотропными гранями октантов, а их пересечением является из-
ломанный в пространстве шестиугольник, уже рассматривавшийся на Рис. 5. При
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0 < R < T пересечение гиперболоидов осуществляется по кривым, похожим на кри-
вую, представленную на Рис. 6. Они трехмерны и имеют по шесть скругленных углов.
По мере приближения значения радиуса гиперболоидов к величине T получаемые в
результате их пересечения кривые сглаживаются и сплющиваются, а при R → T
превращаются в идеально плоские окружности, хотя и бесконечно малого радиуса
(Рис. 7).

В случае трехмерного псевдоевклидова пространства аналогичные построения
приводят к образованию семейства лежащих в одной плоскости концентрических
окружностей, изображения которых для сравнения представлены на тех же рисун-
ках 5 – 7, справа. Окружность, принадлежащая двум световым конусам, т. е. соот-
ветствующая пересечению псевдоевклидовых сфер с R = 0, в специальной теории
относительности интерпретируется как мгновенное положение светового фронта, ко-
торый может регистрироваться наблюдателем, находящимся в вершине одного из
конусов, в предположении, что в момент времени, совпадающий с вершиной другого
конуса, произошла вспышка. Аналогичную трактовку следует применить и в случае
трехмерного времени. Другими словами, ломаный шестиугольник изображенный на
Рис. 5 может трактоваться как множество точек пространства наблюдателя, находя-
щегося в точке T , с которыми тот связывает мгновенное положение светового фронта,
вспышка которого произошла в точке −T . Для реализации такой ситуации достаточ-
но принять, что изотропные грани противолежащих октантов являются аналогами
световых конусов прошлого и будущего соответствующего по размерности псевдоев-
клидова пространства-времени. Данный прием выглядит вполне естественно и един-
ственное усилие, которое приходится делать по сравнению с обычными для специаль-
ной теории относительности представлениями, – это допустить граненость светового
конуса. Учитывая, что эта граненость осуществляется в пространстве, не доступном
для непосредственного созерцания физическим наблюдателем, вопрос, отвечает ли
она реалиям нашего мира, оказывается далеко не очевидным.

Хотя для изотропных границ односвязных камер можно было бы и сохранить
название световых конусов, обычно используемое в случае псевдоевклидовых про-
странств, для того, чтобы лишний раз подчеркнуть особенности геометрии многомер-
ных времен, соответствующие фигуры условимся называть световыми пирамидами,
в первую очередь, выделяя среди них пирамиды прошлого и будущего.

5. Поверхности относительной одновременности

Логика проведенных выше построений требует идти дальше и принять аналогию
не только между изотропными подпространствами и связываемыми с ними световы-
ми фронтами, но и каждой общей окружности двух равных (развернутых навстречу
друг другу) гиперболоидов псевдоевклидова пространства поставить в соответствие
аналогичную кривую, являющуюся пересечением пары финслеровых сфер много-
мерного времени. При таком сопоставлении у нас появляется возможность доста-
точно естественным способом определить поверхность относительной одновременно-
сти трехмерного времени, ведь именно такой физический смысл играла в псевдоев-
клидовой геометрии представленная рассмотренным выше семейством окружностей
плоскость. Исходя из данной логики, под одновременными событиями многомерного
времени следует понимать множество точек, равноудаленных в смысле соответству-
ющей финслеровой метрики от двух фиксированных точек. При этом одна из этих
фиксированных точек совпадает с мгновенным положением наблюдателя, а вторая
– зеркальна ей относительно исследуемого слоя событий.
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Прямая, проходящая через эти две точки, однозначно задает инерциальную
систему отсчета. Однако, как следует из принятого определения одновременности,
теперь это отношение событий зависит не только от скорости наблюдателя, но и
от его мгновенного расположения относительно слоя, которому он собирается при-
писать одинаковые значения времени свершения. В ставшем почти классическим
псевдоевклидовом случае, при определении одновременности значение имеет лишь
относительная скорость системы отсчета, тогда как мгновенная расположенность
наблюдателя не играет существенной роли. В трехмерном времени это уже не так и
данное обстоятельство, по-видимому, является одним из наиболее значащих момен-
тов, отличающих физические свойства рассматриваемого многообразия от обычных
псевдоевклидовых построений.

Поверхность одновременности, соответствующую паре фиксированных точек,
удобно описывать уравнением, связывающим ее координаты с координатами исход-
ного аффинного пространства, представленными в абсолютном базисе. Такое урав-
нение несложно получить для произвольной пары точек, но наиболее просто оно
выглядит в случае, когда мгновенное положение наблюдателя связывается с точ-
кой (T, T, T ), а ее зеркальный образ имеет координаты (−T,−T,−T ). В этом случае
условие равенства интервалов приводит к уравнению:

|(x′1 + T )(x′2 + T )(x′3 + T )| = |(T − x′1)(T − x′2)(T − x′3)|, (6)

откуда, после раскрытия скобок и приведения подобных, имеем:

x′1x
′
2x
′
3 + (x′1 + x′2 + x′3)T

2 = 0. (7)

Поверхность, соответствующая этому уравнению, изображена на Рис. 8.

Рис. 8: Поверхность одновременности трехмерного времени

Кривые, рассматривавшиеся на рисунках 5 – 7, отмечают на поверхности одно-
временности точки, в определенном смысле, равноудаленные от ее геометрического
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центра. Такие кривые во многом аналогичны обычным концентрическим окружно-
стям, хотя геометрия связанного с ними пространства не совпадает с привычной
евклидовой.

С другой стороны, пересекая поверхность одновременности коническими по-
верхностями, названными в работе [4] конусами вращения, имеющими вершины в
точке (T, T, T ) и содержащими действительную ось, можно получить семейство кри-
вых, соответствующих множеству радиальных линий евклидовой окружности. Таким
образом, на поверхности одновременности оказывается нанесенной сетка криволи-
нейных координат, играющая в двухмерном физическом пространстве трехмерного
времени ту же роль, что и полярная система координат на евклидовой плоскости.

Преобразования, переводящие в себя поверхность одновременности так, что
окружные и радиальные кривые при этом переходят снова в такие же кривые, оказы-
ваются во многом аналогичны пространственным поворотам вокруг начала коорди-
нат в трехмерном псевдоевклидовом пространстве, поскольку физические расстоя-
ния и там, и там, остаются неизменными. Однако в случае трехмерного времени эти
преобразования нелинейны и, кроме того, они не оставляют инвариантными трех-
мерные интервалы.

6. Физические расстояния и скорости

Казалось бы, мы вплотную подошли к возможности ввести в трехмерном вре-
мени двухмерные физические расстояния и скорости, достаточно только установить
взаимнооднозначное соответствие между полученными на поверхности одновремен-
ности семействами окружных и радиальных кривых с соответствующими линиями
полярной системы координат. Однако это не так. Дело в том, что рассматриваемое
многообразие не допускает введения в качестве однозначных таких физических по-
нятий, как расстояние и скорость, во всяком случае, если построение основывается на
первичности измерений временных интервалов. То, что являлось, чуть ли, не очевид-
ным свойством псевдоевклидовых пространств, оказывается, просто несовместимо с
идеей многомерного времени. Как ни парадоксально, это обстоятельство не только
не уменьшает, а наоборот, даже увеличивает возможность многомерного времени
конкурировать с пространством Минковского за звание геометрического фундамен-
та реального мира. Действительно, следуя идеологии хронометрии, с физическими
расстояниями следует ассоциировать интервалы времени, проходящие в системе от-
счета наблюдателя между посылкой некоторых эталонных сигналов и приемом их
отражений обратно. Но любая попытка совместить этот естественный и понятный
физический принцип с требованием однозначности расстояний наталкивается на про-
тиворечие. Красивым и далеко идущим выходом из этого парадокса представляется
идея отказаться от однозначности физических расстояний, а следовательно и ско-
ростей вообще, что может интерпретироваться как квантовомеханический принцип
неопределённости.

Сказанное не означает, что место евклидовой геометрии физического простран-
ства должна занять некая совершенно аморфная структура. Анализ показывает, что
наше довольно радикальное предположение затрагивает не качественный, а лишь
количественный аспект явлений. Расстояния и скорости, как самостоятельные фи-
зические категории не исключаются в многомерном времени полностью, а лишь ви-
доизменяют свой статус, приобретая черты неопределенности на самом начальном
геометрическом уровне. В частности, понятие равноудаленных в физическом плане
объектов становится зависящим от того, какими сигналами в качестве эталонных
пользуется наблюдатель, определяющий эту самую равноудаленность. В свою оче-
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редь, эталонность некоторого класса сигналов определяется посредством требования
равенства собственных времен, проходящих по часам, в связанных с этими сигнала-
ми инерциальных системах отсчета между посылкой, отражением и их последующим
приемом. Учитывая, что интервалы времени – это единственные величины, которые
по определению предполагаются измеримыми в нашем финслеровом многообразии,
выделить среди непрерывного спектра наклонных мировых линий такие, которые
характеризуются равенством интервалов, задача всегда разрешимая. Заметим, что
этим приемом мы уже воспользовались выше, когда определяли понятие относи-
тельно одновременных событий. Эталонными можно считать сигналы (испущенные
неподвижным наблюдателем), мировые линии которых начинаются в одной точке,
достигают поверхности одновременности и после преломления собираются все вместе
в другой фиксированной точке на мировой линии того же наблюдателя. Естественно,
должно выполняться равенство интервалов всех получаемых таким образом отрез-
ков, как до, так и после преломления.

Подобная логика построений приводит к тому, что в многомерном времени фи-
зическое пространство наблюдателя по своим геометрическим свойствам становится
в определенной степени зависящим от того, каким набором эталонных сигналов эта
геометрия определяется. Так, если мировые линии эталонных сигналов почти парал-
лельны линии наблюдателя, в его представлениях возникает пространство по своим
свойствам практически совпадающее с евклидовым. Это связано с тем, что концы
векторов с равными значениями интервалов в данном случае лежат (как отмечалось
выше) на почти плоской и практически идеальной окружности, а последняя в про-
цессе построения физического пространства играет роль финслеровой индикатрисы.
Индикатрисой двухмерного евклидова пространства, как раз, и является обычная
окружность. При переходе к сигналам, мировые линии которых имеют более значи-
тельный наклон, концы соответствующих векторов образуют уже не окружность, а
более сложную замкнутую кривую, которая к тому же еще и не плоская. В пределе
сигналов, чьи скорости интерпретируются как световые, данная кривая превращает-
ся в ломаный шестиугольник, рассматривавшийся на Рис. 5. Геометрия получающе-
гося при этом двухмерного физического пространства – финслерова, и именно она
максимально расходится с евклидовой. Однако, поскольку индикатриса даже в этом
предельном случае остается замкнутой и выпуклой, объективно присутствующие от-
личия двух геометрий невелики, в связи с чем в реальности их вполне вероятно
спутать, особенно если экспериментальные факты ограничены малыми скоростями.

Таким образом, если предположить, что наш реальный мир действительно имеет
прямую связь с рассматриваемой финслеровой геометрией, возникновение евклидо-
вых и псевдоевклидовых представлений у находящегося в таком мире наблюдателя
должно оказаться вполне естественным процессом последовательных приближений
ко все более точному описанию. С другой стороны, в своей повседневной практи-
ке, исходя из которой, мы и пытаемся нащупать законы, управляющие миром, нам
чаще всего приходится пользоваться сигналами, скорость которых существенно ни-
же световой. Как правило, свет при этом используется только для идентификации
объектов, тогда как расстояния определяются более медленными способами, к числу
которых относится и линейка. Поэтому, когда в специальных экспериментах на пер-
вый план выходят действительно высокоскоростные сигналы, геометрия простран-
ства считается уже заведомо заданной, поэтому даже аномальные результаты будут,
скорее всего, трактоваться как угодно, но только не в направлении пересмотра "оче-
видных" геометрических свойств.
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Заключение

Из всех перечисленных выше свойств и особенностей трехмерного времени, как
представителя весьма необычного класса (линейных) финслеровых пространств, по-
жалуй, важнейшее – связь с наиболее фундаментальным понятием математики –
числом, причем числом, оказывающимся объектом алгебры, обладающей самыми
обычными арифметическими свойствами. Следует еще раз подчеркнуть, что ни ев-
клидовы, ни псевдоевклидовы пространства размерности три и выше не обладают
аналогичным качеством. Используемые же иногда в подобных целях кватернионы
и бикватернионы настоящими числами не являются, так как их алгебры наделены
некоммутативным умножением. В результате этого, построение полноценной теории,
обобщающей теорию функций комплексной переменной, невозможно (или весьма за-
труднительно). В то же время, приведенные выше примеры иллюстрируют, каким
образом обычные евклидовы и псевдоевклидовы представления могут вытекать из
рассматриваемого финслерова пространства, что делает идею замены псевдоевкли-
довой метрики на многовременную – достаточно интересной и актуальной.
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На основе финслеровой метрической функции Бервальда-Моора строится обобщенно-
метрическое пространство, которое может быть названо плоским четырехмерным време-
нем. Данное многообразие позволяет ввести физические понятия: события, мировой линии,
системы отсчета, множества относительно одновременных событий, собственного време-
ни, трехмерного расстояния, скорости и других. Показано, как в абсолютно симметрич-
ном четырехмерном времени, с точки зрения физического наблюдателя, ассоциируемого с
некоторой мировой линией, происходит противопоставление координаты, задающей его соб-
ственное время, c координатами, появляющимися в результате измерений с использованием
эталонных сигналов. Когда сигналам соответствуют линии, почти параллельные мировой
линии наблюдателя, в представлениях последнего возникает трехмерное пространство, в
пределе оказывающееся евклидовым.

1. Введение

За последние сто лет в физике укоренилось представление, что в фундаменте
геометрии реального пространства-времени лежит псевдоевклидова метрика со зна-
копеременной квадратичной зависимостью длины вектора от величины его компо-
нент. Однако, многочисленные и разнообразные попытки связать с этой метрикой все
известные силы природы и воплотить идею о полной геометризации физики до сих
пор заканчивались неудачами. Это невольно подталкивает к мысли, что проблема
заключается не в недостатке изобретательности ученых, а в самой метрике, вернее,
в ее классической квадратичной форме, вместо которой, возможно, более перспек-
тивно использовать другие зависимости. К сожалению, и этот путь, на возможность
которого обратил внимание еще Риман [1], впервые целенаправленно стал изучать
Финслер [2], а к сегодняшнему дню испробовали сотни исследователей [3], также
пока не принес существенных результатов. Хотя настоящая работа и продолжает
поиски в том же направлении, она существенным образом отличается от многих из
них, поскольку опирается на новое для финслеровой геометрии понятие скалярного
полипроизведения и метрическую форму, непосредственно связанную с одним из
наиболее фундаментальных понятий математики – действительным числом.

2. Многомерные времена

Среди всевозможных линейных финслеровых пространств уникально выделя-
ются пространства, обладающие взаимнооднозначным соответствием с алгебрами,
являющимися прямыми суммами нескольких алгебр действительных чисел. Мет-
рические функции таких пространств не зависят от точки и в одном из базисов
принимают вид:

F (x′) =
∣∣∣

n∏
i=1

x′i
∣∣∣
1/n

, (1)
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где x′i – компоненты вектора, а n – число измерений. В теории финслеровых про-
странств такие метрические функции хорошо известны и получили название функ-
ций Бервальда-Моора [3].

Геометрии с такими метриками во многом однотипны, а имеющиеся различия
обусловлены исключительно размерностью. Их главной особенностью является пол-
ное равноправие всех неизотропных направлений, а поскольку любое из таких на-
правлений может быть связано с собственным временем инерциальной системы от-
счета, подобные пространства вполне уместно именовать многомерными временами.

Замечание. По-видимому, абстрактная возможность связывать с произвольной
прямой собственное время некой инерциальной системы отсчета имеется в любом
линейном пространстве, где определен элемент длины в каждой точке. Однако, во
многих пространствах некоторые системы отсчета не допускают изотропных связей
со всеми остальными прямыми, проходящими параллельно заданной. Для связанных
с такими системами отсчета наблюдателей понятие физического расстояния, а следо-
вательно и физического пространства, оказываются прямыми следствиями наличия
изотропных векторов, с которыми обычно принято ассоциировать световые сигналы.

Определяемые так вещественные пространства далеко не всегда имеют тот же
вид, к которому мы привыкли (по повседневной практике и благодаря усилиям Ев-
клида и Минковского). При этом, в понятие физического пространства приходится
вкладывать более общий смысл, чем обычно. С другой стороны, ничто не мешает счи-
тать, что в тех секторах или измерениях, где в принципе не устанавливаются изотроп-
ные связи, или же они носят какой-то экзотический характер, физические направ-
ления можно считать просто не обнаружимыми, хотя геометрически и присутству-
ющими. Таким образом, логически вполне допустимо существование пространств,
часть направлений и даже измерений которых физически внешне не проявляются. С
такой точки зрения было бы очень интересно проанализировать произвольные линей-
ные пространства, в частности, связанные с квадратичными формами и метриками
Бервальда-Моора, взятыми над полем комплексных чисел.

Выделенным геометрическим элементом каждого n-мерного времени является
его изотропное подпространство, представляющее собой фигуру из n гиперплоско-
стей, делящих все многообразие на 2n равноправных односвязных камер. Любая из
таких камер является смежной со всеми остальными, кроме противоположной, с ко-
торой граничит только в точке. Классифицировать смежные камеры по отношению
к выделенной можно по размерности их общих пограничных подпространств: от 1 до
(n − 1). Все односвязные камеры одинаковы и имеют форму правильных пирамид,
n гиперплоскостей которых, начинаясь из общей вершины, уходят в бесконечность.
Такие пирамиды, по аналогии с изотропными конусами пространства Минковского,
будем именовать световыми. Каждая световая пирамида имеет ровно n одномерных
ребер, которые весьма удобно связывать со специальным базисом. В этом базисе
геометрические соотношения многомерного времени выглядят наиболее простыми
и, поскольку с точностью до перестановок такой базис является единственным, ему
вполне логично присвоить имя абсолютного.

Любой единичный вектор, принадлежащий внутренней области некоторой све-
товой пирамиды, может быть непрерывным образом переведен в любой другой еди-
ничный вектор, принадлежащий той же пирамиде. Соответствующие преобразова-
ния образуют абелеву (n− 1)-параметрическую подгруппу движений, оставляющих
инвариантной исходную метрическую функцию (1). Матрицы подобных преобразо-
ваний в абсолютном базисе приводятся к диагональному виду:
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a′1 0 . . . 0

0 a′2 . . . 0

. . . . . .

0 0 . . . a′n




, (2)

где
∏n

i=1 a′i = 1. Поскольку такие преобразования оставляют на месте точку схож-
дения вершин всех пирамид, а изотропные грани последних при этом переходят
сами в себя, соответствующие отображения можно классифицировать как гипер-
болические повороты, которые в определенном смысле аналогичны бустам псевдо-
евклидовых пространств. Помимо гиперболических вращений, среди непрерывных
движений многомерного времени присутствует n-параметрическая подгруппа парал-
лельных переносов. Других непрерывных конгруэнтных преобразований рассматри-
ваемые многообразия не содержат и поэтому имеют меньше степеней свободы, чем
пространства с квадратичными типами метрик. Именно это обстоятельство побудило
Г. Гельмгольца, C. Ли и Г. Вейля доказать ряд теорем, утверждающих исключитель-
ность квадратичных метрик [4 – 6]. Главный акцент в их теоремах сделан на макси-
мальной подвижности квадратичных пространств, выражающейся в наиболее бога-
той по числу свободных параметров группе движений в сравнении с пространствами
с иными метрическими функциями. Это, по мнению авторов, дает все основания
отказаться от рассмотрения других метрических форм в качестве геометрического
фундамента реального пространства-времени. Не отрицая строгости этих теорем,
отметим, что их доказательства базируются на рассмотрении только линейных пре-
образований, а значит оставляют возможность для других геометрий, в которых
аналогичную роль могли бы играть некоторые нелинейные симметрии.

В противоположность непрерывным конгруэнтным преобразованиям, дискрет-
ные группы симметрий многомерного времени превосходят аналогичные группы ев-
клидовых и псевдоевклидовых пространств, однако этого еще не достаточно для
конкуренции с последними.

Что действительно делает многомерное время интересным, так это наличие в
нем выделенных групп нелинейных преобразований, являющихся почти столь же
фундаментальными, как и группы движений. Такие преобразования сохраняют ин-
вариантными не интервалы, а специфические скалярные формы от нескольких век-
торов, не имеющие прямых аналогов в квадратичных пространствах, а потому до
сих пор остающиеся мало изученными.

Подойти к пониманию важности таких полиформ лучше всего через обобще-
ние понятия скалярного произведения. Оказывается, что для целого ряда линейных
финслеровых пространств роль скалярного произведения может играть полилиней-
ная симметрическая форма от n векторов [7], частным случаем которой как раз и
является классическая билинейная форма. Условимся такую полилинейную форму
именовать скалярным полипроизведением. Отталкиваясь от подобного обобщения,
можно простым и естественным образом расширить на некоторые финслеровы про-
странства такие фундаментальные понятия геометрии, как длина, угол, ортогональ-
ность и другие, введение которых иными способами сопряжено со значительными
трудностями [8].

Для многомерного времени скалярное полипроизведение в абсолютном базисе
имеет вид:

(A,B, . . . ,Z) =
1

n!

∑

(i1,i2,...,in)

a′i1b
′
i2

. . . z′in , при ij 6= ik, если j 6= k. (3)
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Несложно проверить, что при A = B = · · · = Z форма (3) переходит в метрическую
функцию (1). Используя полилинейную симметрическую форму вида (3), можно
построить геометрию линейного времени произвольной натуральной размерности,
однако, опираясь на обычные представления о числе физических измерений и явную
топологическую выделенность четырехмерного пространства [9], ограничимся пока
именно этим случаем.

3. Четырехмерное время

В соответствии с (3), скалярное полипроизведение, определяющее геометрию
четырехмерного времени, в абсолютном базисе принимает вид:

(A,B,C,D) =
1

4!

∑

(i1,i2,i3,i4)

a′i1b
′
i2
c′i3d

′
i4
, при ij 6= ik, если j 6= k, (4)

отсюда следует, что четвертая степень длины (интервала) вектора такого линейного
пространства определяется выражением:

(X,X,X,X) = |X|4 = x′1x
′
2x
′
3x
′
4. (5)

При переходе в базис, аналогичный ортонормированному [7] (он несколько на-
гляднее, чем абсолютный), данное выражение преобразуется к более сложной (но
по-прежнему симметричной) форме:

|X|4 = x4
1 + x4

2 + x4
3 + x4

4 − 2(x2
1x

2
2 + x2

1x
2
3 + x2

1x
2
4 + x2

2x
2
3 + x2

2x
2
4 + x2

3x
2
4) + 8x1x2x3x4. (6)

(Сходная метрика (в более общем виде) использовалась в работах [14], [15].) В ряде
случаев данную форму удобнее использовать в виде, выделяющем одну из координат,
в частности, x1:

|X|4 = x4
1−2(x2

2 +x2
3 +x2

4)x
2
1 +8(x2x3x4)x1 +(x4

2 +x4
3 +x4

4−2x2
2x

2
3−2x2

2x
2
4−2x2

3x
2
4). (7)

Основным аргументом в пользу возможности сопоставить с четырехмерным
временем реальный физический мир является наличие в его геометрии нелинейной
группы непрерывных симметрий [10], которую можно рассматривать как альтер-
нативу линейной группе пространственных поворотов пространства Минковского.
Инвариантом данных преобразований оказывается не скалярное полипроизведение
четырехмерного времени (4), а специфическая форма, в образовании которой участ-
вуют только два вектора:

S(A,B) =
(A,A,A,B)

(A,A,A,A)1/2
+

(A,B,B,B)

(B,B,B,B)1/2
. (8)

Хотя форма S(A,B) и не является аддитивной величиной, для векторов, принад-
лежащих внутренней области одной световой пирамиды, она удовлетворяет другим
важным свойствам обычного скалярного произведения, а именно: симметрии, пра-
вилу умножения на скаляр, знаковой определенности и правилу треугольника [10].
В связи с этим, в четырехмерном времени существует принципиальная возможность
ввести понятие трехмерного расстояния, которое соответствует большинству при-
вычных представлений о данной физической величине, кроме аддитивности. С фи-
лософской точки зрения отсутствие последнего свойства весьма естественно. Дей-
ствительно, почему закон сложения трехмерных скоростей должен концептуально
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отличаться от закона сложения трехмерных расстояний, ведь относительны обе эти
величины? Проявляется такая нелинейность только на больших расстояниях, подоб-
но тому, как нелинейность закона сложения скоростей существенна только в реляти-
вистской области. При этом роль скорости света для трехмерных расстояний берет
на себя дополнительная фундаментальная постоянная – максимально возможный
размер физической системы, или иными словами, радиус Вселенной. Для обычных
в повседневной практике расстояний мы по-прежнему можем пользоваться линей-
ным приближением, однако в космологических масштабах, в случае справедливости
концепции многомерного времени, потребуется внести соответствующие коррективы.

4. Множество относительно одновременных событий

Чтобы естественным образом подойти к определению в четырехмерном времени
понятий трехмерных скоростей и расстояний, определимся сначала с множествами
относительно одновременных событий. Под таковыми условимся понимать совокуп-
ности точек, равноудаленных (естественно в смысле принятой финслеровой метрики
(5)) от некоторых пар фиксированных событий. В отличие от пространства Мин-
ковского, где аналогичным образом определенные множества представляют собой
гиперплоскости, в четырехмерном времени соответствующие поверхности нелиней-
ны [11]. Их форма зависит не только от направления мировой линии, соединяющей
фиксированные точки, но и от величины интервала, их разделяющего. Это наиболее
фундаментальное отличие от пространства специальной теории относительности, по-
скольку понятие одновременности теперь определяется не только скоростью системы
отсчета, но и интервалом времени, разделяющим мгновенное положение наблюдате-
ля и изучаемый им пространственный слой событий. Таким образом, релятивизм
в четырехмерном времени затрагивает не только гиперболические повороты, с по-
мощью которых осуществляется переход от одних систем отсчета к другим, но и
трансляции, позволяющие менять уже точки отсчета.

Философски такое обобщение принципа относительности вполне последователь-
но, поскольку, по сути, констатирует своеобразное родство между двумя подгруппа-
ми полной группы конгруэнтных симметрий. Косвенным подтверждением данного
вывода может служить и факт, что трансляциям в алгебре, сопоставляемой четы-
рехмерному времени, соответствует операция сложения, а гиперболическим поворо-
там – умножения, в родственной же связи этих двух фундаментальных операций
математики сомневаться не приходится.

Естественным способом введения в четырехмерном времени понятия физическо-
го расстояния является прием, концептуально вполне аналогичный способу опреде-
ления данного понятия в пространстве Минковского. По определению, под расстоя-
ниями можно понимать величины, равные (или пропорциональные) интервалам вре-
мени, проходящим на мировой линии наблюдателя, между посылкой им некоторых
равномерно движущихся эталонных сигналов к мировым линиям изучаемых объек-
тов и последующим приемом отраженных сигналов обратно. Такое правило приво-
дит к тому, что в четырехмерном времени понятие расстояния бессмысленно приме-
нять к отдельным парам событий, оно продуктивно лишь в отношении их цепочек,
представленных определенными линиями. В пространстве Минковского на данное
обстоятельство можно было не обращать внимания, так как множества относитель-
но одновременных событий там представляли собой гиперплоскости, в результате
чего расстояния, определяемые, в общем-то, для произвольных пар параллельных
прямых, оставались содержательными и для пар точек.
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Чтобы не загромождать короткую статью излишней общностью, но при этом все
же быть достаточно конкретными, ниже приведем результат, к которому приводит
описанный выше алгоритм лишь в одном частном случае. Предполагается, что миро-
вая линия наблюдателя совпадает с действительной осью, сам он находится в точке
(T, 0, 0, 0), а интересующий его слой относительно одновременных событий проходит
через точку (0, 0, 0, 0), Рис. 1. [Здесь и далее фигурирующие координаты относятся к
обобщенно-ортогональному базису [7], существенно отличающемуся от абсолютного].

Рис. 1: Мировые линии прямого и обратного сигналов с равным модулем скорости

В рассматриваемом примере уравнение, связывающее действительную коорди-
нату θ некоторой точки поверхности одновременности с тремя другими ее координа-
тами x2, x3 и x4, получается из условия равенства длин векторов, обладающих ком-
понентами (T + θ, x2, x3, x4) и (T − θ,−x2,−x3,−x4). (Величина θ здесь имеет смысл
отклонения конкретного события от гиперплоскости x1 = 0.) Используя выражение
для величины интервала (7), и одновременно учитывая, что для четных степеней
(−x)n = xn, имеем:

(T+θ)4−2(x2
2−x2

3+x2
4)(T+θ)2+8(x2x3x4)(T+θ)+(x4

2+x4
3+x4

4−2x2
2x

2
3−2x2

2x
2
4−2x2

3x
2
4) =

(T−θ)4−2(x2
2+x2

3+x2
4)(T−θ)2+8(x2x3x4)(T−θ)+(x4

2+x4
3+x4

4−2x2
2x

2
3−2x2

2x
2
4−2x2

3x
2
4)

Раскрытие скобок и приведение подобных приводит к уравнению

Tθ3 + (T 2 − x2
2 − x2

3 − x2
4)Tθ + 2x2x3x4T = 0. (9)

Вводя безразмерные величины η = θ/T, χ2 = x2/T, χ3 = x3/T, χ4 = x4/T и учитывая,
что T 6= 0, получаем кубическое уравнение относительно η:

η3 + (1− χ2
2 − χ2

3 − χ2
4)η + 2χ2χ3χ4 = 0. (10)

Его действительный корень характеризует относительную величину отклонения абс-
циссы поверхности одновременности от проходящей через ее центр касательной ги-
перплоскости x1 = 0. Условимся такой параметр именовать коэффициентом неплос-
костности. Когда χ2 ≈ χ3 ≈ χ4 → 0, η также стремится к нулю, т. е. в окрестности
точки (0, 0, 0, 0) поверхность одновременности переходит в гиперплоскость x1 = 0.
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Физический смысл поверхность одновременности имеет только внутри световой
пирамиды, которой принадлежит мировая линия наблюдателя, в противном слу-
чае пришлось бы допустить и физический смысл сверхсветовых скоростей. Следуя
методике специальной теории относительности, с каждым вектором, имеющим на-
чало в точке (−T, 0, 0, 0), а конец на поверхности одновременности, т. е. в точке
(ηT, x2, x3, x4), вполне естественно связывать мировую линию сигнала, обладающего
определенной равномерной скоростью. Всем таким векторам, если они имеют одина-
ковые величины интервалов, поставим в соответствие сигналы с одним и тем же зна-
чением модуля скорости |vпр|. В соответствии с этой логикой сигнал, сопоставляемый
вектору, соединяющему точку (ηT, x2, x3, x4) с точкой (T, 0, 0, 0), обладает равной, но
обратной по величине скоростью |vобр|. В отличие от пространства Минковского
такие вектора имеют компоненты, разнящиеся не только по знаку, но и по вели-
чине (Рис. 1), а именно: vпр ↔ (ηT + T, x2, x3, x4) и vобр ↔ (T − ηT,−x2,−x3,−x4).
В пространстве Минковского коэффициент неплоскостности η для каждой точки
поверхности одновременности равен нулю, в результате чего компоненты векто-
ров, соответствующие прямому и обратному сигналам, принимают обычный вид:
vпр ↔ (T, x2, x3, x4) и vобр ↔ (T,−x2,−x3,−x4).

Для конкретного определения расстояния между действительной осью и про-
извольной параллельной ей линией, полностью характеризующейся тремя фикси-
рованными координатами x2, x3, x4, необходимо иметь эталонные сигналы, а вернее
связанные с ними вектора, с помощью которых можно откладывать интервалы, со-
ответствующие расстояниям в различных направлениях. В четырехмерном времени,
как и в пространстве специальной теории относительности, такие эталонные сигналы
наиболее удобно связывать с изотропными векторами, имеющими с одной стороны
общее начало, а с другой – упирающиеся в поверхность одновременности. В геомет-
рии Минковского множество концов таких векторов представляет собой пересечение
двух световых конусов: будущего с вершиной в точке (−T, 0, 0, 0) и прошлого, верши-
на которого смещена в точку (T, 0, 0, 0). Как известно, результатом такого пересече-
ния является обычная сфера, целиком лежащая в гиперплоскости x1 = 0. Это харак-
терно только для пространств с квадратичным типом метрики. Во всяком случае, в
четырехмерном времени аналогичная фигура, получаемая как результат пересечения
двух противолежащих световых пирамид, является существенно не плоской, хотя и
состоит из линейных элементов.

Наглядно убедиться в этом лучше на примере не четырех-, а трехмерного вре-
мени [12], в частности, взглянув на Рис. 2, на котором в изометрии представлено
пересечение двух световых пирамид. Для сравнения на том же рисунке изображено
пересечение двух световых конусов трехмерного псевдоевклидова пространства. В
трехмерном времени внутренняя область, принадлежащая обеим пирамидам, пред-
ставляет собой обычный куб, одной из главных диагоналей которого является от-
резок действительной оси [−T, T ]. При этом пересечение двух световых пирамид
оказывается фигурой, составленной из (n − 2)-граней такого куба, не содержащих
точки −T и T . В данном случае, это шестиугольник ABCDEF и он не принадлежит
плоскости x1 = 0, хотя и состоит из прямолинейных элементов.

Аналогично и в четырехмерном времени: область, принадлежащая одновремен-
но двум противолежащим световым пирамидам, является четырехмерным кубом, а
поверхность пересечения их изотропных граней оказывается образованной двенадца-
тью 2-гранями такого куба, не содержащими концы главной диагонали [−T, T ]. Изоб-
разить на плоском чертеже подобную фигуру трудно, поэтому мы ограничимся рас-
смотренным выше трехмерным прототипом. В работе [13] предпринята попытка рас-
смотреть соответствующий двенадцатигранник (правда, от ее автора, по-видимому,
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Рис. 2: Поверхность одновременности в трехмерном времени (справа) и трехмерном псев-
доевклидовом пространстве (слева)

ускользнул принципиально четырехмерный характер исследуемой фигуры, и он изоб-
разил ее как обычную трехмерную).

В пространстве Минковского мировые линии, параллельные мировой линии на-
блюдателя и касающиеся фигуры, являющейся пересечением двух световых конусов,
принимаются за равноудаленные точки физического пространства наблюдателя, а в
качестве расстояния берется величина, пропорциональная длине оси такого двойного
конуса. В четырехмерном времени можно поступить аналогичным образом. В этом
случае равноудаленными от действительной оси (ассоциируемой с мировой линией
наблюдателя) оказываются параллельные ей линии, проходящие через точки пересе-
чения граней двух противолежащих световых пирамид, а в качестве расстояния вы-
ступает величина, пропорциональная главной диагонали гиперкуба, получающегося
в результате такого пересечения. Чтобы найти численное значение этой величины,
необходимо из четырех действительных корней уравнения

x4
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2 + x2
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4)x
2
1 + 8(x2x3x4)x1 + (x4

2 + x4
3 + x4

4− 2x2
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2
3− 2x2

2x
2
4− 2x2

3x
2
4) = 0, (11)

представляющих собой ничто иное, как абсциссы точек пересечения прямой, свя-
занной с координатами x2, x3, x4, и четырех изотропных гиперплоскостей, выбрать
два, имеющие физический смысл. Один из этих корней x1,1 соответствует точке,
принадлежащей пирамиде прошлого, другой x1,2 – пирамиде будущего, тогда как
два "лишних" корня x1,3 и x1,4 принадлежат граням боковых пирамид. Расстояние
может быть принято как половина суммы первых двух корней: Rc = 1/2(x1,1 + x1,2),
при этом индекс "c" подчеркивает, что данная величина определяется с помощью
световых сигналов.

Трехмерное пространство, возникающее в результате подобной процедуры, яв-
ляется финслеровым и полностью характеризуется своей индикатрисой, роль кото-
рой как раз и играет описанный в [13] двенадцатигранник. Это пространство по
своим свойствам достаточно близко евклидову, в силу выпуклости и двухмерной
замкнутости его индикатрисы, которая мало отличается от индикатрисы евклидова
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пространства, представляющей собой обычную сферу. Однако разница между евкли-
довой сферой и рассматриваемым двенадцатигранником все же достаточно принци-
пиальна, чтобы спутать связанные с ними геометрии. Именно поэтому в работе [13]
делается вывод о нелогичности предположения, что в основе геометрии реального
мира лежит метрика четырехмерного времени. Однако, на наш взгляд, при формули-
ровке данного вывода не учитывалось то важное обстоятельство, что при ориентации
в физическом пространстве наблюдатель пользуется не столько световыми, сколько
существенно более медленными сигналами. Свет же играет лишь вспомогательную
роль, призванную идентифицировать объекты, тогда как сопоставление этим объек-
там расстояний осуществляется уже другими, более медленными способами. В спе-
циальной теории относительности данный факт не имеет никакого значения, так как
индикатриса физического пространства совершенно не зависит от скорости сигналов.
В многомерном времени это уже не так. Чем больше скорость зондирующих сигналов
отличается от световой, тем меньше соответствующая им индикатриса "выпирает"
из гиперплоскости, тем более округлыми становятся ее "углы", и тем ближе ее форма
к трехмерной сфере. В пределе, когда относительная скорость сигналов, с помощью
которых "ощупывается" физическое пространство, стремится к нулю, оно вообще
перестает отличаться от евклидова. Таким образом, если в четырехмерном времени
факт присутствия каких-то неподвижных объектов фиксировать с помощью света,
но расстояния между ними определять при помощи других, более медленных сиг-
налов, то обнаружить удастся только евклидову геометрию. Заметим, что именно
такие условия выполняются в большинстве обычных для человека ситуаций.

С другой стороны, почти не вызывает сомнений принципиальная возможность
поставить эксперимент, позволяющий прояснить, какая все-таки геометрия имеет
лучшее соответствие с реальным физическим пространством: риманова или финсле-
рова? Для этого необходимо, чтобы замеры расстояний между несколькими фик-
сированными друг относительно друга объектами, производились как с помощью
световых, так и более медленных сигналов. Парадоксально, но в колоссальном экс-
периментальном материале, имеющемся в арсенале современной физики, подобные
опыты, во всяком случае, не допускающие двоякой трактовки, по-видимому, отсут-
ствуют. Кроме того, отличия, которые нужно при этом отследить, относительно неве-
лики и поэтому, даже будучи обнаруженными, могут истолковываться по-разному.

Принятая выше концепция построения трехмерного физического пространства
объясняет, почему в абсолютно равноправном по своим геометрическим координа-
там четырехмерном времени наблюдатель, ассоциированный с некоторой мировой
линией, зарегистрирует принципиальное отличие координаты, связываемой с его соб-
ственным временем, от трех других. Ответ заключается в топологическом различии
индикатрис геометрического и физического пространств. (Под геометрическим мы
понимаем само финслерово пространство с метрикой Бервальда-Моора, а под фи-
зическим – трехмерное многообразие, возникающее в представлении наблюдателя,
оперирующего некоторыми эталонными сигналами.) Так, если первая индикатриса
имеет вид специфического шестнадцатиполостного гиперболоида, вторая – представ-
ляет собой замкнутое по двум измерениям кольцо, точная форма которого, хотя и
зависит от используемых в измерениях сигналов, в топологическом плане неизменна.

Заключение

Преобразования, сохраняющие скалярную форму (8), не оставляют инвариант-
ными интервалы и, строго говоря, не являются движениями четырехмерного време-
ни. Однако, поскольку они переводят в себя гиперповерхности одновременности типа
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(10) и не изменяют трехмерных расстояний Rc, то вполне могут исполнять роль обыч-
ных физических поворотов. Кстати, при такой интерпретации реальных простран-
ственных вращений неожиданно может получить объяснение известный парадокс,
связанный с наблюдаемыми отличиями между поступательными и вращательными
движениями. К последним достаточно сложно применить принцип относительно-
сти, а наиболее известная попытка разобраться в данной проблеме принадлежит
Маху, который предположил, что центробежные силы, возникающие при вращении,
обязаны своим появлением действию огромной массы всех тел Вселенной. Согласно
Маху, если закрутить всю Вселенную, на оставшееся неподвижным малое тело бу-
дут действовать центробежные силы, в точности равные силам, возникающим при
вращении самого тела. Справедливость такого утверждения остается спорной, а сам
вопрос так и не потерял своей актуальности. В случае, если реальному миру вместо
галилеевой или псевдоевклидовой метрик сопоставлять геометрию четырехмерного
времени, проблема не возникает, так как преобразования, отвечающие за поступа-
тельные и вращательные движения этого пространства, относятся к принципиально
разным типам непрерывных симметрий.

Проведенный в данной работе анализ свойств многообразия, претендующего
на роль альтернативы пространству Минковского, далек от завершенности. Однако
факт, что для одной из самых простых финслеровых метрик четвертого порядка,
ничего общего не имеющей с обычной квадратичной формой, можно указать условия,
при которых она в состоянии породить не только классические, но и релятивистские
представления о физическом пространстве, – заслуживает внимания.
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Наука прошедшего столетия "сняла" тот ближайший успех, который возможно было
достигнуть на основе геометрически-квадратичных представлений, как логически и мате-
матически простейших. Более глубокие истины требуют использования более емких гео-
метрий, таких как финслерова. Она вносит структурность в геометрию, поскольку инди-
катриса уже не изотропна по всем направлениям. Возникающие при финслеровом обобще-
нии трудности с обобщением геометрических понятий решаются в настоящей работе путем
рассмотрения Финслероид-геометрии. Такая геометрия вводит одно выделенное направле-
ние, предполагая полную аксиальную симметричность вокруг него. При этом, открываются
конструктивные пути введения угла и скалярного произведения вне рамок евклидовой гео-
метрии.

"Евклидовы традиции слишком сильны, чтобы от
них можно было бы легко отрешиться, и понадобится,

быть может, работа нескольких поколений математиков,
чтобы освободиться от их гнета." (Буземан [2], с. 8.)

Введение

Квадратичный метод наиболее прост для введения длины вектора. Согласно
этому методу, длина определяется квадратным корнем из квадратичной формы. Ос-
нованные на нем евклидова геометрия и евклидовы вращения служили более 20
столетий для математических построений, обработки и предсказаний результатов
экспериментов. Неквадратичные методы развиваются финслеровой геометрией (см.
[1 – 6]).

К сожалению приходится констатировать, что изучению соответствующих воз-
можностей в литературе не было уделено достаточного внимания. Традиционно идеи
и уравнения математики и теоретической физики основываются на методе введения
длины векторов с помощью квадратичного корня. И даже многочисленные инте-
ресные и глубокие критические исследования (см., например, монографии [7, 8])
геометрической структуры самого пространства-времени и возможностей ее пере-
осмысления и обобщения как правило обходились без упоминаний существования
идей и методов финслеровой геометрии. Несмотря на чувство высокой степени адек-
ватности и точности совпадения, неясно, как можно было бы выразить эту степень
точности в числах, – ведь евклидовы вращения не содержат малого параметра для
оценок.

По сравнению с обычной евклидовой метрикой финслерова метрика вносит
структурностьв геометрию. Единичная поверхность евклидовой геометрии, сфе-
ра, изотропна по всем направлениям. Введение геометрически выделенных направ-
лений приводит к обобщению сферы, а вслед за этим и к обобщению евклидовой
геометрии. Соответствующая, более не изотропная, поверхность концов единичных
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векторов (выходящих из фиксированной точки) порождает финслерову метрику. Об-
ратно, подобные геометрии могут отражать те конкретные физические ситуации,
в которых присутствует соответствующая анизотропия по направлениям. Метрика
Бервальда-Моора максимально анизотропна, – в том смысле, что она предполага-
ет наличие геометрически-выделенных направлений, по числу равных размерности
пространства (соответственно трех в трехмерном случае и четырех в четырехмерном
случае). Финслероид-геометрия вводит ровно одно выделенное направление, предпо-
лагая полную аксиальную симметричность вокруг него.

Априори вопрос о том, как обобщать евклидову метрическую функцию на
финслеров случай, выглядит чрезмерно общим и весьма неясным для нахождения
конкретного ответа. Если же однако подойти к проблеме с точки зрения инвари-
антности и возможности ввести угол и скалярное произведение, то открываются
конструктивные пути выделения классов финслеровых пространств. В результате
возникают методы выхода за рамки евклидовой геометрии.

Конечно, как бы ни было глубоко мотивировано стремление выйти за узкие
границы "квадратичных представлений", речь не может идти о "полном преодо-
лении квадратного корня". Иерархия геометрий глубоко коренится в обобщениях.
Очевидно, что в Римановой геометрии присутствуют и работают идеи и методы Ев-
клидовой геометрии. В работах по Финслеровой геометрии многие авторы исполь-
зовали "ассоциируемую риманову геометрию", вводили "риманову связность" или
"финслер-риманову связность", вводили "ассоциируемую относительную риманову
геометрию вдоль векторных полей", строили "соприкасающееся риманово простран-
ство" и "риманову развертку финслерова пространства вдоль кривой", и т. п. Од-
новременно в Пространствах Минковского постоянно использовали ассоциируемую
Евклидову геометрию.

Можно сказать, что строение любой теории, выходящей за рамки представле-
ний, диктуемых квадратичной формой, будет иметь пирамидальный характер: спус-
каясь с вершины "уникальной сверхгеометрии", исследователь должен будет входить
в область "ассоциируемой Финслеровой геометрии", в которой в свою очередь будут
возникать разнообразные римановы образы, а затем и многочисленные евклидовы
картины.

Сказанное прямо относится к Квадрачисловой геометрии (развиваемой в рабо-
тах Павлова [9, 10]). Действительно, она возникает из рассмотрения коммутативных
гиперчисел и приписывает им Норму. Но при интерпретации компонент гиперчисел
как компонент вектора эта метрика может быть отнесена к классу "Финслерова мет-
рическая Функция Бервальда-Моора". На последнем пути можно (и нужно) развить
теорию геометрических соотношений, – в том числе ввести геодезические, угол, пер-
пендикулярность,... – которые разумеется не совпадают с аналогичными геометри-
ческими соотношениями римановой или евклидовой геометрии. От последней невоз-
можно полностью отказаться уже хотя бы по причинам использования графических
изображений и рисунков – их приходится в конце концов строить в Евклидовом
Пространстве!

В то же время, это не означает единственного и неизбежно-однозначного припи-
сывания финслеровых геометрических свойств Квадрапространству. В самом деле,
по его собственным представлениям, используя полиформу, могут быть введены со-
ответствующие углы и перпендикулярность, – такое обобщенное развитие теории
"более высокого уровня метричности" было проведено в работах [9, 10].

Геометрия Минковского содержит гораздо больше инвариантов, чем Евклидова
геометрия, а Финслерова геометрия – чем Риманова геометрия. В таком контексте
следует указать, что Квадрапространства имеют гораздо больше инвариантных объ-
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ектов, чем Финслерова геометрии и геометрия Минковского, и могут предложить
более богатую геометрическими представлениями теорию. В частности это богат-
ство можно видеть в том, что Евклидова геометрия может легко ассоциироваться с
Квадрапространством многими способами.

Философия и логика ассоциируемых проблем. Сыгранная в Истории роль
труда Евклида едва ли может быть переоценена. Евклидова Квадратичная геометрия
формировала и продолжает формировать образ мыслей и характер анализа исследо-
вателей и ученых. Например, риманова геометрия с самого исходного определения
основывается на квадратичной форме (и даже иногда просто называлась "геомет-
рией, порождаемой квадратичной формой"), теории расслоенных пространств так-
же используют квадратичный метод (но разнообразнее, чем риманова геометрия),
лагранжианы в теориях физических полей как правило квадратичны по производ-
ным, энергия и импульс релятивистской частицы связаны квадратичной формой, и
т. д. Специальная и общая теория относительности основываются так же преданно
на квадратичной форме, но теперь уже содержащей как плюсы + , так и минус −; к
этому типу относится и геометрия Лобачевского.

В современной научной литературе геометрической ориентации разнообразно, и
часто с определенным оттенком многозначительности, вводятся и изучаются различ-
ные "модели" обобщенных геометрий. В полном контрасте с этим в труде Евклида
построена геометрия, а не "модель геометрии".

Почему евклидова геометрия устойчиво прошла через два тысячелетия? Ее
"корнем" фактически является метод определения длины отрезков или векторов
с помощью квадратного корня из квадратичной формы. Этот метод практически
всюду – и в практике, и в математических и физических теориях, и в эксперимен-
тах, – используется он и в настоящее время. Это – логически простейший метод. Но
"самый простой" не всегда может оказываться и "самым точным".

"Аксиоматики" на протяжении прошедшего столетия подробно анализировали
структуру самой евклидовой геометрии (знаменитая работа Гильберта "Основания
геометрии"), а не путей конструктивного обобщения "квадратичности" евклидовой
метрики.

Нетрудно поставить под большое сомнение любое утверждение, настаивающее
на "высокой экспериментальной верности" квадратичного метода задания длины.
Кто, когда и с какой точностью проверил Теорему Пифагора? Такая проверка вообще
едва ли возможна без того, чтобы исследователь использовал для сравнений более
общие методы (подробные дискуссии на такую тему выходят за пределы настоящей
работы, – читатели могут попытаться провести собственный анализ проблемы).

Фактически "евклидовость" моделей геометрии, или геометрий, сохраняется,
пока сохраняется "квадратичность" определения длины. Но чтобы можно было бы
сделать соответствующий решительный шаг, нужно больше, чем только смелость.
Это трудная задача: чтобы выйти за пределы "евклидовости", нужно найти хороший
способ заменить квадратичный метод определения длины на более общий и подробно
пересмотреть современные уравнения математической физики на основе нового ме-
тода. Но это – и достойная задача для Ученых Нового Тысячелетия. Консерватизм
мышления как тормоз соответствующему геометрическому прогрессу может быть
эффективен только на весьма коротком промежутке времени.

Наука прошедшего столетия "сняла" тот ближайший успех, который возможно
было достигнуть на основе геометрически-квадратичных представлений, как логиче-
ски и математически простейших. Более глубокие истины потребуют использования
более емких геометрий.
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"Длина" – основополагающее понятие как теоретической, так и прикладной
науки. По фундаментальности с ним можно соотнести понятие Числа. Развитие и
различные приложения понятия Длины привели к созданию Геометрии, a понятия
Числа – к созданию Алгебры.

Достаточно общий и современный соответствующий подход можно формули-
ровать в контексте теории так называемого Пространства Минковского (говорят
также о геометрии Минковского). На строгом современном математическом языке
пространство Минковского часто определяется как Конечно-Мерное Банахово Про-
странство.

В Пространствах Минковского длина вводится общим определением, позволяю-
щим ей быть заданной функциями весьма широкого класса с минимальными услови-
ями гладкости. Расслоенные многообразия, в которых слоями являются Простран-
ства Минковского, называют финслеровыми пространствами.

Геометрия Минковского и Финслерова геометрия изучались на протяжении про-
шедшего столетия многими авторами, было опубликовано по теме более 2000 статей
и ряд монографий, но о достигнутом при этом успехе можно говорить лишь с боль-
шой осторожностью и условностью. В Финслеровой геометрии неизбежно появляет-
ся большое число тензоров (не имеющих нетривиальных прототипов в Римановой
геометрии), и не очевидно, что подобный "количественный рост" предопределяет
"качественный прогресс". Последним обстоятельством Финслерова геометрия оттал-
кивала (и отталкивает) многих математиков, вызывая у них образ "непроходимого
леса из тензоров" [в сравнение с этим Риманова геометрия весьма экономна: в ней
есть метрический тензор и строящиеся по нему вполне определенным способом один
набор коэффициентов связности и один тензор кривизны].

Однако нельзя слишком гипертрофировать чувство пессимизма от громозд-
кости формализма. Особенно в наше бурное время, когда многокомпонентностью
объектов не многих можно удивить ни собственно в математике, и тем более ни
в теоретической физике. Скорее реальные проблемы лежат в другой плоскости, а
именно в отсутствии достаточно подходящих точных ключевых звеньев. В этом кон-
тексте уместно вспомнить замечание Буземана, что прогресс в движении "beyond
Riemannian Geometry" должен состоять "не в обобщении методов Римановой гео-
метрии, а в обобщении ее результатов".

Не должно ли развитие понятия "Длина" идти в тесной связи с развитием
понятия "Число"?

Если обратиться к предыстории геометрии Евклида, – к деятельности Пифа-
гора, – то хорошо известна от историков Трагедия Пифагора, возникшая у него,
когда он обнаружил, что диагональ квадрата не соизмерима (рационально) с дли-
нами сторон квадрата. То есть для Пифагора выглядело "катастрофой", что есть
длина, которой не соответствует число. Этот "сюрприз" дал толчок, как известно,
развитию понятия числа, а именно к созданию теории иррациональных чисел. Сло-
жившееся при этом "соответствие" Длины и Числа составило основу геометрии Ев-
клида, и тем более в ее аксиоматике (например, предложенной Гильбертом). В этом
отношение развитая Гильбертом аксиоматика Евклидовой геометрии была как бы
кульминацией тождества понятия арифметического числа и квадратичной длины, –
многие ключевые геометрические понятия выводились из арифметических числовых
свойств.

Последующий переход от Евклидовой геометрии к Римановой геометрии уже
не вносит в эту дихотомию новых идей. Риманова геометрия – "просто расслоение
Евклидовых геометрий", – так что в каждом слое действует обычная Евклидова
геометрия и применяется обычное квадратичное определение длины.
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Геометрия Минковского выходит за квадратичность определения длины, но (хо-
тя, как известно, геометрические идеи появились у Минковского при изучении теории
чисел) проводит развитие вопроса без какой-либо связки с развитием понятия числа.
Нить Катастрофы Пифагора разорвалась! Это же можно сказать и про современ-
ные финслеровы пространства, – которые есть "просто расслоения с пространствами
Минковского в слоях".

Такой экскурс в Историю помогает проявить достаточную смелость и выдвинуть
следующую идею: строить Финслерову геометрию в тесной связи с развитием
понятия числа.

Можно надеяться, что такая идея станет ключевой для успеха развития финсле-
ровой геометрии в настоящем столетии. Спрашивается, где, на каком месте финсле-
рова обобщения длины необходимо обобщение Понятия Числа? Ответ тут вообще
говоря не очевиден, хотя очевиден обратный ход мыслей: мерой обобщенного числа
должна быть (не евклидова, неквадратичная) финслерова метрическая функция.

Возникает острый для осознания вопрос: где в Финслеровой геометрии нужны
Поличисла, так что без них нельзя обойтись? В Пифагоровой Трагедии ситуация
ясна: для измерения длины диагонали единичного квадрата недостаточно рацио-
нальных чисел. Корни происхождения трансцендентных чисел также ясны: диаметр
единичной окружности не измерим алгебраическим иррациональным числом.

Анизотропность предполагается при обобщении Евклидовой геометрии. В этой
связи центральным понятием является индикатриса: поверхность концов векторов
единичной длины, выходящих из фиксированной точки. В Евклидовой геометрии
индикатрисой является сфера. Она символизирует изотропность пространства, оди-
наковость его свойств по всем направлениям. Поскольку в определении Пространства
Минковского и Пространства Финслера входит условие однородности, анизотроп-
ность индикатрисы проявляет себя и в анизотропности любых векторов (не обяза-
тельно единичной длины). Переход от Евклидовой геометрии к геометрии Минков-
ского символизирует отказ от полной изотропности пространства и после перехода
соответствующая индикатриса больше не может быть поверхностью второго порядка.

С точки зрения анизотропности Метрика Бервальда-Моора характеризуется на-
личием выделенных направлений, по числу равных размерности пространства.

Содержание статьи. В настоящей работе введены необходимые исходные
определения и приведены результаты вычислений ассоциируемых величин для
Финслероид-геометрии (EPD

g -геометрии), предполагающей наличие ровно одного вы-
деленного направления. Наше предыдущее исследование [5, 6] показало, что область
многообещающая. А именно, EPD

g -подход применим к развитию новых направлений
в метрической дифференциальной геометрии и может в частности быть эффективен
в контексте геометрий Финслера или Минковского. Главным пунктом статьи являет-
ся наблюдение, что ассоциируемая с EPD

g -пространством одна-векторная финслеро-
ва метрическая функция весьма естественным образом допускает привлекательное
дву-векторное обобщение, тем самым порождая угол и скалярное произведение.

Известные различные попытки ввести угол в пространство Минковского или
Финслера постоянно сталкивались с двусмысленностями:

"Следовательно, никакая конкретная угловая мера не может быть вполне есте-
ственной в геометрии Минковского. Об этом свидетельствуют несчастливые попытки
определить такую меру, ни одна из которых не получила общего признания". (Бузе-
ман [2], с. 279.)

"К сожалению, существует целый ряд различных инвариантов в пространстве
Минковского, все из которых сводятся к одному и тому же евклидову инварианту,
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если пространство Минковского вырождается в евклидово пространство. Вследствие
этого различные определения появлялись в литературе, посвященной пространствам
Минковского и Финслера". (Рунд [3], с. 26)

Тот факт, что попытки не привели к однозначному успеху, видимо был след-
ствием недостаточности используемых методов. Действительно, принималось на ве-
ру мнение, что угол должен быть определен или построен в терминах основного
финслерова метрического тензора (и следовательно должен быть выводимым из ис-
ходной финслеровой метрической функции). Позволим себе поставить под сомнение
такую установку с самого начала! Вместо этого мы выдвинем альтернативно прин-
цип, что угол является конкомитантом (пояснение) геодезических (а не собственно
метрики). Угол определяется двумя векторами (вместо одного вектора в случае дли-
ны) и в действительности предполагает использование соответствующего обобще-
ния финслеровой метрической функции на дву-векторную метрическую функцию
(на скалярное произведение). Ниже мы применим такой наш принцип к изучению
EPD

g -пространства. Визуально сущность развиваемого обобщения можно видеть в
деформации евклидовой сферы, – индикатрисы евклидова пространства.

Соответственно в Разделе 1 мы прежде всего занимаемся уравнением геодези-
ческих. Замечательно, уравнение допускает простое и явное общее решение. После
этого выводится угол между двумя векторами. Обычно ожидают, что угловая мера
должна быть аддитивной (для углов с общей вершиной). Замечательно, найденный
угол только постоянным множителем отличается от евклидова угла в квазиевклидо-
вом пространстве и вследствие этого аддитивен. Теорема косинусов остается верной
при замене евклидова угла найденным ниже углом. Получено соответствующее ска-
лярное произведение.

Формально в основе евклидовых представлений лежит использование метода
введения длины векторов с помощью квадратного корня от квадратичной формы. В
настоящей работе мы используем конкретное, аксиально-симметричное, обобщение
такого метода, опираясь на конструктивные идеи финслеровой геометрии. Вводит-
ся соответствующая финслерова метрическая функция и подробно описываются ее
основные свойства и следствия. Обобщение характеризуется одним безразмерным
параметром, который ниже обозначается как g.

Ниже Раздел 2 вводит обозначения, определения и начальные понятия для про-
странства EPD

g . Оно строится в предположении, что пространство включает одно
выделенное направление, которое мы часто будем условно называть Z-осью. Сокра-
щения ФМФ и ФМТ будут использоваться для финслеровой метрической функции
и финслерова метрического тензора соответственно. Характеристический параметр
g может принимать значения между −2 и 2; при g = 0 пространство EPD

g сводится к
обычному евклидову пространству. После предварительного введения характеристи-
ческой квадратичной формы B, которая отличается от евклидовой суммы квадратов
присутствием в ней перекрестного члена (см. (2.22)), мы определяем ФМФ K для
пространства EPD

g с помощью формул (2.30) – (2.33). Характерной чертой формул
является присутствие функции “ arctan ”. Затем мы вычисляем тензорные величины
пространства. Появляется замечательное явление, упрощающее все построения: ас-
социируемый картановский тензор оказывается имеющим простую алгебраическую
структуру (см. формулы (2.66) – (2.67)). В частности это (уникальное) явление ве-
дет к выводу, что индикатриса (обобщение сферы) пространства EPD

g является про-
странством постоянной положительной кривизны. Значение кривизны зависит от
параметра g согласно закону (2.73).

Раздел 3 вводит идею квазиевклидова отображения EPD
g -пространства. Идея

оказывается весьма плодотворной тем, что квазиевклидово пространство просто во
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многих аспектах, так что соответствующее преобразование упрощает различные вы-
числения. Оно не является плоским, но является конформно плоским. Последний
Раздел 4 раскрывает интересные свойства квазиевклидова метрического тензора. В
Приложении помещены рисунки, которые иллюстрируют вид финслероидов при раз-
личных значениях параметра g.

1. Вывод геодезических и угла в ассоциируемом
квазиевклидовом пространстве

Для изучаемого финслерова пространства геодезические могут быть получены
как решения уравнения

d2Rp

ds2
+ Cq

p
r(g; R)

dRq

ds

dRr

ds
= 0, (1.1)

коэффициенты которого Cp
q
r задаются списком, помещенным в конце Раздела 2.

Чтобы избежать сложностей вычислений, оказывается удобно перенести рассмотре-
ния в квазиевклидов подход (см. Разделы 3 и 4). Соответственно мы положим

√
gpq(g; R)dRpdRq =

√
npq(g; t)dtpdtq (1.2)

и
Rp(s) = µp(g; tr(s)) (1.3)

вместе с
dRp(s)

ds
= µp

q(g; tr(s))
dtq(s)

ds
, (1.4)

где µp(g; tr) и µp
q(g; tr) – коэффициенты, заданные соответственно формулами (3.14)

и (3.38)-(3.40). Пусть задана кривая C: tp = tp(s) в квазиевклидовом пространстве,
где параметр длины s вдоль кривой определяется дифференциалом

ds =
√

npq(g; t)dtpdtq, (1.5)

где npq(g; t) – ассоциируемый квазиевклидов метрический тензор, задаваемый фор-
мулой (3.49). Соответственно с этим,касательные векторы

up =
dtp

ds
(1.6)

к кривой являются единичными в смысле, что

npq(g; t)upuq = 1. (1.7)

Поскольку Lp = ∂S/∂tp, мы имеем

Lpu
p =

dS

ds
. (1.8)

Здесь S2(t) = npq(g; t)tptq = rpqt
ptq (см. (3.46)). Использование (4.16) ведет с помощью

хорошо-известных аргументов к следующему уравнению геодезических в квазиев-
клидовом пространстве:

d2t

ds2
=

1

4
G2 t

S2
Hpqu

puq, (1.9)
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где Hpq = h2(npq − LpLq) (см. (4.4)) и t = {tp}. Мы получаем

d2t

ds2
=

1

4
g2 t

S2

(
1− (

dS

ds
)2

)
=

1

4
g2(a2 − b2)

t

S4
(1.10)

и
d2t

ds2
=

1

4
g2(a2 − b2)

t

S4
(1.11)

с
S2(s) = a2 + 2bs + s2, (1.12)

где a и b – две константы интегрирования.
Если мы положим

S(∆s) =
√

a2 + 2b∆s + (∆s)2 (1.13)

и
t1 = t(0), t2 = t(∆s), (1.14)

то получим
a =

√
(t1t1) (1.15)

и
S(∆s) =

√
(t2t2) (1.16)

вместе с

(t1t2) = aS(∆s) cos
[
h arctan

√
a2 − b2 ∆s

a2 + b∆s

]
. (1.17)

Здесь t1 и t2 – два вектора с фиксированным началом O; они указывают точку со-
ответственно в начале геодезической и в конце геодезической. Пара круглых скобок
(..) используется для евклидова скалярного произведения, так что (t1t1) = rpqt

p
1t

q
1,

(t1t2) = rpqt
p
1t

q
2, и rpq – евклидов метрический тензор; rpq = δpq в случае ортогональ-

ного базиса; δ используется для символов Кронекера. Из (1.15)-(1.17) прямо следует,
что √

a2 − b2 ∆s

a2 + b∆s
= tan

[1

h
arccos

(t1t2)√
(t1t1)

√
(t2t2)

]
. (1.18)

Равенство (1.18) подсказывает целесообразность ввести

Определение. EPD
g -ассоциируемый угол задается согласно

α :=
1

h
arccos

(t1t2)√
(t1t1)

√
(t2t2)

, (1.19)

так что
α =

1

h
αEuclidean. (1.20)

Такой угол очевидно аддитивен:

α(t1, t3) = α(t1, t2) + α(t2, t3). (1.21)

Кроме того, он равен нулю при равных векторах:

α(t, t) = 0. (1.22)

Используя такой угол, мы предложим
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Определение. При заданных двух векторах t1 и t2 векторы EPD
g -перпендикуля-

рны, если
cos (α(t1, t2)) = 0. (1.23)

Поскольку обращение в нуль (1.23) влечет за собой

αquasi−Euclidean(t1, t2) =
π

2
, (1.24)

ввиду (1.20) следует сделать вывод, что

αEuclidean(t1, t2) =
π

2
h ≤ π

2
. (1.25)

Следовательно векторы, перпендикулярные в собственно квазиевклидовом смысле,
выглядят острыми с ассоциируемой евклидовой точки зрения.

Принимая во внимание равенство

(
√

a2 − b2 ∆s)2 + (a2 + b∆s)2 ≡ a2S2(∆s), (1.26)

мы также устанавливаем соотношения
√

a2 − b2 ∆s = aS(∆s) sin α (1.27)

и

a2 + b∆s = aS(∆s) cos α. (1.28)

Они влекут за собой равенство

b√
a2 − b2

=
S(∆s) cos α− a

S(∆s) sin α
, (1.29)

из которого может быть найдена величина b.
Итак, каждый член вовлеченного набора {a, b, ∆s, S(∆s)} может быть явно

выражен через исходные векторы t1 и t2. Для многих случаев целесообразно пере-
писать равенство (1.26) в виде

S2(∆s) = (∆s)2 − a2 + 2(a2 + b∆s). (1.30)

Таким образом мы пришли к следующим последовательным пунктам:

EPD
g -Теорема Косинусов

(∆s)2 = S2(∆s) + a2 − 2aS(∆s) cos α ; (1.31)

EPD
g -Двух-Точечная Длина

(∆s)2 = (t1t1) + (t2t2)− 2
√

(t1t1)
√

(t2t2) cos α ; (1.32)

EPD
g -Скалярное Произведение

< t1, t2 >=
√

(t1t1)
√

(t2t2) cos α ; (1.33)

EPD
g -Перпендикулярность
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< t1, t2 >=
√

(t1t1)
√

(t2t2). (1.34)

Отождествление

|t2 ª t1|2 = (∆s)2 (1.35)

дает другое яркое представление

|t2 ª t1|2 = (t1t1) + (t2t2)− 2
√

(t1t1)
√

(t2t2) cos α . (1.36)

Рассмотрение можно завершить следующим образом.

Теорема. Общее решение уравнения геодезических (1.11) может быть найдено
в явном виде

t(s) =

=
S(s)

a

sin
[
h arctan fr

√
a2 − b2 (∆s− s)a2 + b∆s + (b + ∆s)s

]

sin
[
h arctan

√
a2 − b2 ∆s

a2 + b∆s

] t1

+
S(s)

S(∆s)

sin
[
h arctan

√
a2 − b2 s

a2 + bs

]

sin
[
h arctan

√
a2 − b2 ∆s

a2 + b∆s

] t2. (1.37)

Собственно евклидов предел есть

t(s)∣∣∣
g=0

=
(∆s− s)t1 + st2

∆s
= t1 + (t2 − t1)

s

∆s
,

так что геодезические становятся прямыми. Из (1.37) вытекает равенство

(t(s)t(s)) = S2(s) (1.38)

в согласии с (1.12). Поскольку общее решение (1.37) таково, что правая часть растяги-
вается двумя векторами, t1 и t2, мы вправе заключить, что изучаемые геодезические
являются плоскими кривыми.

2. Финслероид-пространство EPD
g положительно-определенного типа

Предположим, что задано N -мерное векторное пространство VN . Обозначим
через R векторы, составляющие пространство, так что R ∈ VN . Любой заданный
вектор R назначает определенное направление в VN . Фиксируем элемент R(N) ∈ VN ,
введем прямую линию eN , ориентированную вдоль вектора R(N), и используем eN

как RN -координатную ось в VN . Таким способом мы получим топологическое произ-
ведение

VN = VN−1 × eN (2.1)

вместе с разбиением

R = {R, RN}, RN ∈ eN и R ∈ VN−1. (2.2)
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Для удобства мы часто будем использовать обозначение

RN = Z, (2.3)

а также
R = {R, Z}. (2.4)

Кроме того, мы введем евклидову метрику

q = q(R) (2.5)

на (N − 1)-мерном векторном пространстве VN−1.
Относительно допустимого координатного базиса {ea} в VN−1 мы получим ко-

ординатные представления

R = {Ra} = {R1, . . . , RN−1} (2.6)

и
R = {Rp} = {Ra, RN} ≡ {Ra, Z}, (2.7)

а также
q(R) =

√
rabRaRb, (2.8)

где rab – компоненты симметричного положительно-определенного тензора на VN−1.
Индексы (a, b, . . . ) и (p, q, . . . ) будут принимать значения из наборов (1, . . . , N − 1)
и (1, . . . , N) соответственно; векторные индексы являются верхними, а ко-векторные
индексы являются нижними; по повторяющимся верхним и нижним индексам ав-
томатически производится суммирование; обозначение δa

b будет использоваться для
символа Кронекера. Переменные

wa = Ra/Z, wa = rabw
b, w = q/Z, (2.9)

где
w ∈ (−∞,∞), (2.10)

удобны в вычислениях, когда Z 6= 0. Иногда мы будем использовать ассоциируемый
метрический тензор

rpq = {rNN = 1, rNa = 0, rab}, (2.11)

определенный на всем векторном пространстве VN .
Задав параметр g при условии выполнения неравенства

−2 < g < 2, (2.12)

мы введем удобные обозначения

h =

√
1− 1

4
g2, (2.13)

G = g/h, (2.14)

g+ =
1

2
g + h, g− =

1

2
g − h, (2.15)

g+ = −1

2
g + h, g− = −1

2
g − h, (2.16)
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так что
g+ + g− = g, g+ − g− = 2h, (2.17)

g+ + g− = −g, g+ − g− = 2h, (2.18)

(g+)2 + (g−)2 = 2, (2.19)

(g+)2 + (g−)2 = 2. (2.20)

Справедлива симметрия

g+
g→−g⇐⇒ −g−, g+ g→−g⇐⇒ −g−. (2.21)

Характеристическая квадратичная форма

B(g; R) = Z2 + gqZ + q2 ≡ 1

2

[
(Z + g+q)2 + (Z + g−q)2

]
> 0 (2.22)

имеет отрицательный дискриминант, а именно

D{B} = −4h2 < 0, (2.23)

как следствие формул (2.12) и (2.13). При Z 6= 0 удобно так же использовать квад-
ратичную форму

Q(g; w) := B/(Z)2, (2.24)

получая
Q(g; w) = 1 + gw + w2 > 0, (2.25)

вместе с функцией

E(g; w) := 1 +
1

2
gw. (2.26)

Легко проверить
E2 + h2w2 = Q (2.27)

тождество. В пределе g → 0 определение (2.22) вырождается в квадратичную форму
начального метрического тензора (2.11):

B|g=0 = rpqR
pRq. (2.28)

Кроме того, справедливо предельное равенство

Q|g=0 = 1 + w2. (2.29)

С помощью таких обозначений мы вводим ФМФ

K(g; R) =
√

B(g; R) J(g; R), (2.30)

где
J(g; R) = e

1
2
GΦ(g;R), (2.31)

Φ(g; R) =
π

2
+ arctg

G

2
− arctg

( q

hZ
+

G

2

)
, если Z ≥ 0, (2.32)

Φ(g; R) = −π

2
+ arctg

G

2
− arctg

( q

hZ
+

G

2

)
, если Z ≤ 0, (2.33)
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или в других удобных видах,

Φ(g; R) =
π

2
+ arctg

G

2
− arctg

(L(g; R)

hZ

)
, если Z ≥ 0, (2.34)

Φ(g; R) = −π

2
+ arctg

G

2
− arctg

(L(g; R)

hZ

)
, если Z ≤ 0, (2.35)

где
L(g; R) = q +

g

2
Z, (2.36)

и
Φ(g; R) =

π

2
− arctg

hq

A(g; R)
, если Z ≥ 0, (2.37)

Φ(g; R) = −π

2
− arctg

hq

A(g; R)
, если Z ≤ 0, (2.38)

где
A(g; R) = Z +

1

2
gq. (2.39)

Эта ФМФ нормирована так, что

−π

2
≤ Φ ≤ π

2
, (2.40)

Φ =
π

2
, если q = 0 и Z > 0; Φ = −π

2
, если q = 0 и Z < 0. (2.41)

Мы также имеем

ctg Φ =
hq

A
, Φ|

Z=0
= arctg

G

2
. (2.42)

Часто удобно использовать индикатор знака εZ для аргумента Z:

εZ = 1, если Z > 0; εZ = −1, если Z < 0; (2.43)

При этих условиях мы вводим EPD
g -пространство:

EPD
g = {VN = VN−1 × eN ; R ∈ VN ; K(g; R); g}. (2.44)

Правая часть определения (2.30) может рассматриваться как функция K̆ от
аргументов {g; q, Z}, так что

K̆(g; q, Z) = K(g; R). (2.45)

Мы видим, что
K̆(g; q,−Z) 6= K̆(g; q, Z), (2.46)

если только значение параметра не равно тривиальному g = 0. Вместо этого, функ-
ция K̆ показывает свойство gZ-четности

K̆(−g; q,−Z) = K̆(g; q, Z). (2.47)

Справедлива инвариантность относительно отражения (N − 1)-пространства

K(g; R)
Ra↔−Ra⇔ K(g; R). (2.48)
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Часто бывает удобно переписать представление (2.30) в виде

K(g; R) = |Z|V (g; w) (2.49)

(при Z 6= 0) с генерирующей метрической функцией

V (g; w) =
√

Q(g; w) j(g; w). (2.50)

Мы имеем
j(g; w) = J(g; 1, w).

Используя (2.25) и (2.31) – (2.35), получим

V ′ = wV/Q, V ′′ = V/Q2, (2.51)

(V 2/Q)′ = −gV 2/Q2, (V 2/Q2)′ = −2(g + w)V 2/Q3, (2.52)

j′ = −1

2
gj/Q, (2.53)

а также
1

2
(V 2)′ = wV 2/Q,

1

2
(V 2)′′ = (Q− gw)V 2/Q2, (2.54)

1

4
(V 2)′′′ = −gV 2/Q3 (2.55)

вместе с равенствами
Φ′ = −h/Q, (2.56)

где штрих (′) означает дифференцирование по w.
Укажем дополнительно два полезных тождества

(A(g; R))2 + h2q2 = B(g; R) (2.57a)

и
(L(g; R))2 + h2Z2 = B(g; R). (2.57b)

Простые результаты для производных сводят задачу вычисления компонент ас-
социируемого ФМТ к легкому упражнению, действительно:

Rp :=
1

2

∂K2(g; R)

∂Rp
: (2.58)

Ra = rabR
b K

2

B
, RN = (Z + gq)

K2

B
; (2.59)

gpq(g; R) :=
1

2

∂2K2(g; R)

∂Rp∂Rq
=

∂Rp(g; R)

∂Rq
:

gNN(g; R) = [(Z + gq)2 + q2]
K2

B2
, gNa(g; R) = gqrabR

b K
2

B2
, (2.60)

gab(g; R) =
K2

B
rab − g

radR
drbeR

eZ

q

K2

B2
. (2.61)

Компоненты обратного тензора равны

gNN(g; R) = (Z2 + q2)
1

K2
, gNa(g; R) = −gqRa 1

K2
, (2.62)
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gab(g; R) =
B

K2
rab + g(Z + gq)

RaRb

q

1

K2
. (2.63)

Детерминант ФМТ, задаваемого формулами (2.59) – (2.60), легко находится в
виде

det(gpq(g; R)) = [J(g; R)]2N det(rab), (2.64)

что показывает, если учесть (2.31) – (2.33), что

det(gpq) > 0 на всей области определения. (2.65)

Ассоциируемый угловой метрический тензор

hpq := gpq −RpRq
1

K2

может быть задан компонентами

hNN(g; R) = q2K2

B2
, hNa(g; R) = −ZrabR

b K
2

B2
,

hab(g; R) =
K2

B
rab − (gZ + q)

radR
drbeR

e

q

K2

B2
,

откуда следует

det(hab) = det(gpq)
1

V 2
.

Использование компонент картановского тензора (которые приведены в явном
виде в конце настоящего раздела) ведет после довольно трудоемких вычислений к
простому и замечательному результату:

Теорема 1. Картановский тензор, ассоциируемый с ФМФ (2.30), имеет сле-
дующий специальный алгебраический вид

Cpqr =
1

N

(
hpqCr + hprCq + hqrCp − 1

CsCs
CpCqCr

)
(2.66)

со сверткой

CtC
t =

N2

4K2
g2. (2.67)

С помощью (2.65) выяснение структуры тензора кривизны

Spqrs := (CtqrCp
t
s − CtqsCp

t
r) (2.68)

приводит к простому представлению

Spqrs = −CtC
t

N2
(hprhqs − hpshqr). (2.69)

Вставляя сюда (2.66), мы приходим к выводу, что справедлива

Теорема 2. Тензор кривизны пространства EPD
g имеет специальный вид

Spqrs = S∗(hprhqs − hpshqr)/K
2 (2.70)

со значением
S∗ = −1

4
g2. (2.71)
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Определение. ФМФ (2.30) вводит (N − 1)-мерную гиперповерхность индика-
трисы согласно уравнению

K(g; R) = 1. (2.72)

Мы назовем эту гиперповерхность Финслероидом {Finsleroid по-английски}, ис-
пользуя для него обозначение FPD

g .

Вспоминая известную формулу R = 1+S∗ для кривизны индикатрисы (см. [4]),
из (2.70) – (2.71) мы делаем вывод, что

RFinsleroid = h2 = 1− 1

4
g2, 0 < RFinsleroid ≤ 1. (2.73)

Геометрически тот факт, что величина (2.71) не зависит от векторов R означает, что
кривизна индикатрисы является константой. Следовательно верна

Теорема 3. Финслероид FPD
g является пространством постоянной кривизны

с положительным значением (2.73) для кривизны.

Кроме того, сравнивая результат (2.73) и формулы (2.22) – (2.23), мы можем
утверждать, что справедлива

Теорема 4. Кривизна финслероида соответствует дискриминанту исходной
характеристической квадратичной формы (2.22) просто согласно равенству

RFinsleroid = −1

4
D{B}. (2.74)

Полезно заметить, что

RFinsleroid
g→0
=⇒ REuclidean Sphere = 1,

где мы использовали (2.73) и (2.23).
В заключение раздела мы выпишем явно компоненты соответствующего карта-

новского тензора

Cpqr :=
1

2

∂gpq

∂Rr
:

RNCNNN = gw3V 2Q−3, RNCaNN = −gwwaV
2Q−3,

RNCabN =
1

2
gwV 2Q−2rab +

1

2
g(1− gw − w2)wawbw

−1V 2Q−3,

RNCabc = −1

2
gV 2Q−2w−1(rabwc +racwb +rbcwa)+gwawbwcw

−3

(
1

2
Q + gw + w2

)
V 2Q−3;

и
RNCN

N
N = gw3/Q2, RNCa

N
N = −gwwa/Q

2,

RNCN
a
N = −gw(1 + gw)wa/Q2,

RNCa
N

b =
1

2
gwrab/Q +

1

2
g(1− gw − w2)wawb/wQ2,

RNCN
a
b =

1

2
gwδa

b /Q +
1

2
g(1 + gw − w2)wawb/wQ2,

RNCa
b
c = −1

2
g

(
δb
awc + δb

cwa + (1 + gw)racw
b
)
/wQ +

1

2
g(gwQ + Q + 2w2)waw

bwc/w
3Q2.
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Компоненты вычислялись с помощью формул (2.50) – (2.53).
Использование сверток

RNCa
b
cr

ac = −g
wb

w

1 + gw

Q

(
N − 2

2
+

1

Q

)

и
RNCa

b
cw

awc = −g
w

Q2
(1 + gw)wb

удобно во многих вычислениях. Справедливо также

RNCN =
N

2
gwQ−1, RNCa = −N

2
g(wa/w)Q−1,

RNCN =
N

2
gw/V 2, RNCa = −N

2
gwa(1 + gw)/wV 2,

CN =
N

2
gwRNK−2, Ca = −N

2
gwa(1 + gw)w−1RNK−2,

CpC
p =

N2

4K2
g2.

3. Квазиевклидово отображение Финслероида

Теорема 8 может быть продолжена дальше путем указания диффеоморфизма

FPD
g

ig
=⇒ SPD (3.1)

Финслероида FPD
g ⊂ VN единичной сфере SPD ⊂ VN :

SPD = {R ∈ SPD : S(R) = 1}, (3.2)

где
S(R) =

√
rpqRpRq ≡

√
(RN)2 + rabRaRb (3.3)

является начальной евклидовой метрической функцией (см. (2.11)).
Диффеоморфизм (3.1) всегда может быть расширен, чтобы получить диффео-

морфное отображение
VN

σg
=⇒ VN (3.4)

всего векторного пространства VN с помощью однородности:

σg · (bR) = bσg ·R, b > 0. (3.5)

С этой целью достаточно взять просто

σg ·R = ||R||ig ·
( R

||R||
)
, (3.6)

где
||R|| = K(g; R). (3.7)

Из (3.1) – (3.7) вытекает
K(g; R) = S(σg ·R). (3.8)
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Тождество (2.57) подсказывает взять отображение

R̄ = σg ·R (3.9)

с помощью компонент
R̄p = σp(g; R) (3.10)

с функциями

σa = RahJ(g; R), σN = A(g; R)J(g; R), (3.11)

где J(g; R) и A(g; R) – функции (2.31) и (2.39). Действительно, вставляя (3.11) в (3.3)
и принимая во внимание (2.30) и (2.57), мы получаем тождество

S(R̄) = K(g; R), (3.12)

которое эквивалентно предположенному соотношению (3.8).
Итак, мы приходим к выводу, что справедлива

Теорема 5. Отображение, заданное явно формулами (3.9) – (3.11), устанавли-
вает диффеоморфизм между Финслероидом и единичной сферой согласно формулам
(3.1) – (3.8).

Соответственно мы введем

Определение. При этих условиях отображение (3.1) называется квазиевкли-
довым отображением Финслероида.

Обращение
R = µg · R̄, µg = (σg)

−1, (3.13)

преобразования (3.9) – (3.11) может быть представлено компонентами

Rp = µp(g; R̄) (3.14)

с функцией
µa = R̄a/hk(g; R̄), µN = I(g; R̄)/k(g; R̄), (3.15)

где
k(g; R̄) := J(g; µ(g; R̄)) (3.16)

и
I(g; R̄) = R̄N − 1

2
G

√
rabR̄aR̄b. (3.17)

Тождество
µp(g; σ(g; R)) ≡ Rp (3.18)

легко проверяется. Заметим, что
√

rabR̄aR̄b

R̄N
=

hq

A(g; R)
, wa =

Ra

RN
=

R̄a

hI(g; R̄)
, (3.19)

и √
B/Z = S/I,

√
Q = S/I. (3.20)

σg-образ
φ(g; R̄) := Φ(g; R)|

R=µ(g;R̄)
(3.21)
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функции Φ, описываемой формулами (2.31) – (2.42), имеет ясный смысл угла:

φ(g; R̄) = arcctg
R̄N

√
rabR̄aR̄b

=





π

2
− arctg

√
rabR̄aR̄b

R̄N
, если R̄N ≥ 0;

−π

2
− arctg

√
rabR̄aR̄b

R̄N
, если R̄N ≤ 0;

(3.22)

он лежит в пределах
−π

2
≤ φ ≤ π

2
. (3.23)

Мы имеем

φ =
π

2
, если R̄a = 0 и R̄N > 0; φ = −π

2
, если R̄a = 0 и R̄N < 0,

(3.24)
а также

φ|
R̄N =0

= 0. (3.25)

Сравнение формул (3.16) и (2.31) показывает, что

k = e
1
2
Gφ . (3.26)

Правые части в (3.11) – однородные функции степени 1:

σp(g; bR) = bσp(g; R), b > 0. (3.27)

Следовательно тождество
σp

s(g; R)Rs = R̄p (3.28)

должно быть верным для производных

σq
p(g; R) :=

∂σq(g; R)

∂Rp
. (3.29)

На таком пути получаются простые представления

σN
N (g; R) =

(
B +

1

2
gqA

)
J

B
, (3.30)

σN
a (g; R) = −g(ZA−B)

2q

JrabR
b

B
, (3.31)

σa
N(g; R) =

1

2
gq

JRah

B
, (3.32)

σa
b (g; R) =

(
Bδa

b −
grbcR

cRaZ

2q

)
Jh

B
, (3.33)

а также детерминант
det(σq

p) = hN−1JN . (3.34)

Соотношения

σa
b R

b = JhRa(AZ+q2)/B, rcdσa
c σ

b
d = J2h2

[
rab − g(RaRbZ/qB) +

1

4
g2(RaRbZ2/B2)

]

полезны во многих вычислениях, включающих коэффициенты {σq
p}.
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В дальнейшем, для упрощения обозначений, мы будем использовать подстанов-
ку

tp = R̄p. (3.35)

Снова мы учитываем однородность

µp(g; bt) = bµp(g; t), b > 0, (3.36)

для функций (3.15), откуда вытекает тождество

µp
s(g; t)ts = Rp (3.37)

для производных

µp
q(g; t) :=

∂µp(g; t)

∂tq
. (3.38)

Мы находим

µN
N = 1/k(g; t)− 1

2
g

m(t)I(g; t)

k(g; t)(S(t))2
, µN

a =
1

2
g

ract
cI∗(g; t)

k(g; t)(S(t))2
, (3.39)

µa
N = −1

2
g

m(t) ta

hk(g; t)(S(t))2
, µa

b =
1

hk(g; t)
δa
b +

1

2
g

tN tarbct
c

m(t) hk(g; t)(S(t))2
, (3.40)

где
m(t) =

√
rabtatb, (3.41)

I∗(g; t) = hm(t)− 1

2
gtN (3.42)

и

S(t) =
√

rrstrts ≡
√

(tN)2 + rabtatb. (3.43)

В частности, из вышеприведенных формул получаются соотношения

∂(1/k(g; t))

∂tN
= −1

2
g

m(t)

hk(g; t)(S(t))2
,

∂(1/k(g; t))

∂ta
=

1

2
g

tNrabt
b

m(t)hk(g; t)(S(t))2

.
Следует отметить также, что

Rpµ
p
q = tq, tpσ

p
q = Rq. (3.44)

Единичные векторы

Lp :=
tp

S(t)
, Lp := rpqL

q (3.45)

удовлетворяют соотношениям

Lq = lpσq
p, lp = µp

qL
q, lp = σq

pLq, Lp = µq
plq, (3.46)

где lp = Rp/K(g; R) и lp = Rp/H(g; R) – начальные финслеровы единичные векторы.
Теперь мы используем явные формулы (2.61) – (2.62) и (3.29) – (3.32) для на-

хождения преобразования
nrs(g; t) := σr

pσ
s
qg

pq (3.47)
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для ФМТ gpq при FPD
g -индуцированном отображении (3.9) – (3.11), так что справед-

лива

Теорема 6. Получается простое представление

nrs = h2rrs +
1

4
g2LrLs. (3.48)

Ковариантная версия имеет вид

nrs =
1

h2
rrs − 1

4
G2LrLs. (3.49)

Детерминант этого тензора является константой:

det(nrs) = h2(1−N) det(rab). (3.50)

Заметим, что

LpLp = 1, npqL
q = Lp, npqLq = Lp, npqL

pLq = 1, npqt
ptq = (S(t))2.

Из (3.47) очевидно следует
gpq = nrs(g; t)σr

pσ
s
q . (3.51)

4. Квазиевклидов метрический тензор

Введем

Определение. Метрический тензор, задаваемый компонентами (3.48) – (3.49),
называется квазиевклидовым.

Определение. Квазиевклидово пространство

QN = {VN ; npq(g; t); g} (4.1)

является обобщением евклидова пространства {VN ; rpq} на случай g 6= 0.

Преобразование (3.47) может быть обращено, что дает представление

gpq = σr
pσ

s
qnrs. (4.2)

Для углового метрического тензора (см. формулу, идущую ниже (2.65)), из (3.46) и
(4.2) мы выводим

hpq = σr
pσ

s
qHrs

1

h2
, (4.3)

где
Hrs := rrs − LrLs (4.4)

– тензор, показывающий свойство ортогональности

LrHrs = 0. (4.5)

Легко найти, что
Hrs = h2(nrs − LrLs).

Теорема 7. Квазиевклидов метрический тензор (3.48) – (3.49) является кон-
формным евклидову метрическому тензору.
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Действительно, если мы рассмотрим отображение

R̄p → R̃ : R̃p = f(g; R̄)R̄p/h (4.6)

с функцией

f(g; R̄) = a

(
g;

1

2
S2(R̄)

)
(4.7)

и используем коэффициенты

kp
q :=

∂R̃p

∂R̄q
= (fδp

q + a′R̄pR̄q)/h (4.8)

для определения тензора

cpq(g; R̃) := kp
rk

q
sn

rs(g; R̄), (4.9)

то мы найдем, что
cpq = f 2rpq (4.10)

при

f =

[
1

2
S2(R̄)

]γ/2

, (4.11)

где

γ = h− 1 ≡
√

1− g2

4
− 1 (4.12)

– параметр. Доказательство Теоремы 7 завершено.

Используем теперь полученный квазиевклидов метрический тензор npq(g; t) для
построения ассоциируемых квазиевклидовых символов Кристоффеля Np

r
q(g; t). Мы

последовательно находим:

npq,r :=
∂npq

∂tr
= −1

4
G2(HprLq + HqrLp)/S, (4.13)

и
Np

r
q = nrsNpsq, Nprq =

1

2
(npr,q + nqr,p − npq,r), (4.14)

вместе с
Nprq(g; t) = −1

4
G2HpqLr/S, (4.15)

что окончательно дает
Np

r
q(g; t) = −1

4
G2LrHpq/S. (4.16)

Сравнение представления (4.16) с тождеством (4.5) показывает, что

tpNp
r
q = 0, Np

s
s = 0, Nt

s
rNp

t
q = 0. (4.17)

Кроме того,

∂Np
r
q

∂ts
− ∂Np

r
s

∂tq
= −1

4
G2(HpqHs

r −HpsHq
r)/S2. (4.18)

Используя тождества (4.17)-(4.18) в квазиевклидовом тензоре кривизны:

Rp
r
qs(g; t) :=

∂Np
r
q

∂ts
− ∂Np

r
s

∂tq
+ Np

w
qNw

r
s −Np

w
sNw

r
q, (4.19)
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мы приходим к простому результату:

Rprqs(g; t) = −1

4
G2(HpqHrs −HpsHqr)/S

2. (4.20)

Отсюда вытекают тождества

LpRpqrs = LqRpqrs = LrRpqrs = LsRpqrs = 0. (4.21)

Замечание. Вследствие законов преобразования (3.12) и (3.47) представление
(4.20) равнозначно формулам (2.69) – (2.70). Следовательно мы получили другое
строгое доказательство Теоремы 3, а также формулы (2.73), показывающей кри-
визну Финслероида.
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Рис. 3: g = 0.2 и g = −0.2
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Рис. 4: g = 0.6 и g = −0.6

Рис. 5: g = 1.96 и g = −1.96
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Рис. 6: 3D-образы Финслероида; g = 0.6
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СВОЙСТВА ПРОСТРАНСТВ, СВЯЗАННЫХ

С КОММУТАТИВНО-АССОЦИАТИВНЫМИ
АЛГЕБРАМИ H3 И H4

С. В. Лебедев

НИИ прикладной математики и механики МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва
leb@edu.bmstu.ru

В первой части работы действительная ось пространства, ассоциированного с алгеброй
H3, и параллельные этой оси прямые интерпретируются как мировые линии покоящихся
частиц; для введения расстояния между действительной осью и параллельной ей прямой ис-
пользуется поверхность одновременности. Задание на этой поверхности системы координат,
аналогичной полярной, позволяет указать ее простейшие инвариантные преобразования. Во
второй части преобразования Лоренца представлены в виде поворотов специального вида
в пространстве, ассоциированном с алгеброй H4.

Введение

Алгебры H3 и H4 принадлежат к коммутативно-ассоциативным алгебрам типа
Hn, которые наиболее просты по своей структуре. Алгебры такого вида характеризу-
ются тем, что в них существует выделенный базис, в котором операция умножения
чисел осуществляется покомпонентно – так же, как и операция сложения в про-
извольных алгебрах. С другой стороны, в алгебрах вида Hn, которые могут быть
названы гиперболическими, алгебры H3 и H4 следуют непосредственно за алгебра-
ми действительных (H1) и двойных (H2) чисел, которые обладают важными для их
физического применения свойствами [6, 11]. Выскажем предположение о "наследова-
нии" этих свойств рассматриваемыми алгебрами третьей и четвертой размерности.
В качестве обоснования этого предположения напомним о связи рассматриваемой
в финслеровом обобщении теории относительности метрики Бервальда-Моора с ал-
геброй H4 [1]. С точки зрения возможных приложений гиперболическая алгебра H4

наиболее перспективна в силу топологической выделенности пространств размерно-
сти n = 4 [7]. Однако алгебра H3 обладает одним несомненным преимуществом. В
трехмерном метрическом пространстве, ассоциированном с этой алгеброй, в полной
мере возможно применение компьютерной визуализации и анимации фигур, поверх-
ностей и линий. Хотя аналитические возможности такого применения не стоит пе-
реоценивать, оно придает особую наглядность геометрическим свойствам этого про-
странства. Поэтому предлагаемый в первой части работы достаточно общий подход к
физической трактовке свойств гиперболических пространств излагается на примере
пространства, ассоциированного с алгеброй H3. Ее свойства задают в ассоциирован-
ном пространстве куб нормы вида

|A|3 = |a1a2a3|,
где ai – компоненты вектора в выделенном базисе, составленном из трех чисел ei, где
i = 1, 2, 3, со свойствами (ei)

2 = ei, ei ·ej = 0 при i 6= j. Действительные числа на пря-
мой можно разделить на два разряда: расположенные справа от нуля положительные
числа и расположенные слева от нуля отрицательные. В алгебре двойных чисел две
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изотропные прямые делят псевдоевклидову плоскость на 22 квадрантов. Аналогично
этому рассматриваемое ассоциированное пространство разделяется на 23 октантов,
и для всех чисел, соответствующих точкам одного октанта, характерно одно и то
же сочетание знаков компонент в выделенном базисе. Границами октантов являются
три изотропных плоскости с уравнениями ai = 0, где i = 1, 2, 3. Отметим также, что
поскольку гиперболические алгебры являются алгебрами с единицей, определяемой
выражением

1 = e1 + e2 + · · ·+ en,

то два октанта рассматриваемого пространства являются выделенными. Это – ок-
танты, содержащие 1 и −1; они характеризуются числами со всеми положительными
или отрицательными компонентами соответственно.

Использование рассматриваемых алгебр требует наличия евклидовых или псев-
доевклидовых свойств. В ряду алгебр: алгебра Дирака [2], кватернионов [3], биква-
тернионов [5] – существование таких свойств обеспечивает классический вид нор-
мы числа. Однако количество таких алгебр незначительно, а среди коммутативно-
ассоциативных алгебр к таковым относится (кроме комплексных чисел) только ал-
гебра двойных чисел, в которой квадрат нормы числа имеет следующий вид [4]:

|A|2 = |(a1)2 − (a2)2|.

Другую возможность для обнаружения в пространствах, ассоциированных с рас-
сматриваемыми алгебрами, свойств, которые сходны со свойствами евклидовых или
псевдоевклидовых пространств, дает метод хроногеометрии [8], [12]; использование
этого метода применительно к H3 рассматривается в первой части работы. Еще одна
возможность для обнаружения искомых свойств дает применение ассоциированной с
алгеброй симметричной полилинейной формы [9], имеющей, например, для алгебры
H3 следующий вид:

(A,B,C) =
1

3!
(a1b2c3 + · · ·+ a3b2c1).

С такой возможностью применительно к алгебре H4 связана вторая часть настоя-
щей работы, где форма, имеющая вид псевдоевклидовой метрики, определяется при
помощи полилинейной формы от четырех векторов.

1. Поверхность одновременности в коммутативно-ассоциативных алгебрах
(на примере H3)

1.1. Аксиоматика

В основу физической интерпретации свойств рассматриваемого класса алгебр
положим следующие положения, играющие роль аксиом:

1. Число алгебры можно связать с некоторым пространственно-временным со-
бытием.

2. Действительная ось пространства, направление которой задается единицей
алгебры, трактуется как ось времени, а норма числа интерпретируется как интервал
собственного времени наблюдателя, мировая линия которого совпадает с вектором,
соответствующим данному числу.

3. Увеличение относительной скорости частицы или сигнала выражается в уве-
личении наклона касательной к мировой линии частицы в данной точке к мировой
линии наблюдателя, а покоящиеся материальные точки имеют в качестве мировых
линий прямые, параллельные линии наблюдателя.
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4. Световые сигналы, обладающие максимальной скоростью, связываются с изо-
тропными гиперповерхностями алгебры; скорость световых сигналов полагается не
зависящей от направления их распространения. В соответствии с этими положениями
аналогами конусов будущего и прошлого пространства Минковского в пространстве,
ассоциированном с алгеброй H3, являются два упомянутых выше выделенных октан-
та с 1 и −1 соответственно. В отличие от пространства Минковского, в рассматрива-
емом пространстве область за пределами этих конусов также обладает изотропными
направлениями, поскольку состоит из шести боковых конусов. В этой работе огра-
ничимся наиболее простым частным случаем, когда мировая линия наблюдателя
совпадает с действительной осью.

1.2. Экспоненциальная форма представления числа алгебры H3 в базисе (1, j, k)

В выделенном базисе любое число представляется в виде:

A = a1 · e1 + a2 · e2 + a3 · e3.

Для экспоненциальной функции в этом базисе имеет место формула:

exp(a1 · e1 + a2 · e2 + a3 · e3) = exp(a1) · e1 + exp(a2) · e2 + exp(a3) · e3. (1)

Поскольку в рассматриваемой алгебре справедливо |A|3 = |a1a2a3| , то число с
ai > 0 представимо в виде

A = |A| · exp(b1e1 + b2e2 + b3e3)

с условием
b1 + b2 + b3 = 0, (2)

из которого вытекает тождество:

| exp(b1e1 + b2e2 + b3e3)| = 1.

Перейдем в другой базис алгебры, составленный из векторов:




1 = e1 + e2 + e3

j = sin ϕ0 · e1 + sin(ϕ0 + 2π/3) · e2 + sin(ϕ0 + 4π/3) · e3

k = cos ϕ0 · e1 + cos(ϕ0 + 2π/3) · e2 + cos(ϕ0 + 4π/3) · e3

(3)

Этот базис составляют взаимно ортогональные (в привычном евклидовом смыс-
ле) векторы, а произвольный параметр ϕ0 можно в определенном смысле трактовать
как угол совместного поворота пары векторов j, k вокруг действительной оси. Если
t, x, y – координаты числа в новом базисе, то в соответствии с правилами преобразо-
вания компонент числа при переходе к другому базису имеем систему:





a1 = t + sin ϕ0 · x + cos ϕ0 · y
a2 = t + sin(ϕ0 + 2π/3) · x + cos(ϕ0 + 2π/3) · y
a3 = t + sin(ϕ0 + 4π/3) · x + cos(ϕ0 + 4π/3) · y

(4)

откуда следует, что t = (a1 + a2 + a3)/3. Поэтому в силу (2) число, представимое в
экспоненциальной форме, в базисе (1,j,k) имеет вид:

A = |A| · eα·j+β·k.
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Если модифицировать это экспоненциальное представление, введя обозначение
ρ =

√
α2 + β2, то получим

A = |A| · eρ(cos ϕ·j+sin ϕ·k). (5)

Таким образом, согласно (5), число при таком представлении задается тремя пара-
метрами: нормой числа |A|, "радиальной координатой" ρ и "угловой координатой"
ϕ. Покомпонентная запись для (5) с учетом (1) и (3) имеет простой и красивый вид:





a1 = |A| · exp(ρ sin[ϕ0 + ϕ])

a2 = |A| · exp(ρ sin[ϕ0 + 2π/3 + ϕ])

a3 = |A| · exp(ρ sin[ϕ0 + 4π/3 + ϕ])

1.3. Метод задания расстояния между действительной осью и параллельной
ей прямой

Для определения расстояния между мировыми линиями покоящихся частиц (од-
на из которых лежит на действительной оси) используем метод хроногеометрии. Рас-
смотрим обмен сигналами постоянной скорости ν ≤ c; для простоты точки-события
испускания сигнала и приема обратного сигнала расположим симметрично на дей-
ствительной оси относительно нулевого момента времени. Полагая в силу равенства
скорости прямого и обратного сигналов равенство длин |B−A1| = |A2−B|, получим:

(a1 + T )(a2 + T )(a3 + T ) = (T − a1)(T − a2)(T − a3),

где ai + T > 0, T − ai > 0, что после раскрытия скобок дает:

(a1 + a2 + a3) · T 2 + a1a2a3 = 0. (6)

1

2

O

t

A

A

B

Рис. 1: Измерение расстояния между мировыми линиями путем обмена досветовыми
сигналами.

Множество точек-событий, удовлетворяющих уравнению (6), образуют поверх-
ность одновременности: для наблюдателя на действительной оси, находящегося в
точке с координатой T , все эти события происходят в один и тот же нулевой момент
времени. Поверхности одновременности принадлежит точка A = (0, 0, 0), а плос-
кость, касательная к этой поверхности в начале координат, имеет уравнение:
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a1 + a2 + a3 = 0. (7)

Подстановка (4) в (6) позволяет получить уравнение поверхности одновременности в
форме зависимости времени прохождения сигнала (по часам неподвижного наблю-
дателя) T от введенных координат {t, x, y} точки поверхности одновременности:

T 2 =
1

12
(x2 + y2)− 1

3

{
t2 +

1

t

[
3

4
xy(y · sin 3ϕ0 − x · cos 3ϕ0)

+ x3 sin ϕ0 sin(ϕ0 + 2π/3) sin(ϕ0 + 4π/3) + y3 cos ϕ0 cos(ϕ0 + 2π/3) cos(ϕ0 + 4π/3)
]}

.

Согласно этому уравнению (и аналогичным уравнениям для других алгебр, в
частности, алгебры H4) первые слагаемые в правой части имеют евклидову форму, и
при их доминировании над оставшимися слагаемыми квадрат времени прохождения
сигнала линейно зависит от квадрата евклидова расстояния в пространстве мировых
линий, что может представлять ценность для дальнейших физических интерпрета-
ций.

1.4. Система криволинейных координат поверхности одновременности и
преобразования, переводящие ее саму в себя

Учитывая важность инвариантных преобразований в современной физике, кос-
немся кратко темы нахождения преобразований, переводящих поверхность одновре-
менности саму в себя. Введем на этой поверхности двухмерную систему координат
{ρ, ϕ}, в чем-то аналогичную полярной системе координат на двухмерной плоскости,
а именно: 




a1 = (T − ρ) · eR(ρ,ϕ) sin(ϕ0+ϕ) − T,

a2 = (T − ρ) · eR(ρ,ϕ) sin(ϕ0+2π/3+ϕ) − T,

a3 = (T − ρ) · eR(ρ,ϕ) sin(ϕ0+4π/3+ϕ) − T,

(8)

где зависимость R = R(ρ, ϕ) находится из трансцендентного уравнения, получаемого
подстановкой координат (8) в (6):

Z̄3 − Z̄2
[
e−R sin(ϕ0+ϕ) + e−R sin(ϕ0+2π/3+ϕ) + e−R sin(ϕ0+4π/3+ϕ)

]

+2Z̄
[
eR sin(ϕ0+ϕ) + eR sin(ϕ0+2π/3+ϕ) + eR sin(ϕ0+4π/3+ϕ)

]− 4 = 0,

где Z̄ = (T − ρ)/T .

В окрестности нуля при a1, a2, a3 ¿ 1, R ¿ 1, ρ ¿ 1 уравнения (8) упрощаются:




a1 ∼= R · T · sin(ϕ0 + ϕ),

a2 ∼= R · T · sin(ϕ0 + 2π/3 + ϕ),

a3 ∼= R · T · sin(ϕ0 + 4π/3 + ϕ),

так что
a1 + a2 + a3 ∼= 0 и (a1)2 + (a2)2 + (a3)2 ∼= (R · T )2. (9)

Таким образом, согласно (9), система координат (8) выделена: в окрестности
нуля параметр R пропорционален евклидовому расстоянию от точки, расположен-
ной на поверхности одновременности, до центра этой поверхности, в котором
R = 0.
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Рис. 2: Криволинейная система координат ρ, φ на поверхности одновременности.

Тогда искомые независимые преобразования поверхности одновременности есть
"повороты" на угол ∆ϕ(ϕ → ϕ+∆ϕ) и "преобразования подобия" с коэффициентом
K(ρ → K · ρ).

2. Представление преобразований Лоренца поворотами в пространстве,
ассоциированном с алгеброй H4

Поступая по аналогии с [10], определим скалярное произведение двух произволь-
ных (с положительными значениями компонент) векторов A и B рассматриваемого
пространства при помощи симметричной четырехформы пространства H4 следую-
щим образом:

(A,B) :=
(A, A,B,B)

|A| · |B| .

Скалярное произведение двух векторов удовлетворяет свойствам положительности,
однородности и нормированности:
1. (A,B) > 0;
2. (kA, B) = (A, kB) = k(A,B);
3. (A,A) = |A|2.

Скалярное произведение единичных векторов a = A/|A| и b = B/|B| может
рассматриваться как угловая характеристика, определяющая связь двух задаваемых
этими векторами направлений – оно выражается через компоненты частного этих
векторов (d = b/a):

(a, b) = (d1d2 + d1d3 + . . . d3d4)/6. (10)

Рассмотрим в пространстве, ассоциированном с алгеброй H4, базис, состоящий из
векторов:





1 = e1 + e2 + e3 + e4,

j′ = 3e1 − e2 − e3 − e4,

k′ =
√

2(2e2 − e3 − e4),

l′ =
√

6(e3 − e4).
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Обозначая координаты отношения двух рассматриваемых векторов в новом ба-
зисе через td, xd, yd, zd и выражая (10) через эти компоненты, получим:

(a, b) = t2d − x2
d − y2

d − z2
d.

Назовем поворотом вектора B вокруг вектора A нелинейное преобразование ассоци-
ируемого с алгеброй H4 четырехмерного пространства, оставляющее неподвижными
все векторы в направлении, задаваемом вектором A, и сохраняющее введенное ска-
лярное произведение. Таким образом, в дополнение к другим представлениям группы
Лоренца [13] может использоваться представление поворотами вокруг произвольной
времениподобной оси в пространстве, связанном с алгеброй H4.

Результаты и выводы

Метод определения расстояний между мировыми линиями, предложенный для
пространства, связанного с коммутативно-ассоциативной алгеброй H3 (или H4), поз-
воляет выделить "евклидову составляющую".

Получена новая геометрическая интерпретация преобразований Лоренца как
поворотов в пространстве, связанном с алгеброй H4. Возможно произвольное задание
оси поворота; сказанное позволяет надеяться на применение такой новой интерпре-
тации в релятивистской физике.
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ОБОБЩЕННО–АНАЛИТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

ПОЛИЧИСЛОВОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

Г. И. Гарасько

ГУП Всероссийский электротехнический институт,
gri9z@mail.ru

Вводится понятие обобщенно-аналитической функции поличисловой переменной, ко-
торое является нетривиальным обобщением понятия аналитической функции комплексной
переменной и поэтому может оказаться фундаментальным для теоретико-физических по-
строений. В качестве примера подробно рассматриваются ассоциативно-коммутативные ги-
перкомплексные числа H4 и интересный класс соответствующих обобщенно-аналитических
функций.

1. Введение

Пусть Mn – n-мерное элементарное многообразие, а Pn – система n-мерных
ассоциативно-коммутативных гиперкомплексных чисел (поличисел, n-чисел), и меж-
ду этими множествами установлено взаимно однозначное соответствие. Тем самым,
если в Pn выбран базис

e1, e2, ..., en; eiej = pk
ijek, (1)

X = x1 · e1 + x2 · e2 + · · ·+ xnen ∈ Pn (2)

(e1, e2, ..., en – символьные элементы, pk
ij – характеристические действительные чис-

ла, а x1, x2, ..., xn – действительные координаты в базисе (e1 ≡ 1, e2, . . . , en), то числа
x1, x2, ..., xn можно использовать не только как координаты в Pn, но и как коорди-
наты в многообразии Mn, так что (x1, x2, ..., xn) ∈ Mn. Хотя в Mn можно перехо-
дить к любой другой криволинейной системе координат, координатную систему xi,
построенную на основе поличисел и фиксированного взаимно однозначного соответ-
ствия Mn ↔ Pn, будем считать выделенной, как и любую другую систему коорди-
нат, связанную с этой невырожденным линейным преобразованием. Поличисловые
алгебраические операции индуцируют те же самые операции в элементарном много-
образии (формально) и касательном пространстве любой точки этого многообразия
(неформально). То есть будем считать, что касательные пространства элементарного
многообразия Mn изоморфны Pn. Функции F (X) от поличисловой переменной

F (X) := f 1(x1, · · · , xn)e1 + · · ·+ fn(x1, · · · , xn)en, (3)

где f i – достаточное число раз непрерывно дифференцируемые функции от n дей-
ствительных переменных, будем рассматривать как векторные (контравариантные)
поля в элементарном многообразии Mn. Тогда, кроме сложения и умножения на чис-
ло, для векторных полей в Mn определена также операция умножения векторных
полей

fk
(3) = f i

(1) · f j
(2) · pk

ij. (4)

Удобно, но необязательно, считать пространство Mn главным ("изучаемым"), а про-
странство Pn, в некотором смысле, "инструментом", с помощью которого "изучается"
пространство Mn. В общем случае параллельный перенос вектора в пространстве Pn
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не соответствует "параллельному переносу" того же вектора в пространстве Mn,
поэтому для определения абсолютного дифференциала (или ковариантной произ-
водной) понадобятся объекты связности или заменяющие их объекты. Если не вво-
дить пару {Mn, Pn}, а ограничиться только ассоциативно-коммутативными гипер-
комплексными числами, то естественно ввести определения

dX := dxi · ei (5)

и
dF (X) := F (X + dX)− F (X) =

∂f i

∂xk
· ei · dxk. (6)

Функцию F (X) поличисловой переменной X называют аналитической, если
существует такая функция F ′(X), что

dF (X) = F ′(X) · dX, (7)

где умножение в правой части является поличисловой операцией. Из (7) следует

∂f i

∂xk
= pi

kj · f ′j. (8)

Так как в базисе ei с компонентой e1 = 1 мы имеем

pi
1j = δi

j, (9)

то
f ′i =

∂f i

∂x1
. (10)

Подставляя (10) в (8), получим соотношения Коши-Римана

∂f i

∂x1
− pi

kj ·
∂f j

∂x1
= 0 (11)

для аналитических функций поличислового переменного. Число n(n − 1) этих со-
отношений растет быстрее, чем число n компонент аналитической функции. Это
приводит к "функциональной бедности" множества аналитических функций поли-
числовой переменной при n > 2. Настоящая работа как раз и посвящена попытке
нетривиального обобщения понятия аналитической функции поличисловой перемен-
ной, при котором число условий, аналогичных условиям Коши-Римана, не было бы
больше числа неизвестных функций-компонент. Первый шаг к такому обобщению мы
уже сделали выше, введя пару {Mn, Pn}. Тогда естественно заменить дифференциал
(6) абсолютным дифференциалом

DF (X) := 5kf
i · ei · dxk, (12)

где

5kf
i :=

∂f j

∂xk
+ Γi

kj · f j (13)

– ковариантная производная, а Γi
kj – "объекты связности". Вместо формул (8) и (10)

получим
5kf

i = pi
kj · f ′j (14)

и
f ′i = 51 · f i, (15)
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а соотношения Коши-Римана примут вид

5kf
i − pi

kj · 51f
j = 0. (16)

Совершенно необязательно, чтобы "объекты связности" Γi
kj в формуле (13) были

одинаковыми для всего множества функций, удовлетворяющих условиям (16).

2. Определение обобщенно-аналитической функции и ее основные
свойства

Назовем функцию F (X) от поличисловой переменной X обобщенно-аналити-
ческой, если существует такая функция F ′(X) – производная, что

D̃F (X) = F ′(X) · dX, (17)

где
D̃F (X) ≡ 5̃kf

i · ei · dxk (18)

и использовано определение

5̃kf
i :=

∂f i

∂xk
+ γi

k. (19)

Предполагается, что при переходе от одной (криволинейной) системы координат к
другой входящие объекты γi

k преобразуются согласно закону

γi′
k′ =

∂xk

∂xk′ ·
∂xi′

∂xi
· γi

k −
∂xk

∂xk′ ·
∂2xi′

∂xk∂xi
· f i. (20)

Заметим, что при таком определении 5̃kf
i является тензором. Величины γi

k будем
называть гамма-объектами. В общем случае мы не требуем выполнения соотноше-
ний

γi
k = Γi

kj · f j (21)

с одним и тем же "объектом связности" Γi
kj для всех обобщенно-аналитических

функций. Более правильно говорить о паре {f i, γi
k}, тогда аналитическая функция

поличисловой переменной – это пара {f i, 0}, но при переходе от специальной систе-
мы координат к другой криволинейной системе координат эта пара переходит в пару
{f i, γi′

k′ 6= 0}.
Из определения обобщенно-аналитической функции следует

5̃kf
i = pi

kj · f
′j (22)

и
f
′j = 5̃1f

i; (23)

а обобщенные соотношения Коши-Римана приобретают вид

5̃kf
j − pi

kj5̃1f
j = 0. (24)

Число неизвестных функций-компонент в паре {f i, γi
k} равно n + n2 = n(n + 1)

– больше, чем число n(n − 1) обобщенных соотношений Коши-Римана (24). Та-
ким образом, чтобы использовать понятие обобщенно-аналитической функции для
теоретико-физических построений, необходимо еще установить и сформулировать на-
бор (возможно, только одно) требований, которые бы вместе с понятием обобщенно-
аналитической функции однозначно приводили к уравнениям некоторого физически



78 Гарасько Г. И. Обобщенно-аналитические функции поличисловой переменной

интерпретируемого поля. Обычно это n дифференциальных уравнений в частных
производных второго порядка для n независимых функций-компонент поля.

Если {f i
(1), γ

i
(1)k} и {f i

(2), γ
i
(2)k} – две обобщенно-аналитические функции, то их

произвольная линейная комбинация с действительными коэффициентами α, β явля-
ется обобщенно-аналитической функцией. Это следует непосредственно из определе-
ния, или из формул (22)-(24) и (20). Таким образом,

α · {f i
(1), γ

i
(1)k}+ β · {f i

(2), γ
i
(2)k} = {α · f i

(1) + β · f i
(2), α · γi

(1)k + β · γi
(2)k}. (25)

Рассмотрим поличисловое произведение двух обобщенно-аналитических функ-
ций f i

(1) и f j
(2):

fk
(3) = f i

(1) · f j
(2) · pk

ij. (26)

Попытаемся найти такой объект γi
(3)k, чтобы пара {f i

(3), γ
i
(3)k} являлась обобщенно-

аналитической функцией. Для этого формально продифференцируем левую и пра-
вую части (26) по xk и воспользуемся формулой (22), тогда

∂f i
(3)

∂xk
+ γi

(3)k = pi1
kjp

i
i1i2

f ′j(1)f
′j2
(2) + pi2

kjp
i
i1i2

f i1
(1)f

′j
(2), (27)

или, если учесть формулу
pr

im · pm
kj = pr

km · pm
ij , (28)

которая следует из свойств ассоциативности и коммутативности поличисел,

∂f i
(3)

∂xk
+ γi

(3)k = pi
kjp

j
i1i2

(f ′i1(1)f
i2
(2) + f i1

(1)f
′i2
(2)), (29)

где
γi

(3)k = pi
i1i2

· (γi1
(1)kf

i2
(2) + f i1

(1)γ
i2
(2)k). (30)

Полученную формулу (29) можно записать, используя понятие абсолютного диффе-
ренциала, в виде

D[F(1)(X) · F(2)(X)] = [DF(1)(X)] · F(2)(X) + F(1)(X) · [DF(2)(X)] (31)

или
D[F(1)(X) · F(2)(X)] = [F ′

(1)(X) · F(2)(X) + F(1)(X) · F ′
(2)(X)] · dX. (32)

Из последней формулы следует соотношение

[F(1)(X) · F(2)(X)]′ = F ′
(1)(X) · F(2)(X) + F(1)(X) · F ′

(2)(X). (33)

Остается выяснить вопрос, правильно ли преобразуется объект γi
(3)k при пере-

ходе к произвольной системе координат. Для этого следует записать формулу (30)
несколько иначе:

γi
(3)k = pi

i1i2
· (γi1

(1)kf
i2
(2) + f i1

(1)γ
i2
(2)k) + (Γi

kmpm
i1i2

− Γm
ki1

pi
mi2

− Γm
ki2

pi
i1m) · f i1

(1)f
i2
(2), (34)

где Γj
im ≡ 0 в нашей специальной системе координат, но при переходе к произвольной

системе координат Γj
ik преобразуются как обычные объекты связности и в общем

случае Γj′
i′k′ 6= 0 . Условие Γj

ik ≡ 0 можно заменить более общим условием

Γi
kmpm

i1i2
− Γm

ki1
pi

mi2
− Γm

ki2
pi

i1m ≡ 0 (35)
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и даже считать три коэффициента Γ в формуле (35) разными. Можно ограничиться
только таким классом обобщенно-аналитических функций, для которых

((1)Γi
kmpm

i1i2
− (2)Γm

ki1
pi

mi2
− (3)Γm

ki2
pi

i1m) · f i1
(1)f

i2
(2) ≡ 0. (36)

Если в специальной системе координат Γi
jk ≡ (1)Γi

jk ≡ (2)Γi
jk ≡ (3)Γi

jk ≡ 0, то
тензор pk

ij в этой системе координат переносится "параллельно" без изменения ком-
понент.

Таким образом, поличисловое произведение двух обобщенно-аналитических
функций поличисловой переменной есть обобщенно-аналитическая функция, а для
производных имеет место формула (33), если считать, что тензор pk

ij в специ-
альной системе координат имеет "объекты связности" тождественно равные нулю
по всем трем индексам. В терминах пар {f i, γi

k} поличисловое произведение двух
обобщенно-аналитических функций запишется следующим образом:

{f i1
(1), γ

i1
(1)} · {f i2

(2), γ
i2
(2)} = {pi

i1i2
f i1

(1)f
i2
(2), p

i
i1i2

· (γi1
(1)kf

i2
(2) + f i1

(1))γ
i2
(2)k}. (37)

Итак, полином или сходящийся ряд с действительными или поличисловыми ко-
эффициентами от одной или нескольких обобщенно-аналитических функций есть
обобщенно-аналитическая функция, причем для производной, которую мы обозна-
чали штрихом, таких полиномов или таких рядов имеют место обычные правила
дифференцирования, если тензор pk

ij в специальной системе координат имеет "объ-
екты связности", тождественно равные нулю по всем трем индексам.

Понятие "параллельного переноса" в теории обобщенно-аналитических функ-
ций поличисловой переменной, где "объекты связности" или гамма-объекты для
каждого тензора и, вообще говоря, для каждого индекса разные, лишено той гео-
метрической простоты, которая имеет место для пространств аффинной связности
и, в частности, римановых и псевдоримановых пространств. Но понятие абсолютного
дифференциала и ковариантной производной легко обобщаются на основе инвари-
антности их записи в любой криволинейной системе координат. Ковариантная произ-
водная 5̃k для произвольного тензора определяется аналогично тому, как определя-
ется ковариантная производная 5k в пространствах аффинной связности, но теперь
для каждого тензора и, возможно, для каждого индекса имеется, вообще говоря, свой
"объект связности" или гамма-объект, а абсолютный дифференциал по определению

D̃ := dxk · 5̃k. (38)

При этом нельзя игнорировать свернутые индексы, если им соответствуют разные
"объекты связности".

Соотношения Коши-Римана (24) являются необходимыми и достаточными усло-
виями того, что f i является обобщенно-аналитической функцией. Покажем, что эти
соотношения можно записать в явно инвариантном виде, если матрица, составленная
из чисел

qij = pr
impm

rj, (39)

является невырожденной, то есть

q = det(qij) 6= 0. (40)

В этом случае матрица, обратная к матрице (qij), образует тензор (qij), обладающий
свойствами

qjkq
ki = qikqkj = δi

j. (41)
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Тогда из формулы (22) вместо формул (23) и (24) получим инвариантные выражения
для производной

f ′i = qispr
sm5̃r · fm (42)

и соотношений Коши-Римана

5̃kf
i − pi

kj · qjspr
sm5̃rf

m = 0. (43)

Рассмотрим две обобщенно-аналитические функции F(1)(X) и F(2)(X), которые
связаны соотношением

F(2)(X) = F (X) · F(1)(X), (44)

где F (X) – некоторая функция поличисловой переменной. Она является обобщенно-
аналитической в области, где функция F(1)(X) не является делителем нуля. В этом
случае

F (X) =
F(2)(X)

F(1)(X)
, (45)

D̃F (X) =
F(1)(X)D̃[F(2)(X)]− D̃[F(1)(X)]F(2)(X)

F 2
(1)(X)

(46)

или

F ′(X) =
F(1)(X)F ′

(2)(X)− F ′
(1)(X)F(2)(X)

F 2
(1)(X)

. (47)

Если
F (X) = F(2)[F(1)(X)], (48)

то функция F (X) является обобщенно-аналитической, причем

F ′(X) = F ′
(2)(F(1)) · F ′

(1)(X). (49)

3. Аналогичные геометрии и конформные преобразования

Нас интересует не просто пара {Mn, Pn} и обобщенно-аналитические функции
{f i, γi

k} , а (в конечном счете) приложение этих понятий к построению физических
моделей, решению физических задач. Два пространства, в которых конгруэнции экс-
тремалей (геодезических) совпадают, во многом схожи. Под экстремалями мы пони-
маем решения системы уравнений для определения кривых, на которых длина кри-
вой достигает экстремума, или кривые, которые в данной геометрии определяются
как геодезические, например, геодезические в геометриях аффинной связности. Для
ряда как физических, так и математических задач неважно, каков элемент длины в
изучаемом пространстве – используются лишь система уравнений для определения
экстремалей и сами экстремали. Будем говорить, что две n-мерные геометрии ана-
логичны, если существуют такие системы координат и параметры вдоль кривых, в
которых уравнения для экстремалей в этих пространствах одинаковы, а начальные
и/или граничные условия, определенные в одном пространстве, могут быть заданы
и в другом.

Все множество обобщенно-аналитических функций можно разбить на подмно-
жества {f i, Γk

ij}, в каждом из которых объект связности Γk
ij один и тот же, то есть для

всех обобщенно-аналитических функций из подмножества выполняется соотношение

Γi
kjf

j = γi
k, (50)
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причем (подчеркнем еще раз) коэффициенты Γk
ij не зависят от выбора функции из

подмножества {f i, Γk
ij}. Оно, вообще говоря, может состоять из одной обобщенно-

аналитической функции. Если f i и γi
k известны, то соотношения (50) можно рассмат-

ривать как систему уравнений для определения коэффициентов Γk
ij. После нахожде-

ния и фиксирования их как объектов связности для всех тензоров и всех индексов
мы получаем возможность работать с пространством аффинной связности Ln(Γk

ij), в
котором система уравнений для определения геодезических имеет вид

d2xi

dσ2
= −Γi

kj

dxk

dσ

dxj

dσ
. (51)

При этом мы, вообще говоря, теряем возможность использовать поличисловое произ-
ведение для построения новых обобщенно-аналитических функций или должны отка-
заться от простых правил дифференцирования (33). В последнем случае ковариант-
ная производная 5̃k и в специальной системе координат должна действовать на тен-
зор pi

kj. Чтобы на подмножестве {f i, Γk
ij} одновременно иметь поличисловое произ-

ведение обобщенно-аналитических функций и простые правила дифференцирования
(33), которые дают опять обобщенно-аналитическую функцию, необходимо ограни-
читься функциями, удовлетворяющими условию (36) с Γi

jk ≡ (1)Γi
jk ≡ (2)Γi

jk ≡ (3)Γi
jk.

Потребуем, чтобы пространство Ln(Γi
jk) было аналогично риманову или псев-

дориманову пространству Vn(gij), где gij – метрический (фундаментальный) тензор.
Тогда вместо (50) получим систему уравнений

[
1

2
gim

(
∂gkm

∂xj
+

∂gjm

∂xk
− ∂gkj

∂xm

)
+

1

2
(pkδ

i
j + pjδ

i
k) + Si

kj

]
· f j = γi

k, (52)

где Si
kj – некий произвольный тензор (тензор кручения), антисимметрический по

двум нижним индексам, pi – произвольный одноковариантный тензор [1]; которую
можно использовать для определения фундаментального тензора gij.

Существуют такие финслеровы пространства, которые не являются римановы-
ми или псевдоримановыми, но для которых система уравнений для определения гео-
дезических(экстремалей) может быть записана в виде

d2xi

dσ2
= −Γi

kj[L(dx; x)] · dxk

dσ

dxj

dσ
, (53)

где коэффициенты Γi
kj[L(dx; x)] определяются соответствующей метрической функ-

цией L(dx1, . . . , dxn; x1 . . . , xn) финслерова пространства. Такие финслеровы про-
странства аналогичны пространствам аффинной связности с объектами связности
Γi

kj отличающимися от коэффициентов Γi
kj[L(dx; x)] возможно на аддитивный тензор

кручения и/или аддитивный тензор 1
2
(pkδ

i
j + pjδ

i
k) [1].

Пусть обобщенно-аналитические функции определяют пространства аффинной
связности Ln((1)Γk

ij) и Ln((2)Γk
ij), аналогичные соответственно римановым или псев-

доримановым пространствам Vn(gij) и Vn(K2
V gij) и/или финслеровым пространствам

Fn[L(dx; x)] и Fn[KF L(dx, x)], где KV (x1, .., .xn) > 0, KF (x1, ..., xn) > 0 – скалярные
функции (инварианты). Тогда преобразование (координатное и/или в пространстве
обобщенно-аналитических функций), переводящее f i

(1) в f i
(2), можно назвать кон-

формным, так как при этом
gij(x) → K2

V (x) · gij (54)

и
(dx; x) → KF (x) · L(dx; x). (55)
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4. Возможные дополнительные требования

Из определения обобщенно-аналитической функции следует, что ее можно за-
дать выбором двух произвольных одноконтравариантных полей f i(x1, . . . , xn) и
f ′i(x1, . . . , xn). Тогда из формулы (23) следует выражение для гамма-объекта

γi
k = − ∂f i

∂xk
+ pi

kjf
′j (56)

Соотношения Коши-Римана при этом выполняются автоматически. Таким образом,
чтобы получить уравнения поля для неизвестных функций-компонент f i(x1, . . . , xn)
и f ′i(x1, . . . , xn), необходимо, по крайней мере, 2n дополнительных соотношений, на-
пример, дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка от-
носительно f i(x1, . . . , xn) и f ′i(x1, . . . , xn).

(1): Рассмотрим подмножество обобщенно-аналитических функций f i, для ко-
торых

D̃F (x) ≡ 0, ↔ ∇̃kf
i ≡ 0, ↔ f ′i ≡ 0 (57)

В этом случае условия Коши-Римана автоматически выполняются и произ-
вольная вектор-функция в паре с γi

k = − ∂f i

∂xk , то есть пара {f i,− ∂f i

∂xk }, явля-
ется обобщенно-аналитической. Важно отметить, что свойства поличисел никак
при этом не участвуют. Иначе говоря, это подмножество (на уровне соотношений
Коши-Римана) не зависит от выбора системы поличисел.

(2): Если потребовать выполнения вместо условий (57) соотношений

D̃F (X) = λ · F (X) · dX, ↔ ∇̃kf
i = λ · pi

kj · f j, ↔ f ′i = λ · f i, (58)

где λ – некоторое действительное число, то пары {f i,− ∂f i

∂xk +λpi
kjf

j} с произвольны-
ми вектор-функциями f i будут составлять подмножество обобщенно-аналитических
функций, некоторым образом учитывающих свойства поличисел.

(3): Дальнейшее обобщение требований (57), (58) можно сформулировать в виде

F ′(X) = Λ · F (X), (59)

где
Λ = λ1e1 + λ2e2 + ... + λnen (60)

– произвольное поличисло. В этом случае обобщенно-аналитической функцией будет
пара {

f i,− ∂f i

∂xk
+ pi

kjp
j
mrλ

mf j

}
(61)

(4): Используя формулы (23) и (24), можно доказать следующее утверждение.
Если выполняются соотношения:

1) Γi
kjf

j = γi
k, (62)

2) Γi
1jp

j
kr − pi

kjΓ
j
1r = 0, (63)

3)
∂Γi

1r

∂xk
− ∂Γi

kr

∂x1
+

[
(Γi

kj − pi
kmΓm

1j)Γ
j
1r − Γi

1j(Γ
j
kr − pj

kmΓm
1r)

]
= 0 (64)
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– то вместе с обобщенно-аналитической парой {f i, γi
k} пары

{f ′i, Γi
kjf

′j}, {f ′′i, Γi
kjf

′′j}, . . . , {f (m)i, Γi
kjf

(m)j}, . . . (65)

также будут обобщенно-аналитическими. В последней формуле использованы обо-
значения

f (m)i ≡ ∂f (m−1)j

∂x1
+ Γi

1jf
(m−1)j. (66)

(5): Одним из дополнительных требований может быть условие того, чтобы
для подмножества {f i, Γi

kj} обобщенно-аналитических функций нашлась риманова
или псевдориманова геометрия Vn(gij), аналогичная геометрии аффинной связности
Ln(Γi

jk).

(6): Если финслерово пространство Fn[L(dx; x)] аналогично некоторому про-
странству аффинной связности, то одним из возможных требований может быть
требование, чтобы подмножество {f i, Γi

jk} порождало геометрию аффинной связно-
сти аналогичную финслеровой геометрии Fn[L(dx; x)].

(7): Пусть

xi = xi(τ) (67)

– параметрическое задание некоторой кривой, соединяющей две точки xi
(0) =

xi(0), xi
(0) = xi(0), то есть параметр вдоль кривой изменяется в пределах τ ∈ [0; 1].

Рассмотрим функционал с интегрированием вдоль указанной кривой

I[xi(τ)] =

∫ 1

0

F (X) dX =

[∫ 1

0

pi
kjf

k(x1(τ), . . . , xn(τ))dxj

]
· ei (68)

=

[∫ 1

0

pi
kjf

k dxj

dτ

]
· ei,

где F (X) – некоторая обобщенно-аналитическая функция. Потребуем независимость
значения интеграла (68) от пути интегрирования, тогда вариация этого функцио-
нала при закрепленных концах кривых должна быть равна нулю, то есть должны
выполняться уравнения Эйлера

d

dτ

(
pi

kjf
j
)− pi

mj

∂f j

∂xk

dxm

dτ
= 0, (69)

или (
pi

kj

∂f j

∂xm
− pi

mj

∂f j

∂xk

)
· dxm

dτ
= 0. (70)

Считая, что xi(τ) – произвольные гладкие функции, из этих уравнений получим

pi
kj

∂f j

∂xm
− pi

mj

∂f j

∂xk
= 0, (71)

или, вспоминая, что {f i, γi
k} – обобщенно-аналитическая пара, получим

pi
kjγ

i
m − pi

mjγ
j
k = 0. (72)

Из этих соотношений следует, что для функции f i выполняются соотношения Коши-
Римана для аналитических функций (11). Таким образом, требование независимости
интеграла (68) от пути интегрирования приводит к тому, что функция F (X) является
аналитической, то есть такое требование является чрезмерным для нетривиального
обобщения понятия аналитичности.
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5. Случай H4

С ассоциативно-коммутативными гиперкомплексными числами H4 удобно рабо-
тать в ψ-базисе, который связан с базисом

e1 = 1, e2 = j, e3 = k, e4 = jk, j2 = k2 = (jk)2 = 1 (73)

линейной зависимостью
ei = sj

i · ψj, (74)

где

sj
i =




1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1




, sk
i · sj

k = 4 · δj
i . (75)

Для базисных элементов ψ1, ψ2, ψ3, ψ4 закон умножения

ψi · ψj = p
(ψ)k
ij · ψk (76)

содержит характеристические числа

p
(ψ)k
ij =

{
1, если i = j = k,

0, во всех остальных случаях.
(77)

Будем использовать следующие обозначения:

X = x1e1 + ... + x4e4 = ξ1ψ1 + ... + ξ4ψ4 (78)

и
F (X) = ϕ1(ξ1, ..., ξ4) · ψ1 + ϕ4(ξ1, ..., ξ4) · ψ4. (79)

Таким образом, если ϕi(ξ1, ..., ξ4) – обобщенно-аналитическая функция от ис-
пользуемой H4-переменной, то найдется такая вектор-функция ϕ′i(ξ1, ..., ξ4) , что

∂ϕi

∂ξk
+ γ

(ψ)i
k = p

(ψ)i
kj · ϕ′j. (80)

Учитывая (77), получим

∂ϕ1

∂ξ1 + γ
(ψ)1
1 = ϕ′1, ∂ϕ1

∂ξ2 + γ
(ψ)1
2 = 0,

∂ϕ1

∂ξ3 + γ
(ψ)1
3 = 0,

∂ϕ1

∂ξ4 + γ
(ψ)1
4 = 0,

∂ϕ2

∂ξ1 + γ
(ψ)2
1 = 0,

∂ϕ2

∂ξ2 + γ
(ψ)2
2 = ϕ′2, ∂ϕ2

∂ξ3 + γ
(ψ)2
3 = 0,

∂ϕ2

∂ξ4 + γ
(ψ)2
4 = 0,

∂ϕ3

∂ξ1 + γ
(ψ)3
1 = 0,

∂ϕ3

∂ξ2 + γ
(ψ)3
2 = 0,

∂ϕ3

∂ξ3 + γ
(ψ)3
3 = ϕ′3, ∂ϕ3

∂ξ4 + γ
(ψ)3
4 = 0,

∂ϕ4

∂ξ1 + γ
(ψ)4
1 = 0,

∂ϕ4

∂ξ2 + γ
(ψ)4
2 = 0,

∂ϕ4

∂ξ3 + γ
(ψ)4
3 = 0,

∂ϕ4

∂ξ4 + γ
(ψ)4
4 = ϕ′4.





(81)

Эти соотношения содержат выражение для производной

ϕ′i =
∂ϕi

∂ξi−
+ γ

(ψ)i
i− (82)
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(i = i−, но по ним нет суммирования), а также – соотношения Коши-Римана

∂ϕi

∂ξk
+ γ

(ψ)i
k = 0, i 6= k. (83)

Пространство H4 является метрическим (финслеровым) пространством, в кото-
ром элемент длины ds выражается через форму dξ1dξ2dξ3dξ4 (метрика Бервальда-
Моора, в более общем виде она рассматривалась в работах [3], [4]) в конической
области определения, которую (область) можно задать по-разному. Будем считать,
что

ds = 4
√

dξ1dξ2dξ3dξ4, (84)

причем коническая область определения задается неравенствами

dξ1 ≥ 0, dξ2 ≥ 0, dξ3 ≥ 0, dξ4 ≥ 0 . (85)

Рассмотрим четырехмерную финслерову геометрию с элементом длины вида

ds = 4
√

κ4 · dξ1dξ2dξ3dξ4, (86)

где κ ≡ κ(dξ1dξ2dξ3dξ4) > 0. Такая геометрия не является римановой или псевдо-
римановой. Покажем, что она аналогична (согласно введенной выше терминологии)
некоторой геометрии аффинной связности L4(Γ

i
kj). Запишем уравнения для экстре-

малей этого финслерова пространства, используя тангенциальное уравнение инди-
катрисы [2]:

Φ(p1, ..., p4; ξ
1, ..., ξ4) = 0 , (87)

где

Φ(p; ξ) = p1p2p3p4 −
(κ

4

)4

, (88)

и

pi =
∂(ds)

∂(dξi)
=

1

4
·

4
√

κ4 · dξ1dξ2dξ3dξ4

dξi
. (89)

Тогда система уравнений для определения экстремалей будет иметь вид

dξ1

∂Φ
∂p1

= ... =
dξ4

∂Φ
∂p4

=
dp1

− ∂Φ
∂ξ1

= ... =
dp4

− ∂Φ
∂ξ4

,

Φ(p, ξ) = 0;





(90)

или
dξi =

∂Φ

∂pi

· λ · dτ, dpi = −∂Φ

∂ξi
· λ · dτ, Φ(p; ξ) = 0, (91)

где τ – параметр вдоль экстремали, а λ ≡ λ(p; ξ) 6= 0 – некоторая функция. Для тан-
генциального уравнения индикатрисы (87), (88) система уравнений (91) принимает
вид

.

ξi=
p1p2p3p4

pi

· λ,
.

pi= (
1

4
)4∂k4

ξi
· λ, p1p2p3p4 =

(
k

4

)4

, (92)

где
.

ξi=
dξi

dτ
,

.
pi=

dpi

dτ
. (93)
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Будем считать, что λ = λ(ξ) > 0 – функция только координат. Тогда, исключая из
системы уравнений pi, получим систему уравнений для определения экстремалей в
финслеровом пространстве (86) в виде

..

ξi= −Γi
kj

.

ξk
.

ξj, (94)

где

Γi
kj = −





∂ln

(
λ

λ0

)

∂ξj , если i = j = k,

δi
k

∂ln

(
σ

σ0

)

∂ξj , во всех остальных случаях;

(95)

σ =
(κ

4

)4

· λ, (96)

λ0 и σ0 – постоянные соответствующих размерностей. Выпишем явно коэффициенты
Γi

kj:

(Γ1
kj) = −




∂ln

(
λ

λ0

)

∂ξ1

∂ln

(
σ

σ0

)

∂ξ2

∂ln

(
σ

σ0

)

∂ξ3

∂ln

(
σ

σ0

)

∂ξ4

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




, (97)

(Γ2
kj) =




0 0 0 0

∂ln

(
σ

σ0

)

∂ξ1

∂ln

(
λ

λ0

)

∂ξ2

∂ln

(
σ

σ0

)

∂ξ3

∂ln

(
σ

σ0

)

∂ξ4

0 0 0 0

0 0 0 0




, (98)

(Γ3
kj) = −




0 0 0 0

0 0 0 0

∂ln

(
σ

σ0

)

∂ξ1

∂ln

(
σ

σ0

)

∂ξ2

∂ln

(
λ

λ0

)

∂ξ3

∂ln

(
σ

σ0

)

∂ξ4

0 0 0 0




, (99)

(Γ4
kj) = −




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

∂ln

(
σ

σ0

)

∂ξ1

∂ln

(
σ

σ0

)

∂ξ2

∂ln

(
σ

σ0

)

∂ξ3

∂ln

(
λ

λ0

)

∂ξ4




. (100)
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Заметим, что вместо матриц (97) – (100) можно взять транспонированные им.
Итак, финслерова геометрия с элементом длины (86) аналогична геометрии аффин-
ной связности L4[Γ

i
kj+Si

kj+
1
2
(pkδ

i
j+pjδ

i
k)], где Si

kj – произвольный антисимметричный
по двум нижним индексам тензор, а pk – произвольный одноковариантный тензор.

Рассмотрим обобщенно-аналитические функции ϕi от H4-переменной, которые
удовлетворяют дополнительному условию 3), то есть рассмотрим пару

{
ϕi,−∂ϕi

∂ξk
+ p

(ψ)i
kj µjϕj

}
(101)

где
Λ = λi · ei = µj · ψj. (102)

Выделим из таких пар подмножество {ϕi, Γi
kj}, где Γi

kj определяются матрицами,
транспонированными к матрицам (97) – (100). Тем самым будет выполняться допол-
нительное требование 6). Тогда пара (101) должна удовлетворять 16-ти соотношени-
ям (50), из которых первые четыре есть:

∂ϕ1

∂ξ1
= µ1ϕ1 +

∂ ln

(
λ

λ0

)

∂ξ1
ϕ1,

∂ϕ1

∂ξ2
=

∂ ln

(
σ

σ0

)

∂ξ2
ϕ1, (103)

∂ϕ1

∂ξ3
=

∂ ln

(
σ

σ0

)

∂ξ3
ϕ1,

∂ϕ1

∂ξ4
=

∂ ln

(
σ

σ0

)

∂ξ4
ϕ1.

Для того, чтобы эта система была совместной, необходимо и достаточно равен-
ство смешанных производных, полученных с помощью формул (103). Часть этих
условий удовлетворяется автоматически, кроме трех. Если не ограничиваться пер-
выми четырьмя уравнениями, а рассмотреть все 16, то получим 12 условий:

∂2ln

(
κ

κ0

)4

∂ξiξj
= 0, i 6= j; (104)

откуда следует, что

ln

(
κ

κ0

)4

= a1(ξ
1) + a2(ξ

2) + a3(ξ
3) + a4(ξ

4) (105)

или
κ = κ0 · exp{[a1(ξ

1) + a2(ξ
2) + a3(ξ

3) + a4(ξ
4)]/4}, (106)

где ai – четыре произвольные функции одного действительного аргумента. Тогда из
уравнений (103) и соответствующих уравнений для других компонент обобщенно-
аналитической функции получим

ϕi = ϕi
(0)

(
κ

κ0

)4 (
λ

λ0

)
bi(ξ

i−) · exp(µi−ξi), (107)

где
ai(ξ

i−) = ln
∣∣bi(ξ

i−)
∣∣ . (108)

Таким образом, несмотря на два дополнительных требования, обобщенно-
аналитическая функция (107) в общем случае не сводится к аналитической функции
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H4-переменной, и, кроме того, мы получили выражение (106) для коэффициента
κ в метрической функции финслерова пространства с элементом длины (86). Если
λ
λ0

=
(

κ0

κ

)4, то ϕi – аналитическая функция.
Если

κ = κ0 · exp{[(ξ1)2 + (ξ2)2 + (ξ3)2 + (ξ4)2]/4}, (109)

то в координатах xi

κ = κ0 · exp{(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + (x4)2}. (110)

Заключение

Введенное в данной работе понятие обобщенно-аналитической функции поли-
числовой переменной является первым шагом в построении соответствующей тео-
рии, а затем применении ее для построения теоретико-физических моделей. Важной
составной частью таких исследований должен быть поиск дополнительных требова-
ний, которым должны удовлетворять обобщенно-аналитические функции, и тех след-
ствий, к которым эти требования приводят. Особо следует выделить те требования,
которые приводят к тривиальному результату – аналитическим функциям. Это поз-
волит сформулировать те свойства, которыми собственно обобщенно-аналитические
функции поличисловой переменной (в отличие от аналитических функций той же
переменной) не могут обладать. Как показано выше, к таким свойствам относит-
ся независимость интеграла обобщенно-аналитической функции от пути интегри-
рования. Конечно, необходимо провести подробный сравнительный анализ свойств
аналитических функций комплексной переменной и обобщенно-аналитических функ-
ций поличисловой переменной размерности больше, чем два. Проведенные в насто-
ящей работе построения и некоторые результаты позволяют надеяться, что понятие
обобщенно-аналитической функции поличисловой переменной, а также понятие ана-
логичных геометрий, могут быть востребованы в теоретической физике.
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В теориях поля с твисторной структурой частицы естественно интерпретировать как
(пространственно локализованные) каустики изотропных геодезических конгруэнций, опре-
деляемых твисторным полем. В качестве реализации рассмотрены уравнения “алгебродина-
мики”, возникающие в контексте некоммутативного анализа (над алгеброй бикватернионов)
и приводящие к полю комплексного эйконала и к набору калибровочных и твисторных по-
лей, ассоциируемых с его решениями. Обсуждаются связанные с этим концепции производя-
щей “Мировой функции” и многозначных физических полей. Возникающая картина Мира
содержит в качестве основных элементов лоренц-инвариантный световой эфир и порожда-
емую светом материю. Вводится также представление о потоке Времени, отождествляемом
с потоком первичного Света (“Предсвета”).

Введение: Алгебродинамическая единая теория поля

Теоретическая физика подошла к такому состоянию, когда невозможно продви-
гаться дальше, не пересмотрев полностью смысл и взаимосвязи трех основных ее
составляющих: полей, частиц и пространственно-временной геометрии. Теория (су-
пер)струн в принципе предоставляет возможность получения низкоэнергетической
феноменологии (Стандартной модели) из единой и простой физики, сформулирован-
ной для планковской шкалы. Однако этот подход по-прежнему далек от таких ос-
новополагающих вопросов, как происхождение физических законов, существование
первичного Кода Вселенной и т. п., являясь по существу лишь еще одной попыткой
описания Природы (по возможности наиболее простым и эффективным способом), а
отнюдь не ее понимания. Заметим, что до сих пор ни в рамках Стандартной модели,
ни в теории суперструн нет никакого объяснения размерности пространства-времени,
наблюдаемого спектра элементарных частиц и констант взаимодействия, в том числе
“больших чисел” и др.

Твисторная программа Р. Пенроуза [1, 2] может рассматриваться как альтерна-
тива струнной теории, претендующей на объяснение первичных физических струк-
тур. Для этого постулируется существование некого предпространства – простран-
ства твисторов CP 3, – первичного по отношению к физическому пространству-
времени и предопределяющего его геометрию как геометрию Минковского, и, в
какой-то степени, набор физических полей.

Тем не менее, общая концепция твисторной программы как единой теории поля
до сих не сформулирована. Какие именно уравнения выбрать в качестве фунда-
ментальных, как описывать массивные поля и как получить спектр характеристик
наблюдаемых частиц? И, наконец, почему именно твистор, весьма экзотический ма-
тематический объект, кладется в основу фундаментальной физической теории?

Между тем, твисторная структура совершенно естественно возникает в рамках
так называемого алгебродинамического подхода к теории поля, развитой в работах
автора с учениками. С общей точки зрения, алгебродинамическая парадигма может
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рассматриваться как возврат к идеям Пифагора и Платона о свойствах Чисел, пред-
определяющих свойства видимого Мира. Действительно, в качестве единственного (!)
постулата алгебродинамики принимается существование некоторой единой структу-
ры чисто абстрактной, алгебраической (числовой) природы, внутренние свойства ко-
торой полностью определяют как вид геометрии физического пространства-времени,
так и всю динамику физических полей (набор и уравнения которых также дикту-
ются исходной структурой, а не постулируются). Изложение основных принципов
исповедуемой автором философии неопифагорейства в ее применении к построению
фундаментальных физических теорий представлено в работе [39].

В наиболее развитой на сегодняшний день реализации алгебродинамики “Ми-
ровая” алгебраическая структура возникает при обобщении комплексного анализа
на исключительные некоммутативные алгебры кватернионного (Q) типа [13, 14, 15].
Было показано, в частности, что непосредственный учет некоммутативности в са-
мом определении функций, “дифференцируемых” в Q, приводит к нелинейности
обобщенных уравнений Коши-Римана (ОУКР). Это, в свою очередь, позволило вы-
брать ОУКР в качестве фундаментальных уравнений динамики взаимодействую-
щих физических полей, рассматриваемых как функции алгебраического переменного
(Q-типа).

Широкий класс таких полей-функций возникает лишь при комплексном расши-
рении алгебры Q до алгебры бикватернионов B. При этом ОУКР не только оказыва-
ются лоренц-инвариантными, но и приобретают естественную спинорную и калибро-
вочную структуры, что позволяет построить на их основе единую самосогласованную
алгебродинамическую теорию поля [13, 14, 20, 23, 22, 24, 26, 39].

С физической точки зрения, наиболее важным свойством ОУКР оказывается
их соответствие некоторой первичной светоподобной структуре. А именно, каждая
(спинорная) компонента S(x, y, z, t) ∈ C первичного B-поля обязана удовлетворять
уравнению комплексифицированного эйконала (УКЭ) [13, 14]

ηµν∂µS∂νS = (∂tS)2 − (∂xS)2 − (∂yS)2 − (∂zS)2 = 0, (1)

где матрица ηµν = diag{1,−1,−1,−1} представляет метрику Минковского, а символ
∂ отвечает частной производной по соответствующей координате. УКЭ (1) лоренц-
инвариантно, нелинейно и играет роль, аналогичную линейному уравнению Лапласа
в комплексном анализе. Каждое решение ОУКР может при этом быть восстановлено
из набора нескольких (четырех или менее) решений УКЭ.

В то же время, в работе [26] была обнаружена естественная твисторная струк-
тура УКЭ и на ее основе получено общее решение этого нелинейного уравнения. А
именно, было показано, что в отношении к твисторной структуре каждое решение
УКЭ принадлежит к одному из двух классов, оба из которых могут быть получены
из некоторой производящей функции твисторных аргументов с помощью простой
алгебраической процедуры. Та же конструкция позволяет дать естественное опреде-
ление сингулярностей светоподобных геодезических конгруэнций, соответствующих
полю эйконала – каустик. Именно на каустиках – огибающих конгруэнции – соседние
лучи пересекаются, а значения ассоциированных с конгруэнцией физических полей
обращаются в бесконечность, формируя тем самым единый частицеподобный объект
– источник полей и самой конгруэнции. Тем самым, в рассматриваемой алгебродина-
мической теории частицы представляют собой (пространственно локализованные)
каустики первичных светоподобных конгруэнций.

С другой стороны, изотропные конгруэнции определяют универсальный локаль-
ный перенос основного твисторного поля с постоянной фундаментальной скоростью
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“c” (аналогичный переносу поля электромагнитной волной) и тем самым дают указа-
ние на особую роль временной координаты в рассматриваемой алгебродинамической
схеме и в твисторной теории вообще. Существование “Потока Времени” становится
прямым следствием существования лоренц-инвариантного “эфира”, формируемого
первичными светоподобными конгруэнциями (“Предсвета”). Принципиально важным
при этом становится свойство многозначности фундаментального комплекснознач-
ного решения УКЭ (“Мирового решения”) и ассоциированных с ним физических по-
лей. В каждой точке пространства-времени мы имеем дело с суперпозицией большого
числа лучей, принадлежащих локально различным конгруэнциям, и поток Време-
ни формируется из многих разнонаправленных составляющих (глобально связанных
комплексной структурой в единый объект).

В разделе 2 статьи описывается твисторная структура УКЭ и алгебраическая
процедура получения двух классов его решений. Приведены несколько простых при-
меров решений УКЭ. В разделе 3 рассматривается структура каустик решений УКЭ,
в том числе пространственно ограниченного типа, образующих частицеподобные
сингулярные объекты, а также ассоциированных с решениями УКЭ физических по-
лей. В четвертом разделе введено понятие Мировой функции, генерирующей “Миро-
вое решение” УКЭ. В этой связи предложена и подробно обсуждается общая концеп-
ция многозначности физических полей. Заключительный раздел 5 посвящен вопро-
сам, связанным с природой физического Времени: вводится понятие “предсветового”
эфира, образованного первичными изотропными конгруэнциями, и поток Времени по
существу отождествляется с потоком Предсвета. Обсуждается внутренняя структура
этих фундаментальных потоков, связанная с многозначностью исходного твисторно-
го поля.

Настоящая работа является расширенной версией английской статьи [27], а в
описании физической картины Мира продолжает предыдущую статью автора [39].
Для простоты восприятия мы избегаем использования 2-спинорного формализма,
дифференциальных форм и т. п., отсылая более подготовленного в математическом
отношении читателя к работам [23, 26, 25, 21, 22].

Твисторная структура и два класса решений уравнения
комплексного эйконала

Как известно, уравнение эйконала описывает процесс распространения вол-
новых фронтов (разрывов поля) в любой релятивистской теории, включая элек-
тродинамику Максвелла [4, 5]. Математическим и физическим проблемам, свя-
занным с уравнением эйконала, посвящено огромное количество работ, см. напри-
мер, [7, 8, 9, 10]. Уравнение комплексифицированного эйконала (УКЭ) естествен-
но возникает в задачах распространения ограниченных световых пучков [11] и в
теории изотропных конгруэнций, связанных с решениями уравнений Эйнштейна и
Эйнштейна-Максвелла [12]. В нашем подходе, однако, комплексный эйконал рассмат-
ривается в первую очередь как фундаментальное физическое поле, описывающее, в
частности, взаимодействующие и обладающие дискретным спектром характеристик
(“автоквантованные”) частицеподобные объекты, формируемые структурой особен-
ностей решений УКЭ. С каждым из этих решений естественно сопоставляется также
электромагнитное и другие известные из физики поля, ответственные за описание
процесса взаимодействия сингулярностей-частиц.

Определим вначале, помимо обычных декартовых пространственно-временных
координат {t, x, y, z}, естественные для геометрии Минковского спинорные или изо-
тропные координаты {u, v, w, w} (скорость света здесь и в дальнейшем принимается
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равной единице, c = 1)

u = t + z, v = t− z, w = x− iy, w = x + iy. (2)

Эти координаты образуют эрмитову 2× 2-матрицу X вида

X = X+ =

(
u w

w v

)
. (3)

В спинорных координатах УКЭ (1) выглядит следующим образом:

∂uS∂vS − ∂wS∂wS = 0 (4)

и эквивалентно утверждению об изотропности комплексного 4-вектора градиента
∂µS. Отметим, что УКЭ обладает замечательной функциональной инвариантно-
стью [13, 14]: для каждого из его решений S(X) любая (дифференцируемая) функ-
ция от него f(S(X)) также является решением УКЭ. Помимо этого, известно [6], что
УКЭ инвариантно относительно преобразований полной 15-параметрической кон-
формной группы пространства Минковского, включающих преобразования Лоренца.

Введем теперь в рассмотрение произвольную однородную функцию

Π = Π(ξ0, ξ1, τ
0, τ 1) (5)

от двух пар комплексных переменных {ξ, τ}, в каждой точке пространства-времени
связанных между собой линейной зависимостью через т. н. соотношение инцидент-
ности

τ = Xξ ⇔ τ 0 = uξ0 + wξ1, τ 1 = wξ0 + vξ1, (6)

и ведущих себя как 2-спиноры при лоренцевых вращениях1. Пара инцидентных друг
другу 2-спиноров {ξ(X), τ(X)} образует алгебро-геометрический объект, известный
в качестве (изотропного проективного) твистора пространства Минковского [2].

Предположим в дальнейшем, что одна из двух компонент спинора ξ(X), на-
пример ξ0, отлична от нуля. В этом случае однородная функция Π зависит от трех
(проективных твисторных) аргументов следующего вида:

Π = Π(G, τ 0, τ 1), G = ξ1/ξ0, τ 0 = u + wG, τ 1 = w + vG. (7)

Мы готовы теперь сформулировать основной результат нашей работы [26].
Любое (аналитическое) решение УКЭ по отношению к твисторной структуре при-
надлежит к одному из двух и только двух классов и может быть получено из неко-
торой производящей функции вида (7) с помощью одной из двух различных чисто
алгебраических процедур.

Для получения первого класса решений следует просто разрешить алгебраиче-
ское уравнение, определяемое функцией (7),

Π(G, u + wG, w + vG) = 0 (8)

относительно единственной неизвестной G. При этом получим некоторое комплексно-
значное поле G(X), тождественно удовлетворяющее УКЭ. Действительно, при под-
становке G = G(X) уравнение (8) становится тождеством и, в частности, может

1 Для упрощения мы не различаем в записи пунктирные и непунктирные спинорные индексы.
В соотношении инцидентности (6) опущен стандартный множитель “i”, что допустимо при соответ-
ствующем переопределении нормы твистора.
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быть продифференцировано по спинорным координатам {u, v, w, w}. Тогда будем
иметь

P∂uG = −Π0, P∂wG = −GΠ0, P∂wG = −Π1, P∂vG = −GΠ1, (9)

где через Π0, Π1 обозначены частные производные от функции Π по ее твисторным
аргументам τ 0, τ 1, а через P – полная производная этой функции по G

P =
dΠ

dG
=

∂Π

∂G
+ wΠ0 + vΠ1, (10)

которую мы будем пока что считать отличной от нуля в рассматриваемой области
пространства-времени. Перемножая тогда уравнения (9), находим, что поле G(X)
действительно удовлетворяет УКЭ в форме (4). Легко убедиться также, что про-
извольная функция твисторных аргументов S = S(G, u + wG, w + vG) при подста-
новке полученной зависимости G = G(X) также удовлетворяет УКЭ (вследствие
функциональной зависимости (8) эта функция на самом деле зависит только от двух
твисторных переменных).

Для получения второго класса решений УКЭ следует сначала продифференци-
ровать производящую функцию (7) по G и лишь потом получившееся алгебраическое
уравнение

P =
dΠ

dG
= 0 (11)

разрешить относительно G. При этом функция G(X) уже не будет сама по себе удо-
влетворять УКЭ; однако после ее подстановки в (7) производящая функция Π ста-
новится функцией пространственно-временных координат и сама с необходимостью
удовлетворяет УКЭ (как и любая функция от нее f(Π(X)) в силу отмеченной выше
инвариантности УКЭ). В самом деле, дифференцируя функцию (7) при G = G(X)
по спинорным координатам, имеем

∂uΠ = Π0+P∂uG, ∂wΠ = GΠ0+P∂wG, ∂wΠ = Π1+P∂wG, ∂vΠ = GΠ1+P∂vG, (12)

откуда при учете генерирующего условия (11) немедленно следует УКЭ (4) для функ-
ции Π.

Функциональное соотношение (8) и отвечающие ему решения УКЭ первого
класса хорошо известны. Действительно, помимо УКЭ поле G(X), полученное из
(8), удовлетворяет, как легко видеть из выражений для производных (9), переопре-
деленной системе дифференциальных уравнений вида

∂uG = G∂wG, ∂wG = G∂vG, (13)

определяющей т. н. бессдвиговые (изотропные геодезические) конгруэнции (БСК).
При этом алгебраическое уравнение (8) представляет собой общее решение этих урав-
нений (в неявном виде), описывая тем самым все БСК в пространстве Минковского.
Это замечательное утверждение, доказанное впервые в [16], известно как теорема
Керра.

Что касается второго класса решений УКЭ, генерируемых алгебраическим урав-
нением (11), то, по-видимому, он ранее не рассматривался в литературе2. Известно,
однако, что условие (11) определяет положение особенностей БСК и, соответственно,

2 Изучение решений действительного уравнения эйконала с помощью дифференцирования про-
изводящих функций, зависящих от координат как параметров, используется в общей теории осо-
бенностей каустик и волновых фронтов [9].
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– особенностей решений УКЭ первого класса, полученных из алгебраического урав-
нения (8). Точнее, уравнение (11) определяет точки ветвления основного комплекс-
нозначного поля G(X), т. е. точки пространства-времени, в которых производящее
уравнение (8) имеет кратные корни. С другой стороны, для самих решений второго
класса геометрическое место положения особенностей определяется, как это сразу
следует из генерирующего эти решения уравнения (11), условием следующего вида:

Λ =
d2Π

dG2
= 0. (14)

Изотропные конгруэнции (в том числе БСК), их особенности и точки ветвления игра-
ют определяющую роль в алгебродинамической теории поля. Подробнее они обсуж-
даются в следующих разделах. Здесь же мы лишь повторим, что согласно теореме,
доказанной в работе [26],
две вышеописанные алгебраические процедуры в совокупности представляют общее
решение УКЭ, т. е. все (аналитические) решения уравнения комплексного эйконала
могут быть получены с помощью одной из этих процедур
(отметим только, что для решений с нулевой компонентой спинора ξ0 = 0 должна
быть выбрана иная, по сравнению с использованной выше, калибровка). Полученный
результат можно рассматривать как прямое обобщение теоремы Керра.

В заключение приведем в качестве иллюстрации несколько примеров нахожде-
ния двух классов решений УКЭ с помощью вышеприведенной конструкции.

a. Статические решения. Пусть производящая функция Π зависит от своих тви-
сторных переменных следующим образом:

Π = Π(G,H), H = Gτ 0 − τ 1 = wG2 + 2zG− w, (15)

где z = (u− v)/2, а зависимость от временной координаты t = (u + v)/2 оказывается
тем самым исключенной. Очевидно, более того, что анзац (15) представляет самый
общий вид генерирующих функций, приводящих к статическим решениям УКЭ.

В [19, 12] было доказано, что статические решения уравнений БСК (а, следова-
тельно, также и УКЭ первого класса), обладающие пространственно-ограниченной
(локализованной) структурой сингулярного множества, с точностью до 3-мерных
вращений и трансляций исчерпываются решением Керра, получающегося из функ-
ции

Π = H + 2iaG = wG2 + 2z∗G− w, (z∗ = z + ia) (16)

с постоянным параметром a ∈ R. Разрешая квадратичное по G уравнение Π = 0,
получаем тогда следующие две “моды” поля G(X):

G =
w

z∗ ± r∗
≡ x + iy

z + ia±
√

x2 + y2 + (z + ia)2
, (17)

которые в случае a = 0 геометрически соответствуют обычной стереографической
проекции S2 7→ C из Северного или Южного полюсов соответственно. Нетрудно про-
верить, что оба решения, как и соответствующие им остальные компоненты твистора

τ 0 = u + wG = t± r∗, τ 1 = w + vG = Gτ 0, (18)

действительно удовлетворяют УКЭ (так же, как и произвольная функция всех этих
компонент). При этом, соответствующая БСК в простейшем случае a = 0 ради-
альна и имеет точечную сингулярность; в общем случае a 6= 0 БСК представляет
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собой конгруэнцию прямолинейных образующих системы гиперболоидов и имеет
сингулярность типа “Керровского” кольца радиуса R = |a|. Используя эту кон-
груэнцию, можно определить соответствующие ей риманову метрику (метрику типа
“Керра-Шилда”) и электромагнитное поле (см. раздел 3), совместно удовлетворяю-
щие электровакуумной системе уравнений Максвелла-Эйнштейна. В случае a = 0 это
приводит к решению Райсснера-Нӧрдстрема с кулоновским электрическим полем, в
общем случае – к решению Керра-Ньюмена, характеризующимся тремя параметрами
– массой M , электрическим зарядом Q и моментом импульса Mca, – и обладающим
также магнитным моментом Qa, соответствующим “дираковской” частице [17, 18].
Более того, в рамках алгебродинамического подхода для электрического заряда то-
чечной или кольцеобразной сингулярностей оказывается допустимым только одно,
единственное по модулю (“элементарное”) значение [14, 24, 25]. Более подробно свой-
ства этого исключительного решения в контексте алгебродинамики рассмотрены в
работе [21].

Получим теперь из той же производящей функции (16) решение УКЭ второго
класса. Дифференцируя функцию (16) по G и приравнивая производную нулю, полу-
чим G = −z∗/w; подставляя затем это выражение в качестве аргумента в функцию
(16), будем иметь окончательно следующее статическое (всюду однозначное) решение
УКЭ:

Π = −(r∗)2

w
= −x2 + y2 + (z + ia)2

x− iy
. (19)

Отметим, что при этом уравнение Π = 0, эквивалентное двум действительным урав-
нениям z = 0, x2 + y2 = a2, определяет сингулярное кольцо для решения Керра (17),
т. е. для соответствующего той же функции Π решения УКЭ первого класса, как это
и должно быть в соответствии с вышедоказанной общей теоремой (см. также раздел
4).

При рассмотрении статических решений УКЭ с локализованной в 3-
пространстве сингулярностью второго класса выясняется, однако, что в отличие от
аналогичных решений первого они вовсе не исчерпываются решением (19). В каче-
стве примера рассмотрим серию решений, которые можно получить из производящих
функций следующего вида:

Π =
Gn

H
, n ∈ Z, n > 2 (20)

Не приводя явного вида самих решений (для произвольного n > 2), найдем лишь
пространственную структуру их особенностей, определяемую из решения совмест-
ной системы уравнений P = 0, Λ = 0 (см. уравнения (11),(14)). Исключая из нее
неизвестное поле G, находим, что сингулярности (точки ветвления эйконала) снова
имеют форму колец z = 0, x2 + y2 = R2, имеющих радиусы R = a(n− 1)/

√
n(n− 2)

соответственно. Интересно заметить, что этим решениям не соответствует, очевид-
но, никаких нетривиальных решений УКЭ первого класса, для которых уравнение
Π = 0 определяло бы структуру сингулярностей, как это имеет место для случая
пары “Керровских” решений (17) и (19).

b. Волновые решения. Рассмотрим теперь производящие функции, зависящие
лишь от одной из твисторных переменных τ 0, τ 1, например от τ 0:

Π = Π(G, τ 0) = Π(G, u + wG). (21)

Оба класса решений УКЭ, генерируемых функциями вида (21), будут, очевидно,
зависеть только от двух спинорных координат u = t + z, w = x − iy. Это означает,
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в частности, что соответствующие поля распространяются вдоль оси Z с фундамен-
тальной скоростью c = 1. Пример “фотоноподобного” решения этого типа, с про-
странственно ограниченной (как в продольном, так и в поперечном направлениях)
структурой сингулярного множества приведен в работе [25].

Отметим в заключение, что решение УКЭ значительно более сложной структу-
ры рассмотрено ниже в разделе 4 (см. также [25]).

1. Частицы как каустики первичных светоподобных конгруэнций

Хорошо известно, что каждому решению уравнения эйконала соответствует
некоторая изотропная конгруэнция лучей, ортогональная гиперповерхностям по-
стоянного эйконала S = const (волнового фронта) и определяемая направлением
4-вектора градиента ∂µS. В обычно рассматриваемых ситуациях эти две структуры
определяют характеристики и бихарактеристики некоторого (линейного) уравне-
ния гиперболического типа, например, волнового уравнения ¤Ψ = 0.

В рассматриваемом комплексном случае (УКЭ) поверхности постоянного эйко-
нала и изотропные конгруэнции 4-градиента геометрически принадлежат уже ком-
плексному расширению пространства-времени Минковского CM4, совершенно есте-
ственному также с точки зрения комплексной структуры исходной алгебры биква-
тернионов B. Вопрос о физическом смысле дополнительных (мнимых) координат и
соответствующих комплексных изотропных конгруэнций нетривиален и чрезвычайно
важен, но мы не имеем возможности рассматривать его здесь, надеясь сделать это в
отдельной статье.

Используем ниже другой, не менее интересный факт существования действи-
тельной изотропной геодезической конгруэнции для каждого из комплекснозначных
решений УКЭ. Это замечательное свойство сразу следует из рассмотренной выше
твисторной структуры УКЭ. А именно, каждое решение УКЭ (как первого, так и
второго классов) полностью определяется соответствующим ему (изотропным про-
ективным) твисторным полем {ξ(X), τ(X)}, подчиненным условию инцидентности
(6) (в выбранной выше калибровке ξ0 = 1, ξ1 = G(X)). Это “условие Пенроуза”
может быть в явном виде разрешено относительно пространственных координат
{xa}, a = 1, 2, 3, в результате чего получим:

xa =
=(τ+σaξ)

ξ+ξ
− ξ+σaξ

ξ+ξ
t, (22)

где {σa} представляют собой обычные матрицы Паули, а временная переменная t
остается свободным параметром! Из выражения (22) следует, что фундаменталь-
ное спинорное поле ξ(X) воспроизводит свои значения вдоль лучей, определяемых
единичным векторным полем направлений (полем т. н. директора)

~n =
ξ+~σξ

ξ+ξ
, ~n2 ≡ 1, (23)

распространяясь вдоль этих, локально определенных направлений с универсальной
и постоянной скоростью c = 1. В ранее выбранной калибровке для декартовых ком-
понент “директорного” вектора (23) имеем

~n =
1

(1 + GG∗)
{ (G + G∗), −i(G−G∗), (1−GG∗) }; (24)

при этом две его независимые степени свободы находятся в одно-однозначном соот-
ветствии с двумя компонентами основной комплекснозначной функции G(X).
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Таким образом, при выборе некоторого произвольного решения УКЭ простран-
ство расслаивается пучком прямолинейных световых лучей – изотропной геодезиче-
ской3 конгруэнцией (ИГК). Заметим, что как следствие прямолинейности изотропной
конгруэнции “директорный” вектор автоматически удовлетворяет уравнению геоде-
зических [39]

∂t~n + (~n~∇)~n = 0. (25)

Фундаментальное поле G(X), определяющее ИГК, может быть получено из од-
ного из двух алгебраических условий (8) или (11), которые в общем случае имеют
несколько (конечное или даже бесконечное число) локально различных решений.
Предположим, что производящая функция Π неприводима, т. е. не может быть пред-
ставлена в виде произведения некоторого числа твисторных функций того же вида
(в противном случае следует сделать выбор в пользу одного из множителей). Тогда
решение общего вида будет представлять собой многозначную комплексную функ-
цию G(X). Выберем в окрестности некоторой точки X одну из непрерывных ветвей
этой функции (“мод”); при этом данной моде будет соответствовать некоторая ИГК
и определенный набор физических полей.

В частности, для любого из решений УКЭ первого класса может быть опреде-
лен спинор электромагнитного поля F(AB), непосредственно выражающийся через
твисторное поле решения [23, 25, 26]

F(AB) =
1

P

{
ΠAB − d

dG

(
ΠAΠB

P

)}
, (26)

где ΠA, ΠAB представляют собой производные по твисторным аргументам τ 0, τ 1 от
генерирующей функции Π первого и второго порядков соответственно. Для каждой
из мод решения G(X) построенное таким способом поле локально удовлетворяет
однородным уравнениям Максвелла. Помимо этого, в работах [14, 23, 21] было пока-
зано, что через ту же функцию G(X) естественно определяется еще и комплексное
SL(2,C) калибровочное поле Янга-Миллса, а также поле кривизны некоторой эффек-
тивной римановой метрики.

Рассмотрим теперь аналитическое продолжение выбранной моды функции
G(X) вплоть до одной из ее точек ветвления, которые соответствуют кратным кор-
ням уравнения (8). В такой точке напряженность электромагнитного поля (26) об-
ращается в бесконечность. То же самое имеет место и для других ассоциирован-
ных с решениями УКЭ физических полей, в частности поля кривизны4. Тем самым
пространственная структура, определяемая положением точек ветвления функции
G(X) (которая может быть 0-, 1- или даже 2-мерной, см. раздел 4), проявляет себя
как общий источник совокупности физических полей и (по крайней мере в случае,
когда она ограничена в 3-пространстве) формирует некоторый хорошо определенный
и единый частицеподобный объект.

Такие образования могут проявлять нетривиальную эволюцию во времени, мо-
делирующую физические взаимодействия, а бифуркации сингулярностей весьма на-
поминают взаимопревращения элементарных частиц (см. пример в следующем раз-
деле). Они обладают также реалистичным набором “квантовых чисел”, в том числе
автоквантованным электрическим зарядом и гиромагнитным отношением, характер-
ным для дираковской частицы (фермиона спина 1/2) [17, 18, 21]. Большое число
таких частицеподобных решений и их сингулярная структура получены и изучались
в наших работах [20, 21, 22, 25].

3 В пространстве Минковского геодезические, очевидно, являются прямыми.
4 Поле Янга-Миллса имеет, помимо этого, дополнительные сингулярности струнного типа.
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С другой стороны, для светоподобных конгруэнций (ИГК), сопоставляемых ре-
шениям УКЭ с помощью директорного вектора (24), положение их точек ветвления
совпадает с положением точек ветвления самого фундаментального поля G(X) и
представляет хорошо известную из геометрической оптики структуру “протяженных
фокусов” – каустик, т. е. огибающих системы лучей конгруэнции, на которых со-
седние лучи пересекаются (фокусируются). С этой точки зрения, в рассматриваемой
теории “частицы” интерпретируются как (ограниченные в пространстве) каусти-
ки ассоциированных с решениями УКЭ светоподобных прямолинейных конгруэнций.

2. Мировая функция и многозначные физические поля

На данном этапе следует сделать выбор одного из двух типов решений УКЭ,
которое в развиваемой теории могло бы в принципе отвечать за описание структуры
Вселенной как целого. В качестве “Мирового решения” мы выбираем некоторое ре-
шение первого класса, поскольку большое количество интересных геометрических и
физических структур может быть ассоциировано с каждым из решений именно этого
класса [14, 20, 21]. Такое решение может быть получено алгебраически из условия
Керра (8) и некоторой производящей твисторной “Мировой функции” Π; геометриче-
ски оно порождает некоторую ИГК специального вида – бессдвиговую изотропную
конгруэнцию [2, 3].

Более того, оказывается, что при этом выборе решение УКЭ второго класса, “со-
пряженное” Мировому, также играет важную роль, определяя характеристическую
гиперповерхность для Мирового решения (I класса). Действительно, эта последняя
находится из решения совместной системы алгебраических уравнений (8) и (11). Если
разрешить уравнение (11) относительно G и подставить результат в (8), полученное
уравнение Π(G(X)) = 0 и определит характеристическую гиперповерхность для “Ми-
рового” решения. В то же время функция Π(G(X)) обязана при этом удовлетворять
УКЭ, представляя некоторое решение второго класса (в соответствии с основной
теоремой раздела 2). Таким образом, в рассматриваемой теории
поле эйконала выполняет две взаимодополняющие функции, являясь одновременно
фундаментальным физическим полем (как решение УКЭ I класса) и в то же время
характеристическим полем (как сопряженное ему решение II класса), определяю-
щим геометрическое место точек ветвления исходного поля (точек разрыва его
производных).

Предположим теперь, что Мировая функция Π представляет собой неприводи-
мый полином очень высокого, но конечного порядка, так что уравнение (8) явля-
ется алгебраическим в узком смысле (т. е. не трансцендентным) и геометрически
определяет некоторую алгебраическую поверхность в проективном твисторном про-
странстве CP 3. В этом случае Мировое решение УКЭ будет состоять из некоторого
большого числа мод – ветвей многозначной комплексной функции G(X) – и будет в
каждой точке задавать соответствующее число изотропных направлений, определя-
емых в 3-пространстве директорным вектором (24) и порождающих равное им число
локально различных ИГК.

Каждая пара этих конгруэнций в фиксированный момент времени будет, как
правило, иметь огибающую, состоящую из большого числа связных одномерных
компонент-каустик5. Именно эти пространственные структуры и будут определять

5 Действительно, каустики общего вида определяются одним комплексным условием
Π(G(X)) = 0 (двумя действительными условиями) на 3 координаты, при фиксированном t = t0
определяющим некоторое число 1-мерных кривых – “струн”.
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в рассматриваемой теории “частицы” общего типа (по крайней мере, если они про-
странственно ограничены). Другие типы частицеподобных структур будут локали-
зованы в фокальных точках пересечения трех и более ИГК, где уравнение (8) имеет
корень более высокой кратности. Разумеется, образования этого вида будут встре-
чаться относительно редко, и их устойчивость весьма проблематична.

На достаточно простом примере можно проиллюстрировать существование и
свойства обоих вышепредставленных типов частиц-каустик. Выберем, например, в
качестве производящей твисторную функцию вида [25]

Π = G2(τ 0)2 + (τ 1)2 − b2G2 = 0, b = const ∈ R , (27)

приводящую к уравнению 4-го порядка относительно поля G(X). В начальный мо-
мент времени t = 0, как нетрудно проследить аналитически, геометрическое ме-
сто особенностей состоит из пары точечных сингулярностей (обладающих равными
“элементарными” зарядами противоположного знака) и электрически нейтральной
2-мерной поверхности (эллипсоидального “кокона”), окружающего точечные заряды
(подробнее см. [25]). Кокон образован пересечением всех 4-х мод многозначного реше-
ния, в то время как каждая из точечных сингулярностей формируется пересечением
одной из пар соответствующих (локально радиальных, т. е. кулоновского типа) ИГК.

Чрезвычайно интересной оказывается динамика этих сингулярностей. В частно-
сти, в момент времени t = b/

√
2 точечные сингулярности взаимоуничтожаются (при

r = 0, т. е. в начале координат), моделируя тем самым процесс аннигиляции эле-
ментарных частиц; этот процесс сопровождается излучением вторичного волнового
(светоподобного) фронта, представленного еще одной 2-мерной компонентой связ-
ности каустической структуры. Более подробно решение (27) будет рассмотрено в
отдельной статье.

Итак, мы видим, что именно многозначное поле естественным образом обеспе-
чивает возможность самосогласованной структуры и эволюции сложных (вплоть до
приближенных к реальным) многочастичных сингулярных систем. Необходимо лишь
преодолеть некий психологический барьер и допустить принципиальную возмож-
ность многозначности не только первичного G-поля, но и других ассоциированных
с ним физических полей, включая, например, электромагнитное.

Действительно, в общепринятых классических подходах поля, по существу, слу-
жат лишь инструментом, позволяющим адекватным образом (с учетом запаздывания
и т. п.) описать динамику частиц, и ничем более. Правда, в нелинейных теориях, так
же, как и в представленном здесь алгебродинамическом подходе, поля играют более
важную роль, отвечая за образование самих частиц как регулярных солитонов или
сингулярностей (точечных или протяженных) соответственно. В первом, более при-
вычном подходе, требование однозначности поля представляется вполне естествен-
ным, если не неизбежным. Та же ситуация имеет место и в квантовой механике, где
“правила отбора” часто следуют именно из условия однозначности волновой функ-
ции.

Однако в алгебродинамике, как можно видеть на примере решения (27), требо-
вание однозначности поля не только не является необходимым, но и препятствует
адекватному описанию взаимодействия частиц-сингулярностей. С другой стороны,
признание многозначности поля вовсе не мешает получению дискретного спектра
характеристик сингулярности по аналогии с квантовой механикой. Например, тре-
бование однозначности некоторой, локально выбранной моды первичного G-поля и
электромагнитного поля (вдали от точек ветвления первого и сингулярностей вто-
рого соответственно!) приводит к квантованию электрического заряда сингулярных
источников в алгебродинамической теории поля [24, 25].
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Наконец, если вести речь о т. н. процессе “измерения” напряженностей поля,
например электромагнитного, то следует заметить, что в эксперименте непосред-
ственно меряются лишь ускорения частиц, токи и т. п., и лишь затем результаты
переводятся на привычный полевой язык. Однако это последнее действие – лишь
дань традиции, вовсе не являющаяся обязательной (вспомним хотя бы электродина-
мику Фейнмана-Уилера или многочисленные релятивистски инвариантные теории
“действия на расстоянии” [28, 29]). “На самом деле мы никогда не имеем дело с
полями, а исключительно с частицами” (Ф. Дайсон).

Между тем, предлагаемый подход в этом отношении может даже считаться не
столь радикальным, поскольку физическое поле, хотя и многозначное, сохраняет в
нем свою фундаментальную роль и как строительная основа для частиц, и как по-
средник, осуществляющий взаимодействие между ними. Что касается второй из его
функций, то уже на классическом уровне рассмотрения, при рассмотрении уравне-
ния движения частицеподобной сингулярности, мы можем иметь дело с усредненным
значением всех полевых мод, “внешних” по отношению к частице (т. е. несингулярных
в точке ее нахождения). Отметим, что близкие представления естественно возника-
ют и в некоторых квантовополевых подходах [32]. В нашей же схеме, истинную
взаимосвязь первичного многозначного поля и “наблюдаемого” поля, описывающего
межчастичные взаимодействия, еще предстоит осознать после получения спектра и
эффективной механики частиц-сингулярностей.

Хочется надеяться, что концепция многозначности физических полей будет че-
рез какое-то время воспринята так же, как это произошло с гипотезой многомер-
ности физического пространства-времени. Идея многозначности действительно вы-
глядит чрезвычайно естественной и привлекательной. С чисто математической точки
зрения эта концепция оправдана в свете естественной многозначности решений диф-
ференциальных уравнений в частных производных (см., например, [30, 31]). Как вы-
ясняется, решения, описываемые обобщенными δ-функциями, представляют собой,
по существу, лишь частный и не самый интересный случай решений общего вида.
С физической точки зрения идея о локально многозначном, но глобально едином
комплекснозначном поле позволяет простым образом ввести понятие о некотором
дуалистическом комплексе “частицы-поле”, комплексе чрезвычайно богатой и слож-
ной структуры, объединяющем все частицы Вселенной в единый физический объект.
При этом сами сингулярности-частицы хорошо определены и участвуют в коллектив-
ном движении, свободном от всякой неоднозначности или расходимостей (послед-
ние могут возникнуть в данной схеме лишь как результат неадекватного описания
процесса эволюции и могут быть устранены, если возникнут, на совершенно законном
основании, в отличии от процедур перенормировки в квантовой теории поля).

Наконец, что касается принципиально важной финальной проблемы выбора
некоторой исключительной по внутренним свойствам производящей функции Π
в качестве Мировой функции Вселенной, некоторые соображения могут быть вы-
сказаны уже на данном этапе развития теории. Мы собираемся рассмотреть их в
отдельной статье.

3. “Предсвет”, релятивистски инвариантный Эфир и поток Времени

Светоподобные конгруэнции (ИГК) являются основным элементом картины фи-
зического мира, возникающей в представленном алгебродинамическом подходе и да-
же в твисторной теории вообще. Лучи ИГК плотно заполняют пространство-время и
в каждой точке состоят из суперпозиции огромного числа компонент-мод, имеющих
различные изотропные направления, т. е. распространяющиеся (с 3-мерной точки
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зрения) в разных направлениях, но с постоянной по модулю и универсальной ско-
ростью c = 1 (для каждой из мод многозначного решения, каждой точки и каждой
инерциальной системы отсчета). С такой точки зрения, во Вселенной не существует
ничего, кроме этого первичного светоподобного потока (“Предсвета”), поскольку
вся физическая Материя порождена предсветом и из предсвета на каустиках –
своего рода областях “конденсации”, “уплотнения” лучей предсветовой конгруэнции.

При этом можно говорить о некоторой исключительной форме релятивистски
инвариантного эфира, формируемого первичным предсветовым потоком. Такой эфир,
разумеется, имеет очень мало общего со старыми моделями светонесущего эфира,
рассматривавшегося как род упругой среды непонятной этиологии. Здесь же эфир
состоит из бесструктурных (предматериальных) светоподобных элементов и, оче-
видно, находится в полном согласии с теорией относительности6.

В то же время, описанная выше картина эфира, формируемого потоком Пред-
света, и материи, порожденной “сгущениями” первичного света, вызывает множество
ассоциаций с Библией и с древней восточной философией. Не один теолог, мистик
или философ наверняка уже приходил к представлению о подобной картине Ми-
роздания. Однако возникающие в контексте последовательной и чисто дедуктивной
физической теории, такие представления выглядят значительно более достоверны-
ми; насколько известно автору, ранее они практически не обсуждались в физической
литературе7.

Существование формируемого Предсветом эфира и универсальное свойство “пе-
реноса” фундаментального “эфирообразующего” поля G(X) с постоянной скоростью
c = 1 указывает также на принципиально различный статус пространственных и
временной координат и позволяет предложить новый подход к проблеме физического
Времени в целом. При этом полезно вспомнить, что с тех пор, как Г. Минковский
в 1908 году объединил пространство и время в единый 4-мерный континуум, ни-
каких дальнейших продвижений в понимании проблемы Времени по существу не
произошло. Более того, такой синтез во многом затушевал качественные различия
пространственной и временной сущностей и мало способствовал решению таких про-
блем, как (микро/макро) необратимость, (не)однородность и (не)локальность време-
ни, зависимость хода времени от материальных процессов и др.

По нашему мнению, суть проблемы Времени очень проста и состоит в следу-
ющем. Субъективно мы воспринимаем время как некоторое непрерывное и невиди-
мое движение, поток; каждый из нас прекрасно понимает, как это понимали еще
древние греки, что имеется в виду под словами “Река Времени”. Мы воспринимаем
такое внутреннее движение, как не зависящее ни от нашей воли, ни от материальных
процессов и равномерное: недаром течение времени в физике моделируется равномер-
ным движением ленты записывающего устройства и т. п. Кроме того, и в отличие
от изменений в пространственных направлениях, именно с изменением во времени
связано не только сохранение определенного набора интегральных величин (это-то
как раз используется в ортодоксальной физике), но и более сильное, субъективно вос-
принимаемое условие – повторение, воспроизведение локального состояния любой
системы. Именно поэтому для измерения времени и используются (часы) с прин-
ципом действия, основанным на повторяющихся, чисто периодических процессах.

6 Сейчас кажется даже странным, что сам А. Эйнштейн не предложил концепцию релятивист-
ского эфира, столь созвучного идеям и CТО, и любимого им принципа Маха. Удивительно и то,
что Р. Пенроуз также просмотрел эту возможность, естественно вытекающую из самой структуры
созданной им твисторной теории.

7 В отдельных аспектах близкие к вышерассмотренным идеи высказывались в работах [34, 35, 36].
Отметим особенно концепцию “лучистой частицы”, предложенную Л. С. Шихобаловым [33].
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Наконец, в отличие от в значительной мере произвольных и различных изменений
пространственного положения физических тел, все они и все мы всегда обладаем об-
щей и монотонно возрастающей временной координатой, т. е. находимся в едином
и перманентном движении в Реке Времени.

Удивительно, но теоретическая физика даже не пытается дать хоть какое-то
объяснение подобных представлений, совершенно чуждых ей и, в том числе, теории
относительности. При описании динамики (как нерелятивистской, так и релятивист-
ски инвариантной) чисто постулативно выбирается “гиперповерхность, ортогональ-
ная оси времени”, т. е. фиксируется субъективно воспринимаемое всеми единство
настоящего момента времени, момента “сейчас”; никаких внутренних оснований для
этого в структуре теоретической физики, включая СТО, не имеется!

Такая ситуация, по крайней мере частично, обусловлена тем, что представле-
ние о вездесущем и вечном Потоке Времени немедленно приводит к вопросу о его
(материальном? предматериальном?) носителе. В этой связи нельзя не вспомнить
работы Н. А. Козырева [37], который настойчиво развивал представление об “актив-
ном” Потоке Времени, непосредственно влияющем на ход материальных процессов.
По нашему мнению, однако, строгие физические обоснования идей Козырева сегодня
отсутствуют. В предлагаемом нами подходе Поток Времени не является в подобном
смысле материальным: он не влияет на Материю, и не взаимодействует с ней, а сам
порождает ее. В отличие от концепции Козырева, здесь нет разных материальных
сущностей, лишь одной из которых является Время: напротив, имеется лишь одна
триединая сущность – Предсвет-Время-Материя. В некотором смысле наша концеп-
ция оказывается ближе к теории “время-генерирующих потоков” А. П. Левича [38].

С другой стороны, при рассмотрении проблемы носителя Потока Времени мы
неизбежно возвращаемся к представлениям о некоторой форме эфира, который был,
как известно, изгнан из физики после триумфа специальной теории относительности.
Без него же никакой Поток Времени не может быть последовательно введен в струк-
туру теоретической физики, и все субъективно воспринимаемые свойства времени
не могут быть строго сформулированы и описаны.

Однако парадоксальным образом, как это часто бывает, именно СТО с ее по-
стулатом постоянства и универсальности скорости света и оправдывает введение
динамического, лоренц-инвариантного эфира, формируемого светоподобными кон-
груэнциями, как первичной структуры физического Мира. При этом Поток Време-
ни совершенно естественно может быть отождествлен с Потоком первичного Света
(Предсвета), а Река Времени – c Рекой Предсвета. Причем именно универсальность
скорости света объясняет наше субъективное восприятие Потока Времени как рав-
номерного и однородного.

Совершенно необычным и неожиданным оказывается, однако, другое: в данном
подходе Поток Времени представляет собой суперпозицию огромного числа раз-
нонаправленных и локально независимых составляющих (субпотоков). В каж-
дой точке 3-мерного пространства существует (конечное) множество направлений, и
каждая из мод первичного многозначного поля G(X) определяет одно из этих на-
правлений и распространяется вдоль него, формируя одну из составляющих единого
Потока Предсвета, тождественного Потоку Времени.

Можно предполагать, что именно благодаря такой локальной многозначности
мы не способны субъективно воспринимать направление Потока Времени. Помимо
того, для сложного Мирового решения в структуре фундаментального временного-
предсветового потоков обязательно присутствует и стохастическая компонента, про-
являющая себя в хаотических изменениях локальных направлений световых конгру-
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энций, также труднодоступных для восприятия. В то же время, как уже отмечалось,
именно существование постоянной по модулю и универсальной для всех ветвей мно-
гозначного Мирового решения скорости распространения Предсвета ответственно
за возможность субъективного восприятия Потока Времени вообще и за восприятие
хода времени как равномерного и однородного в частности.

4. Заключение

Итак, мы рассмотрели реализацию алгебродинамического подхода, в которой
в качестве основы физической теории выбирается единственная структура чисто
абстрактной природы (алгебра комплексных кватернионов и обобщенные уравне-
ния Коши-Римана – условия дифференцируемости функций в этой алгебре). Та же
самая структура на самом деле может быть выражена на многих эквивалентных
алгебро-геометрических языках (ковариантно постоянных полей, твисторной геомет-
рии, бессдвиговых изотропных конгруэнций и др.).

Исходные уравнения прямо приводят к полю комплексного эйконала, рассмат-
риваемому в теории как первичное нелинейное физическое поле (в некотором смысле
альтернативное линейным полям квантовой механики). С этим полем тесно связаны
фундаментальное 2-спинорное и твисторное поля, на языке которых, в частности,
формулируется общее решение уравнения комплексного эйконала. Через поле эйко-
нала определяются также другие физические поля, в том числе электромагнитное
поле и поле Янга-Миллса. Особенности поля эйконала и отвечающих ему изотропных
конгруэнций рассматриваются как частицеподобные образования (“автоквантован-
ные” и эффективно взаимодействующие).

В результате, возникающая как следствие одной лишь исходной структуры фи-
зическая картина Мира оказывается весьма неожиданной и красивой. Ее основными
элементами являются первичный световой поток – “Предсвет”– и формируемый им
релятивистский эфир, многозначные физические поля и порождаемая Предсветом
материя (состоящая из частиц-каустик, образуемых суперпозицией отдельных ветвей
единой предсветовой конгруэнции в точках их “фокусировки”).

Очень естественной и глубокой представляется возникающая в теории связь
между существованием универсальной скорости (скорости “света”) и “Потоком Вре-
мени”, позволяющая в определенном смысле понять происхождение Времени как
такового. Время есть ничто иное, как первичный Свет, эти две сущности нераз-
делимы. С другой стороны, нет ничего во Вселенной, помимо потока Предсвета,
порождающего всю без исключения “плотную” Материю во Вселенной.
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Введение

Физическая интуиция выделяет четыре измерения как естественно соответству-
ющие материальной реальности. И практически во всех многомерных современных
физических теориях четырехмерность играет особую роль. Многомерные квантовые
теории поля, теории струн часто рассматриваются вместе со своими компактифика-
циями, т. е. в качестве основного пространства, описывающего реальность, берется
некоторое четырехмерное пространство и умножается на многомерное компактное
многообразие. Таким путем получается и пятимерная модель Калуцы-Клейна, и де-
сятимерные теории суперструн.

Интересно, что с чисто математической точки зрения размерность четыре ока-
зывается самой сложной. С первого взгляда, это противоречит нашим интуитивным
представлениям о понятии размерности: ведь, чем выше размерность, тем появляется
больше сложностей. Однако, это не всегда так. Новые размерности часто дают новую
свободу действий. Естественно, что при этом должна возникнуть некая середина,
в которой необходимая свобода действий отсутствует, а маломерные методы слабо
применимы. В топологии эта середина и есть размерность 4.

Цель этой заметки – сделать небольшой обзор некоторых проблем, возникающих
в 4-мерной топологии.

1. Проблема s-кобордизма

Одним из основных вопросов геометрической топологии является проблема
классификации многообразий, принадлежащих тем или иным категориям, с соот-
ветствующими отношениями эквивалентности. Так, при работе в топологической ка-
тегории встает вопрос классификации топологических многообразий, например, в
предположении о компактности, связности и замкнутости с точностью до гомеомор-
физма. В размерности один – это лишь окружности, в размерности два мы приходим
к полной классификации: каждое связное замкнутое компактное многообразие го-
меоморфно двумерной сфере с приклеенными ручками и листами Мебиуса. При этом,
фундаментальные группы этих многообразий являются полными топологическими
инвариантами. В размерности три вопрос о классификации перерастает в глобальную
проблему: уже существование связного односвязного трехмерного многообразия, не
гомеоморфного трехмерной сфере, представляет собой известную проблему Пуанка-
ре.

Интересно, что в размерности ≥ 5, многие трудности, возникающие в меньших
размерностях, преодолеваются. Это прежде всего связано с концепцией "общего по-
ложения" в многомерных пространствах. Говоря неформально, во многих важных
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случаях, когда возникают самопересечения комплексов внутри многообразий, ма-
лыми шевелениями можно их устранить. В малых же размерностях этого сделать
нельзя.

Введем одно из центральных отношений эквивалентности топологии многооб-
разий, так называемую s-кобордантность. Пусть M1 и M2 – некоторые n-мерные
многообразия, говорим, что они кобордантны, если существует n + 1-мерное много-
образие W , такое что ∂W = M1 ∪ M2. Далее, если вложения Mi → W являются
гомотопическими эквивалентностями, то этот кобордизм называется h-кобордизмом.
Любая гомотопическая эквивалентность представляет элемент группы Уайтхеда, за-
висящей только от фундаментальной группы данного многообразия (или, в общем,
клеточного комплекса). Группа Уайтхеда может быть определена как K1-функтор от
целочисленного группового кольца фундаментальной группы, профакторизованный
по действию самой группы. При этом, гомотопическая эквивалентность представляет
тривиальный элемент группы Уайтхеда тогда и только тогда, когда она гомотопна
композиции элементарных клеточных расширений и сдавливаний, т. е. так называе-
мой простой гомотопической эквивалентности. h-кобордизм, при котором гомотопи-
ческие эквивалентности являются простыми, называется s-кобордизмом. В частно-
сти, любая гомотопическая эквивалентность между односвязными многообразиями
гомотопна простой.

Основным результатом многомерной топологии многообразий является следую-
щая теорема (см. [1, 2]).

Теорема об s-кобордизме: Пусть n ≥ 5, тогда связный h-кобордизм W
между n-мерными многообразиями M1 и M2 гомеоморфен прямому произведению
W ≡ M1 × I, если и только если этот кобордизм является s-кобордизмом.

В частности, если мы рассматриваем односвязные многообразия, то любой
h-кобордизм между ними представляет собой прямое произведение. Из этого факта
вытекает многомерная гипотеза Пуанкаре, утверждающая, что в размерности ≥ 5 го-
мотопическая сфера гомеоморфна стандартной сфере. В размерности 4 доказатель-
ство многомерной теоремы об s-кобордизме не проходит и аналогичное утверждение
представляет собой открытую проблему.

Проблема. Верна ли теорема об s-кобордизме в размерности 4? Доказатель-
ство многомерной теоремы об s-кобордизме основано на разложении многообразия
W на ручки, и дальнейшей их перегруппировке, сокращениям и так далее, после-
довательному приведению данного многообразия к структуре простого произведе-
ния Mi на отрезок. Главную роль в данном методе играет трюк Уитни. Это метод,
позволяющий уничтожать точки пересечения вложенных подмногообразий, посред-
ством вложенного двумерного диска (диска Уитни) (подробнее см. [1]). Основной
проблемой распространения многомерного доказательства на случай четырехмер-
ных многообразий является невозможность применения трюка Уитни в размерности
4. Действительно, как известно, любой двумерный комплекс может быть вложен в
пятимерное пространство, и любой погруженный диск может быть произотопирован
во вложенный. Однако, в размерности 4, это уже не верно: мы можем рассматривать
диск Уитни лишь погруженным. Этот простой факт прямо рушит все многомерное
доказательство теоремы об s-кобордизме в случае многообразий размерности 4.

Для преодоления трудностей, связанных с погруженным диском Уитни, были
созданы новые методы. Наиболее эффективным оказался метод, предложенный А.
Кассоном. Суть метода заключалась в последовательном заклеивании точек само-
пересечения все новыми погруженными дисками. Этот процесс можно продолжить
бесконечно, при этом однако, окрестность полученного 2-комплекса будет представ-
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лять ручку, гомотопически эквивалентную стандартной. Эта идея была использована
М. Фридманом для доказательства 4-мерной топологической гипотезы Пуанкаре [3].

В целом, как отмечалось выше, проблема существования аналога теоремы об
s-кобордизме в размерности 4 остается открытой. Однако, в 1996 г. М. Фридман и П.
Тайхнер доказали аналог этой теоремы в классе 4-мерных многообразий, фундамен-
тальные группы которых имеют субэкспоненциальный рост (вернее, рост не выше
2n) [4].

2. Фальшивые и экзотические 4-мерные многообразия

Встает естественная задача сравнения отношений имеющихся эквивалентностей
в классе многообразий фиксированной размерности: гомотопической эквивалентно-
сти, гомеоморфности, диффеоморфности. Так, вопрос о том верно ли, что два непре-
рывно гомеоморфных гладких многообразия являются диффеоморфными, имеет по-
ложительный ответ в размерностях меньших четырех. Ситуация в размерности на-
чиная с четвертой оказывается более сложной.

Говорят, что многообразие N является фальшивой копией многообразия M , если
N и M просто гомотопически эквивалентны, но не гомеоморфны. И N называется
экзотической копией M , если N и M гомеоморфны, но не диффеоморфны.

Вопрос о существовании фальшивых и экзотических сфер представляет собой
топологический и гладкий варианты гипотезы Пуанкаре. Гладкая гипотеза Пуанка-
ре верна в размерности меньше четырех: не существует экзотических трехмерных
(и меньшемерных) сфер. Рассмотрение многомерного случая приводит к красивой
теории экзотических сфер: замечательный результат Милнора утверждает, что су-
ществует 28 7-мерных многообразий, гомеоморфных 7-мерной сфере, но не диф-
феоморфной ей. Самым интригующим остается опять-таки 4-мерный случай. Это
единственная размерность, в которой существование экзотических сфер остается от-
крытой проблемой!

Не менее удивительной оказалась ситуация с экзотическими копиями про-
странств Rn. В размерности n 6= 4 было известно, что экзотических Rn не существует
и вопрос долгое время оставался открыт в размерности 4. В 80-е годы благодаря
результатам Фридмана и Дональдсона было доказано существование бесконечного
числа гладких, попарно недиффеоморфных 4-мерных многообразий, гомеоморфных
R4. При этом, в доказательстве были существенно использованы методы матема-
тической физики: инстантоны, связности Янга-Миллса и др. (см. [5]). Несколько
более подробно. Одним из основных инвариантов односвязных 4-мерных тополо-
гических многообразий является форма пересечений – симметрическая билинейная
форма, определенная на вторых гомологиях многообразия. Классическая теорема
Уайтхеда утверждает, что два односвязных ориентированных замкнутых гладких
4-многообразия гомотопически эквивалентны тогда и только тогда, когда их фор-
мы пересечений изоморфны. В связи с этим представлялся актуальным вопрос о
перечислении симметрических билинейных форм, реализуемых как формы пересе-
чений 4-многообразий. М. Фридман показал, что любая симметрическая билинейная
форма может быть реализована как форма пересечения компактного односвязно-
го 4-многообразия и что имеется не более двух многообразий с заданной формой.
Дональдсон перечислил формы пересечения для гладких многообразий – их оказа-
лось ограниченное число. Отсюда и вытекает существование экзотических гладких
структур на R4. Структура экзотических R4 весьма сложна и занимает видное место
в современных исследованиях. Остаются открытыми многие вопросы, связанные в
подобными многообразиями. В частности, существует ли экзотическое R4, такое, что
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оно не разбивается собственно вложенным R3 на два экзотических куска (проблема
4.43 (D) [6]).

Построение фальшивых четырехмерных многообразий требует применения
иных техник. Как указывалось выше, фальшивых четырехмерных сфер не существу-
ет (четырехмерная топологическая гипотеза Пуанкаре). Часто, вопрос о гомеоморф-
ности двух гомотопных 4-многообразий является очень сложным, и проходя через
топологическую категорию, доказывается их недиффеоморфность. Одним из пер-
вых подобных примеров 4-многообразий является конструкция Кэппела-Шейнсона
(см. [2]) фальшивого проективного пространства RP 4, гомотопически эквивалент-
ного, но не диффеоморфного RP 4. Это многообразие не является кусочно-линейно
гомеоморфным RP 4.

В заключении приведем еще некоторые простые по формулировке открытые
проблемы в размерности 4, относящиеся к вопросу экзотических структур. Множе-
ство открытых проблем в данной тематике, как классических, так и современных,
можно найти в списке [6] (см. также [7]).

Проблема (4.77 [6]): Верно ли, что произведение экзотического R4 на R1 диф-
феоморфно R5?

Проблема (4.86 [6]): Верно ли, что все гладкие замкнутые 4-многообразия име-
ют более одной гладкой структуры? (Обобщение гладкой 4-мерной гипотезы Пуан-
каре).

Проблема (4.87 [6]): Верно ли, что каждое некомпактное гладкое 4-
многообразие имеет несчетное число гладких структур?

3. Гипотеза Шенфлиса

Приведем еще одну проблему, имеющую решение во всех размерностях, кро-
ме четырех. Эта проблема связана с заузливанием в коразмерности 1. Напомним,
что вложение f : Mm → Nm+n называется локально-плоским, если образ каждой
его точки в Nm+n обладает окрестностью U , такой что пара (Imf, Nm+n) гомео-
морфно (кусочно-линейно, если мы работаем в соответствующей категории) паре
(Dm ×Dn, Dm × {0}).

Гипотеза: Пусть f : Sn → Sn+1 является кусочно-линейным локально-
плоским вложением. Тогда Sn+1 \ Imf состоит из двух компонент, замыкание
каждого из которых представляет собой кусочно-линейный n-мерный шар.

Грубо говоря, гипотеза утверждает, что n-мерная сфера не может заузливаться
в n+1-мерной. Оказывается, что в размерностях n+1 6= 4 эта гипотеза оказывается
верной. А в размерности 4, опять таки, не проходят методы, применимые в меньшей
и больших размерностях.

Завершая данную заметку, еще раз отметим, что можно найти мало областей
математики, изучение которых требует столь разнообразных методов. Проблемы
4-мерной топологии приводят к сложным вопросам теории групп. Это теория роста
групп, проблемы типа Андрюса-Кертиса, нижних центральных рядов в группах. Так-
же здесь применяются многомерные методы, например, точные последовательности
хирургии, и методы теории узлов и зацеплений. Таким образом, размерность четыре
с топологической точки зрения – единственная размерность, где сталкиваются столь
разные техники и появляются вопросы, казалось бы, не относящиеся друг к другу. А
решение многих из них потребует развития еще более удивительных техник алгебры,
геометрии и топологии.
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В статье дан обзор результатов изучения алгебраических, геометрических и диффе-
ренциальных свойств кватернионных (Q) чисел и их приложений. Кратко изложены тра-
диционная и "тензорная" формы записи и представления Q-единиц. Установлена их струк-
тура, а также определены группы их преобразований, сохраняющие форм-инвариантность
правила Q-умножения. Рассмотрен ряд математических и физических приложений: приме-
нение триад Q-единиц как подвижных реперов, построение различных семейств векторных
Q-пространств, запись уравнений механики в произвольно вращающихся системах отсчета,
а также реализация модели Q-теории относительности, содержащей все эффекты специ-
альной теории относительности, но допускающей описание кинематики неинерциального
движения. Приведен перечень "кватернионных совпадений" – физических соотношений и
теорий, естественным образом связанных с математикой Q-чисел.

Введение

Открытие кватернионных (Q) чисел датируется 1843 годом и обычно связыва-
ется с именем В. Р. Гамильтона [1, 2], хотя еще в предшествующем веке в математику
Q-типа объектов вклад внесли Эйлер и Гаусс; более того, Родригес записал правило
умножения для элементов схожей алгебры [3–5]. Активное противостояние Гиббса
и Хевисайда позициям учеников Гамильтона привело к возникновению современной
векторной алгебры, позже – векторному анализу. После этого алгебра кватернионов
практически перестала служить инструментом математической физики, несмотря
на ее исключительный характер, установленный теоремой Фробениуса. В начале
20 века пал последний бастион любителей Q-чисел: распалось международное "Об-
щество содействия изучению кватернионов". Единственной реминисценцией неко-
гда знаменитых гиперкомплексных чисел явились матрицы Паули. В более позднее
время кватернионы эпизодически использовались как математический аппарат для
альтернативного описания уже известных физических моделей [6, 7] или, благодаря
удивительным по содержанию и красоте свойствам, применялись в решении задач
кинематики твердого тела [8]. Интерес к кватернионным числам существенно возрос
в последние два десятка лет с приходом нового поколения теоретиков, почувствовав-
ших в кватернионах высокий нераскрытый потенциал (e. g. [9–11]).

Данная работа представляет собой своего рода обзор направлений использо-
вания гиперкомплексных Q-чисел для описании различных физических систем, а
также перспектив в этой области. Кроме того, здесь обсуждаются конкретные физи-
ческие модели, иногда неожиданные, но, как представляется, заслуживающие вни-
мания.

Обзор организован следующим образом. В разделе 1 кратко описаны общие
соотношения алгебры кватернионов – как в традиционной Гамильтоновой формули-
ровке, так и в "тензорном" формате. Раздел 2 посвящен описанию структуры трех
"мнимых" кватернионных единиц. В разделе 3 приведены элементы дифференци-
альной Q-геометрии с примерами математических приложений. Раздел 4 посвящен
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изложению механики Ньютона во вращающихся системах отсчета, описываемых по-
средством кватернионных реперов. В разделе 5 представлена кватернионная теория
относительности и описан ряд следующих из нее кинематических релятивистских
эффектов. Раздел 6 содержит список "замечательных кватернионных совпадений",
а также заключительное обсуждение проблемы.

1. Алгебра кватернионов

Традиционный подход

По Гамильтону, кватернион есть математический объект вида

Q ≡ a + bi + cj + dk,

где a, b, c, d – действительные числа, a – множитель действительной единицы "1",
а i, j,k – три разные мнимые кватернионные единицы. Правило умножения этих
единиц, записанное еще Гамильтоном и часто повторяемое в литературе, имеет вид

1i = i1 ≡ i, 1j = j1 ≡ j, 1k = k1 ≡ k,

i2 = j2 = k2 = −1,

ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j

Эти громоздкие уравнения означают, что Q-умножение теряет коммутативность

Q1Q2 6= Q2Q1,

так что появляется понятие правого и левого умножения, но остается ассоциативным

(Q1Q2)Q3 = Q1(Q2Q3).

В кватернионе естественно выделяются две алгебраически весьма различные части,
которые можно обозначить как скалярную:

scal Q = a,

и векторную
vect Q = bi + cj + dk.

Сложение (вычитание) кватернионов осуществляется покомпонентно: отдельно скла-
дываются (вычитаются) скалярные и векторные части. По сложению Q-алгебра ком-
мутативна и ассоциативна.

Далее вводится операция кватернионного сопряжения, аналогичного сопряже-
нию комплексных чисел

Q̄ ≡ scal Q− vect Q = a− bi− cj− dk,

и определяется модуль Q-числа

|Q| ≡
√

QQ̄ =
√

a2 + b2 + c2 + d2.

Последние действия позволяют сформулировать правило деления кватернионов, ко-
торое, как и умножение, может быть "правым" и "левым"

QL =
Q1Q̄2

|Q2|2
, QR =

Q̄2Q1

|Q2|2
.
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Из формулы модуля Q-числа сразу же следует знаменитое тождество четырех квад-
ратов

|Q1Q2|2 = |Q1|2 |Q2|2 .

В силу вышеперечисленных свойств Q-числа составляют алгебру, принадлежащую
к элитной группе четырех так называемых исключительных – "очень хороших" –
алгебр: действительных, комплексных, кватернионных чисел и октав (теоремы Фро-
бениуса и Гурвица 1878-1898 г. г. [12]).

Особое внимание стоит уделить представлениям Q-единиц. В обозначениях Га-
мильтона действительная единица есть просто 1, тогда как три мнимые единицы по
аналогии с алгеброй комплексных чисел обозначены как i, j, k. Позже было найдено
простое представление этих единиц с помощью постоянных 2× 2 матриц

i = −i

(
0 1

1 0

)
, j = −i

(
0 −i

i 0

)
, k = −i

(
1 0

0 −1

)
.

Это представление, конечно, не единственное. Вот один простой пример. Если в по-
следних выражениях мнимую единицу алгебры комплексных чисел i представить
2× 2 матрицей с действительными компонентами

i =

(
0 1

−1 0

)
,

то тогда три векторные Q-единицы оказываются представленными действительными
4 × 4 матрицами. Понятно, что процедуру удвоения ранга матриц представления
можно продолжить до бесконечности.

"Тензорный" формат и представления

Если каждой Q-единице присвоить номер (подобно тому, как нумеруются ком-
поненты тензора)

(i, j,k) → (q1,q2,q3) = q, k, j, k, l, m, n, . . . = 1, 2, 3,

то кватернионное правило умножения приобретает компактный вид

1qk = qk1 = qk, qjqk = −δjk + εjknqn,

где δkn и εknj – соответственно 3-мерные (3D) символы Кронекера и Леви-Чивиты.
Далее, можно показать, что число представлений Q-единиц даже только 2 × 2 мат-
рицами бесконечно. Действительно, из двух любых 2× 2 матриц со свойствами

A =

(
a b

c −a

)
, B =

(
d e

f −d

)
, T rA = TrB = 0,

можно следующим образом сконструировать две первые Q-единицы

q1 =
A√

det A
, q2 =

B√
det B

,

при этом третья единица есть

q3 ≡ q1q2 =
AB√

det A det B
при условии Tr(AB) = 0.
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Скалярная единица всегда неизменна:

1 =

(
1 0

0 1

)
.

Преобразования Q-единиц и инвариантность правила умножения

a. Преобразования спинорного типа

Если U – оператор, изменяющий сразу все единицы, и существует ему обратный
U−1 : UU−1 = E, то преобразования

qk′ ≡ UqkU
−1 и 1′ ≡ U1U−1 = E1 = 1

оставляют правило умножения

1qk = qk1 = qk, qjqk = −δjk + εjknqn

форм-инвариантным

qk′qn′ = UqkU
−1UqnU = UδknU

−1 + εknjUqjU
−1 = δkn + εknjqj′ .

Такой оператор может быть представлен, например, 2× 2 матрицей

U =

(
a b

c d

)
, det U = 1,

или унимодулярным кватернионом

U =
a + d

2
+

√
1−

(
a + d

2

)2

q,

где

q ≡



√
1−

(
a + d

2

)2


−1 (

a−d
2

b

c −a−d
2

)
.

В общем случае это преобразование содержит 3 независимых комплексных парамет-
ра (или 6 действительных), тогда U ∈ SL(2, C). В специальном случае есть только
три действительных параметра, тогда U ∈ SU(2).

b. Преобразования векторного типа
Векторные Q-единицы могут быть преобразованы с помощью 3×3 матрицы Ok′n

qk′ = Ok′nqn.

Требование форм-инвариантности правила Q-умножения имеет следствием свойства
ортогональности и унимодулярности матрицы преобразования

Ok′nOj′n = δkn ⇒ O−1
nk′ = Ok′n, det O = 1.

Понятно, что в общем случае и это преобразование имеет 6 независимых действи-
тельных параметров, тогда O ∈ SO(3, C). В специальном случае параметров 3, тогда
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O ∈ SO(3, R). Ниже приведен вариант матрицы преобразования O, в которой x, y, z
– произвольные действительные или комплексные функции

O =




√
1− x2 − z2 −x

√
1−y2−z2+yz

√
1−x2−z2

1−z2

xy−z
√

1−x2−z2
√

1−y2−z2

1−z2

x
√

1−x2−z2
√

1−y2−z2−xyz

1−z2

−y
√

1−x2−z2−xz
√

1−y2−z2

1−z2

z y
√

1− y2 − z2


 .

Эта матрица может быть представлена как произведение трех неприводимых сомно-
жителей

O =




√
1−x2−z2

1−z2 − x√
1−z2 0

x√
1−z2

√
1−x2−z2

1−z2 0

0 0 1







√
1− z2 0 −z

0 1 0

z 0
√

1− z2







1 0 0

0
√

1−y2−z2

1−z2 − y√
1−z2

0 y√
1−z2

√
1−y2−z2

1−z2


 .

и после подстановок z ≡ sin B, x ≡ − sin A cos B, y ≡ − sin Γ cos B, где A, B, Г –
комплексные "углы" приведена к виду

O =




cos A sin A 0

− sin A cos A 0

0 0 1







cos B 0 − sin B

0 1 0

sin B 0 cos B







1 0 0

0 cos Γ sin Γ

0 − sin Γ cosΓ


 = OA

3 OB
2 OΓ

1 .

Если углы действительные: A = α, B = β, Γ = γ, то данное преобразование есть
обычное векторное вращение, составленное из трех простых поворотов вокруг орто-
гональных пронумерованных осей: O ⇒ R,R = Rα

3 Rβ
2Rγ

1 . Взаимосвязь между род-
ственными "спинорными" и "векторными" преобразованиями легко определяется:

Ok′n = −1

2
Tr(UqkU

−1qn), U =
1−Ok′nqkqn

2
√

1 + Omm′

.

Q-геометрия в трехмерном пространстве

Еще Гамильтон заметил, что триада Q-единиц ведет себя как три взаимосвя-
занных единичных вектора (длиной i), порождающих декартову систему коорди-
нат, впрочем, несколько экзотическую в силу собственной "мнимости". В связи с
этим, в 3D-пространстве триада (q1,q2,q3) будет называться кватернионным базисом
(Q-базисом). Преобразования Q-единиц имеют при этом очевидный геометрический
смысл различных поворотов Q-базиса. Пример: простое вращение на действительный
угол вокруг оси № 3

q′ = Rα
3q.

В любом Q-базисе можно определить трехмерный кватернионный вектор (Q-вектор)

a = akqk,

все компоненты которого ak здесь действительны. Важнейшее свойство Q-вектора –
его инвариантность по отношению к векторным преобразованиям из группы SO(3,R)

a′ = ak′qk′ = ak′Rk′jqj = ajqj = a.

Проекция Q-вектора на произвольную координатную ось (представленную любой
другой Q-единицей) может быть найдена двумя различными способами. Первый: ес-
ли известны, по крайней мере, один набор проекций Q-вектора и матрицы поворота
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Rnk′ , то проекции этого вектора на повернутые оси сразу определяются из соотно-
шения инвариантности

ak′ = anRnk′ .

Второй способ связан с наличием внутренней структуры Q-единиц; краткий анализ
ее дан в следующем разделе.

2. Структура кватернионных "мнимых" единиц

Собственные функции Q-единиц [13]

Любую векторную Q-единицу можно рассматривать как оператор и сформули-
ровать для нее задачу на собственные функции (СФ) и значения:

qψ = λψ, ϕq = µϕ.

Решением этой задачи являются собственные значения ("мнимая длина" Q-единицы
с делением по четности)

λ = µ = ±i,

и два набора (один для каждой четности) СФ, представимых в виде столбцов ψ± и
строк ϕ± и являющихся функциями компонент q.

Вот пример явного вида СФ: для Q-единицы, представленной матрицей

q = − i

T

(
a b

c −a

)
,

где T ≡ a2 + bc 6= 0, b 6= 0, c 6= 0, ее СФ определяются как

ϕ± = x
(

1 ± b
T±a

)
, ψ± = y

(
1

∓ c
T±a

)
,

где x, y – произвольные комплексные множители.
Возникающая в процессе расчета свобода компонент редуцирована удобным

условием нормировки
ϕ±ψ± = 1,

однако врожденным свойством СФ является их ортогональность по четности

ϕ∓ψ± = 0.

Перемножая СФ тензорным образом, можно построить 2× 2 матрицу

C± ≡ ψ±ϕ±,

обладающую свойствами, взаимными по отношению к свойствам вектора:

det C = 0, T r C = 1,

тогда как
detq = 1, T r q = 0.

Матрица C является идемпотентной

Cn = C,
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и выражается через порождающий ее единичный Q-вектор

C± =
1± iq

2
.

Обращение последнего выражения дает представление о внутренней структуре Q-
единицы

q = ±i(2C± − 1) = ±i(2ψ±ϕ± − 1),

которая, как видно, состоит из комбинации ее СФ и скалярной единицы.
Понятно, что каждая Q-единица имеет свои СФ, следовательно, любая триада

Q-единиц имеет присущий только ей набор СФ {ϕ±(k), ψ
±
(k)}. Относительного такого

набора имеется интересное алгебраическое наблюдение. Если Q-единицы связаны
между собой нелинейной комбинацией – умножением, например:

q3 = q1q2,

то соответствующие СФ, как несложно показать, зависят друг от друга линейно:

ϕ±(3) =
√∓iϕ±(1) ±

√
iϕ±(2), ψ±(3) =

√±iψ±(1) ±
√−iψ±(2).

С помощью кватернионных СФ можно представить спинорного типа преобразование
Q-единиц, оставляющее инвариантным Q-умножение, в знакомом виде

ψ±(k′) = Uψ±(k), ϕ±(k′) = ϕ±(k)U
−1,

так что СФ можно трактовать как набор специфических спинорных функций, до-
пускающих в общем случае преобразования из группы SL(2C). Также стоит отме-
тить еще одно математическое наблюдение: из пар СФ, принадлежащих разным
Q-единицам одной триады и имеющим различную четность, можно построить 24
скалярных инварианта группы SL(2C); эти инварианты являются действительными
или комплексными числами, например:

σ+
12 ≡ ϕ+

(1)ψ
+
(2) =

√
− i

2
=

1− i

2
.

Кватернионные собственные функции как проекторы

СФ действуют на свой собственный Q-базис следующим образом

ϕ±(1)q1ψ
±
(1) = ±i, ϕ±(1)q2ψ

±
(1) = 0, ϕ±(1)q3ψ

±
(1) = 0,

или, в краткой записи

ϕ±(k)qnψ±(k) = ±iδkn (нет суммирования по k).

Похоже на то, что СФ избирают проекцию порождающего их единичного
Q-вектора. Эта идея подтверждается примером действия СФ одного Q-базиса на
векторы повернутого Q-базиса

ϕ±(k)qn′ψ
±
(k) = ϕ±(k)Rn′mqmψ±(k) = ±iRn′k = ±i cos ∠(qn′ ,qk) (нет суммирования по k),

результат действия – с точностью до множителя проекция Q-базиса q′ на q. Проек-
цию в чистом виде удобно обозначить так

〈qn′〉k ≡ ∓iϕ±(k)qn′ψ
±
(k) = cos ∠(qn′ ,qk) (нет суммирования по k).
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Теперь несложно записать правило вычисления проекции любого Q-вектора а
на произвольное направление, заданное вектором qj (например, с помощью СФ по-
ложительной четности)

〈a〉+j ≡ −iak′ϕ
+
(j)qk′ψ

+
(j) = ak′Rk′j = aj (нет суммирования по j).

Таким образом, кватернионные СФ, будучи более фундаментальным, чем Q-единицы
математическим объектом с интересными свойствами, к тому же являют собой по-
лезный инструмент, который можно использовать в практических целях, в том числе,
для вычисления проекций Q-векторов.

3. Дифференциальная Q-геометрия

Кватернионная связность

Если векторы Q-базиса являются достаточно гладкими функциями параметров
qk(Φξ) (индекс ξ перечисляет параметры), то

dqk(Φ) = ωξ kjqjdΦξ,

где объект ωξ kj называется кватернионной связностью. Q-связность антисимметрич-
на по векторным индексам

ωξ kj + ωξ jk = 0,

и имеет следующее число независимых компонент

N = Gp(p− 1)/2,

где G – число параметров и p = 3 – число размерностей пространства. Если G = 6
[случай группы SO(3,C)], то N = 18; если G = 3 [случай группы SO(3,R)], то N = 9.
Q-связность можно вычислить, по крайней мере, тремя способами:

используя векторы Q-базиса ωξ kn =

〈
∂qk

∂Φξ

〉+

n

,

используя матрицы из группы SL(2C) (в общем случае) и специальное представление
постоянных Q-единиц qk̃ = −iσk, где σk – матрицы Паули

ωξ kn =

〈
U−1 ∂U

∂Φξ

qk̃ − qk̃U
∂U−1

∂Φξ

〉+

n

,

и, наконец, используя матрицы O из SO(3, C) (в общем случае)

ωξ kn =
∂Okj̃

∂Φξ

Onj̃.

Все формулы, конечно, дают один и тот же результат.
С точки зрения векторных преобразований Q-связность не является тензором.

Если qk = Okp′qp′ , то преобразованные компоненты связности выражаются через
исходные с добавлением неоднородного слагаемого

ωξ kj = Okp′Ojn′ωξ p′n′ + Ojp′
∂Okp′

∂Φξ

.
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В трехмерном случае Q-связность имеет ясную геометрическую и физическую трак-
товку, поскольку переменный Q-базис ведет себя как картанов репер. Параметры
его обычных поворотов могут зависеть от пространственных координат Φξ = Φξ(xk),
тогда ∂nqk = Ωnkjqj, и компоненты несколько модифицированной Q-связности

Ωnkj ≡ ωξ kj∂nΦξ

имеют смысл коэффициентов вращения Риччи. Параметры могут также зави-
сеть от длины линии движения Q-базиса или от времени наблюдателя. Тогда
Φξ = Φξ(t), ∂tqk = Ωkjqj, и компоненты Q-связности

Ωkj ≡ ωξ kj∂tΦξ

представляют собой обобщенные угловые скорости вращений репера.
Вот характерные примеры использования понятий Q-репера и Q-связности:
а) Репер Френе. Для гладкой кривой xk̃(s), заданной в постоянном базисе, репер

Френе представлен триадой qk, удовлетворяющей уравнениям

d

ds
q1 = RI(s)q2,

d

ds
q2 = −RI(s)q1 + RII(s)q3,

d

ds
q3 = −RII(s)q2,

в которых первая и вторая кривизны суть

RI = Ω12, RII = Ω23.

б) Закрученная прямая линия. Для заданной прямой x1̃ = u, x2̃ = x3̃ = 0, можно
построить ассоциированный с ней Q-базис так, что один вектор является касатель-
ным линии. При этом Q-связность отлична от нуля и представлена единственной
компонентой, описывающей закручивание прямой вдоль самой себя

q1 = −i

(
1 0

0 −1

)
, q2 = −i

(
0 −ie−iγ(u)

ieiγ(u) 0

)
, Ω23 =

dγ

du
,

здесь γ(u) – угол, произвольно, но гладко, зависящий от длины прямой.

Кватернионные пространства

Касательное Q-пространство [15]. Известно, что над любым N-мерным диффе-
ренцируемым многообразием UN с координатами {yA} можно построить касательное
пространство TN с координатами {X(A)} так, dX(A) = g

(A)
B dyB, где g

(A)
B – коэффициен-

ты Ламе. Отсюда дополнительным поворотом строится касательное Q-пространство
T (U,q), имеющее координаты {xk}, k = 1,2,3, ассоциированные с векторами Q-репера

dxk = hk(A)dX(A) = hk(A)g
(A)
B dyB,

где hk(A) – вообще говоря, неквадратные матрицы, нормируемые с помощью проек-
торов базового пространства на трехмерное.

Собственно кватернионное пространство U3 определяется как 3D-пространство,
локально идентичное собственному касательному пространству T (U3,q). Q-
пространство имеет следующие основные характеристики. Его Q-метрика представ-
лена векторной частью правила Q-умножения qjqk = −δjk + εjknqn, она несим-
метрична, ее антисимметричная часть является Q-оператором (матрицей), так что
каждая точка U3 имеет внутреннюю кватернионную структуру. Q-связность U3
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может быть: (i) собственной (метрической) Ωnkj ≡ ωξkj∂nΦξ, для переменного
Q-базиса она всегда отлична от нуля, и (ii) аффинной (неметрической), не зави-
сящей от Q-базиса. Q-кручение в обоих случаях не исчезает, тогда как Q-кривизна
rknab = ∂aΩbkn−∂bΩakn+ΩajnΩbjk−ΩbjkΩajn для метрической Q-связности тождествен-
но равна нулю, но может присутствовать в пространстве аффинной Q-связности.

С введением понятие Q-пространства возникает новая область исследований
дифференцируемых многообразий и пространств. Так, в предварительной класси-
фикации Q-пространств по наличию и природе кривизны, кручения и неметрич-
ности различаются, по меньшей мере, 10 различных семейств [15]. Кроме того,
Q-пространства могут быть нетривиальным фоном для построения теорий и решения
задач классической и квантовой физики.

4. Механика Ньютона в Q-базисе

Уравнения динамики во вращающемся репере [16]

Наделенный часами Q-базис становится классической (нерелятивистской) си-
стемой отсчета. Для инерциального наблюдателя динамические уравнения класси-
ческой механики могут быть записаны в постоянном Q-базисе

m
d2

dt2
xk̃qk̃ = Fk̃qk̃.

SO(3, R)-инвариантность двух Q-векторов – радиус-вектора r ≡ xkqk и силы
F ≡ Fkqk позволяют представить эти уравнения в векторной кватернионной форме

m
d2

dt2
(xkqk) = Fkqk, или mr̈ = F

В явном виде эти уравнения имеют достаточно сложную структуру

m(
d2

dt2
xn + 2

d

dt
xkΩkn + xk

d

dt
Ωkn + xkΩkjΩjn) = Fn

которая, тем не менее, поддается упрощению и физической интерпретации. Благо-
даря антисимметрии связности (обобщенной угловой скорости)

Ωj ≡ Ωkn
1

2
εknj, Ωkn = Ωjεknj,

уравнения динамики можно переписать в векторных компонентах

m(an + 2vkΩjεknj + xk
d

dt
Ωjεknj + xkΩjΩmεjkpεmpn) = Fn

или с помощью привычной векторной символики

m(~a + 2~Ω× ~v +~̇Ω× ~r + ~Ω× (~Ω× ~r)) = ~F .

В слагаемых левой части, казалось бы, легко узнать четыре классических ускорения:
линейное, кориолисово, угловое и центростремительное. Однако, такая традиционная
интерпретация верна только для простого вращения; в случае комбинации многих
вращений репера число компонент обобщенных ускорений подобного вида оказывает-
ся значительно больше, а сами уравнения существенно сложнее. Стоит заметить, что
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вывод уравнений для самых сложных вращений с использованием понятий Q-базиса
и Q-связности чрезвычайно прост.

Примеры Q-формулировки задач классической механики

Следящий Q-базис – это репер, один из векторов которого, например q1 всегда
направлен на наблюдаемую частицу. Динамические уравнения для этого случая в
явном виде записываются следующим образом

r̈ − r(Ω2
2 + Ω2

3) = F1/m,

2ṙΩ3 + rΩ̇3 + rΩ2Ω1 = F2/m,

2ṙΩ2 + rΩ̇2 + rΩ1Ω3 = −F3/m.

Компоненты Q-связности заданы как функции углов двух поворотов, первого (угол
α) – вокруг вектора q3, второго (угол β) – вокруг q2

Ω1 = α̇ sin β, Ω2 = −β̇, Ω3 = α̇ cos β.

Метод следящего Q-базиса удобен для решения ряда механических задач, связанных
с вращением – иной раз весьма сложным – наблюдаемых объектов и систем отсчета.
Вот иллюстрация.

Вращающийся осциллятор. Ищется закон движения r(t) гармонического осцил-
лятора (масса m, упругость пружины k) имеющего свободу движения вдоль твердого
гладкого стержня, вращающегося в плоскости вокруг одного своего конца (точки
крепления пружины) с угловой скоростью ω; точка равновесия находится на рассто-
янии l от центра вращения, сил тяжести нет. Радиальное и касательное динамические
уравнения в следящем Q-базисе (F – неизвестная сила реакции стержня)

r̈ − rω2 = − k

m
(r − l), 2ṙω =

1

m
F,

имеют следующее семейство решений:

(i) r(t) = r0 + v0t + at2

масса квадратично (или линейно) по времени движется в сторону от центра враще-
ния,

(ii) r(t) = const + Aeiwt + Be−iwt, w ≡
√

k/m− ω2

здесь три различные ситуации в зависимости от соотношения величин под радика-
лом:

– r = const,
– гармонические колебания,
– экспоненциальное по времени удаление от центра вращения.
Интересно, что варианты поведения вращающегося классического осциллятора

при l = 0 в точности сходны с вариантами поведения четырех известных космологи-
ческих моделей Эйнштейна-ДеСиттера-Фридмана, рассматриваемых в рамках общей
теории относительности.
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5. Построение кватернионной теории относительности

Гиперболические вращения и бикватернионы [17]

Выше было отмечено, что SO(3,C)-преобразования Q-единиц допускают наличие
чисто мнимых параметров. При этом повороты становятся гиперболическими (H –
от hyperbolic); например, простое H-вращение q′ = Hψ

3 q осуществляется матрицей
вида

Hψ
3 =




cosh ψ −i sin ψ 0

i sin ψ cosh ψ 0

0 0 1


 ,

а 2× 2 -матрицы представления Q-единиц теряют свойство антиэрмитовости:

q1′ = −i

(
0 eψ

e−ψ 0

)
.

Здесь уместно вспомнить о так называемых бикватернионных (BQ) векторах. BQ-
вектор определяется как Q-вектор с комплексными компонентами u = (ak + ibk)qk.
Очевидно, что для векторов такого типа не всегда можно определить норму (или
модуль). Но среди всех BQ-векторов есть подмножество "хороших" BQ-векторов с
определяемой нормой u2 = b2 − a2. Эти векторы оказываются форм-инвариантными
относительно преобразований подгруппы SO(2, 1) ⊂ SO(3, C), и в частности, отно-
сительно простых H-вращений q′ = Hqu = ukqk = uk′qk′ , но только при условии
ортогональности друг другу взаимно-мнимых составляющих akbk = 0.

Кватернионная теория относительности

Сделанные выше наблюдения позволяют предположить существование
пространственно-временного BQ-векторного "интервала"

dz = (dxk + idtk)qk,

имеющего специфические свойства:
(i) интервал времени задается мнимым вектором,
(ii) пространство-время модели оказывается шестимерным (6D),
(iii) вектор перемещения частицы и вектор соответствующего изменения време-

ни должны быть всегда перпендикулярны друг другу dxkdtk = 0.
BQ-вектор-интервал при этом есть инвариант SO(2, 1) ⊂ SO(3, C), как, конечно,

и его квадрат (отличающийся от квадрата нормы лишь знаком) dz2 = dt2 − dr2,
последний в точности повторяет вид интервала пространства-времени специаль-
ной теории относительности Эйнштейна. Таким образом построенная 6D-модель
изначально получила название кватернионной теории относительности. Времен-
ная и пространственная переменные симметричным образом входят в выражение
BQ-вектора-интервала, а связанная с ними триада Q-единиц описывает релятивист-
скую систему отсчета Σ ≡ (q1,q2,q3). Переход от одной системы отсчета к другой
осуществляется с помощью уравнений поворота вида Σ′ = OΣ, где матрица O при-
надлежит SO(2, 1) и представляет собой упорядоченное произведение матриц дей-
ствительных и гиперболических поворотов; в связи с этим теорию можно было бы
назвать (и может быть, более корректно) "вращательной" теорией относительности.



Гиперкомплексные числа в геометрии и физике, 1, 2004 123

Смысл простого H-вращения немедленно раскрывается при записи первой строки
уравнения Σ′ = Hψ

3 Σ в явном виде

iq1′ = i cosh ψ(q1 + tanh ψq2).

Если, как в специальной теории относительности, cosh ψ = dt/dt′, то

idt′q1′ = idt(q1 + V q2),

что означает движение системы отсчета Σ′ относительно Σ со скоростью V вдоль
направления q2. Легко проверить, что из SO(2, 1) -поворотов Q-систем отсчета в точ-
ности следуют преобразования Лоренца для изменений координат, а следовательно,
все кинематические эффекты специальной теории относительности.

Здесь стоит заметить, что параметры действительных и гиперболических пово-
ротов могут быть переменными, например, зависеть от времени наблюдателей. Это
позволяет предположить, что в рамках данной теории имеется возможность опи-
сания неинерциальных движений. Анализ уравнений поворота показывает, что это
предположение полностью оправдывается. Так, движение постоянно ускоренной си-
стемы отсчета относительно инерциальной (гиперболическое движение), неоднократ-
но рассмотренное в литературе с привлечением условий, дополнительных к специ-
альной теории относительности, в кватернионной теории анализируется естественно
и просто, причем с позиций любой из двух систем отсчета [18].

Задача кинематики другого неинерциального движения – релятивистского кру-
гового движения – полностью и точно решается с помощью уравнения поворота
Σ′ = H

ψ(t)
2 R

α(t)
1 Σ, где Σ′ – система отсчета, вращающаяся по окружности вокруг

неподвижной системы отсчета Σ. Эта задача может быть решена как с позиции
инерциального наблюдателя, при этом результирующие соотношения имеют вид

t =

∫
dt′ cosh ψ(t′), α(t) =

1

R

∫
dt′ tanh ψ(t′),

atan(t) =
1

cosh2 ψ

dψ

dt
, anorm(t) = R

(
dα(t)

dt

)2

,

так и с точки зрения наблюдателя в произвольно движущейся по круговой орбите
системе отсчета.

Решение задачи о "классической" прецессии Томаса в рамках СТО, но также
с введением дополнительных условий, в кватернионной теории записывается в одну
строчку – первую строку матрицы уравнения поворота Σ′′ = R

−α(t)
1 Hψ

2 R
α(t)
1 Σ, при

этом, конечно, получается верное значение частоты прецессии

ωT = (1− cosh ψ) ≈ −1

2
ωV 2.

Более того, в рамках кватернионной теории относительности оказывается воз-
можным описать прецессию Томаса для векторов, движущихся по траекториям об-
щего вида. Базой решения проблемы, как всегда, является уравнение поворота, в
данном случае естественно обобщенное: Σ′′ = R−θ(t)Hψ(t)Rθ(t)Σ, здесь θ(t) – угол
мгновенного поворота. Существенным также оказывается требование перпендику-
лярности оси гиперболического поворота к плоскости, образованной радиус-вектором
наблюдаемого репера и вектором его скорости. При этом формула переменной во
времени частоты общей прецессии Томаса имеет вид

ΩT =
d

dt
(θ − θ′).
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Примером такой прецессии Томаса может служить кажущееся смещение пери-
гелия Меркурия, расчет дает следующую величину ∆ε = 2, 7′′/100 лет.

Универсальный характер движения тел (включая неинерциальные движения) в
кватернионной теории относительности располагает к поиску новых кинематических
эффектов релятивизма. Один из эффектов можно подметить в движении спутников
планет Солнечной системы. Относительная скорость Земли и другой планеты со
временем изменяется и иногда достигает значительной величины, до известной сте-
пени сопоставимой с величиной фундаментальной скорости. Это может привести к
расхождениям между расчетными и наблюдаемыми с Земли кинематическими ве-
личинами, характеризующими циклические процессы на данной планете или вблизи
нее. В частности, должно иметь место кажущееся отклонение положения спутни-
ка планеты от расчетной позиции. Такое угловое отклонение рассчитано; оно, как
оказалось, линейно зависит от времени наблюдения, то есть эффект накапливается

∆ϕ ≈ ωVEVP

c2
t,

здесь ω – угловая скорость движения спутника вокруг планеты, V – линейные скоро-
сти Земли и планеты относительно Солнца. Величина эффекта такова. Для ближай-
шего к Юпитеру и самого "быстрого" его спутника ∆ϕ ∼= 12′ за 100 земных лет; для
спутника Марса (Фобос) ∆ϕ ∼= 20′ за 100 земных лет [19]. Оба значения представля-
ются достаточно большими, и не исключено, что эффект может быть обнаружен в
результате длительного точного наблюдения.

Можно сказать, что пространственно-временная модель и кинематика кватер-
нионной теории относительности на сегодняшний день достаточно детально разра-
ботаны и могут служить эффективным аппаратом для вычисления многих реляти-
вистских эффектов. Но пока не сформулирована соответствующая релятивистская
динамика, нет кватернионной теории поля; Q-гравитация, электромагнетизм, слабые
и сильные взаимодействия остаются отдаленными проектами. Однако, есть надежда,
что это только начало пути, и теория "повзрослеет". Эта надежда поддерживается
наблюдением ряда примечательных "кватернионных совпадений", образующих пока
не слишком связную мозаику физико-математических фактов. Весьма возможно, что
со временем она превратится в логически стройную схему, расширяющую инструмен-
тарий и понимание законов физики.

6. Замечательные "кватернионные совпадения"

Есть, по крайней мере, пять таких совпадений (все они приведены ниже), заме-
ченных разными авторами в разное время.

1. Уравнения Максвелла как условия аналитичности функций кватернионного
переменного.

В 1937 году Фютер [20] заметил, что уравнения Коши-Римана ∂f/∂z∗ = 0, опре-
деляющие дифференцируемость функции комплексного переменного и физически
моделирующие плоское движение жидкости без источников и вихрей, имеют следу-
ющий кватернионный аналог

(
i
∂

∂t
− qk̃

∂

∂xk̃

)
H = 0, H = (Bñ + iEñ)qñ.
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Удивительный факт состоит в том, что соответствующей физической моделью ока-
зываются уравнения классической электродинамики Максвелла в вакууме

div ~E = 0, div ~B = 0, rot ~E − ∂ ~B

dt
= 0, rot ~B +

∂ ~E

dt
= 0.

2. Классическая механика во вращающихся системах отсчета.

Компактная форма уравнений Ньютона в кватернионном репере описана выше,
в разделе 4. Остается подчеркнуть, что естественно возникающая и внешне прими-
тивная запись уравнений динамики

mr̈ = F

скрывает любые по сложности комбинации вращений системы отсчета или наблюда-
емого тела. Использование дифференциальных кватернионных объектов позволяет
быстро получить явный вид этих уравнений, каждое слагаемое которых имеет оче-
видную физическую трактовку.

3. Кватернионная теория относительности.

1:1 изоморфизм группы Лоренца, ассоциируемой со специальной теорией отно-
сительности, и группы инвариантности кватернионного умножения SO(3, C) имеет
следствием появление нестандартной кватернионной теории относительности с сим-
метричным 6-мерным пространством-временем. Эта теория происхождением, моде-
лью, возможностями и математическим аппаратом сильно отличается от специаль-
ной теории относительности Эйнштейна, но предсказывает абсолютно одинаковые
с ней кинематические эффекты. Инвариантность специфического бикватернионного
векторного "интервала" dz = (dxkn + i dtk)qk относительно подгруппы SO(2, 1) с,
вообще говоря, переменными параметрами позволяет рассчитывать релятивистские
эффекты неинерциального движения систем отсчета.

4. Уравнения Паули [21].

Если рассматривать квантовую частицу с электрическим зарядом e, массой m,
и обобщенным импульсом

Pk ≡ −i~
∂

∂xk

− e

c
Ak

в простейшем кватернионном пространстве (все параметры постоянны, связность,
кручение и кривизна равны нулю), то гамильтониан такой частицы, вычисляемый с
помощью Q-метрики

H ≡ − 1

2m
PkPmqkqm

оказывается точной копией функции Гамильтона уравнения Паули

H =
1

2m

(
~p− e

c
~A
)2

− e~
2mc

~B · ~σ,

при этом спиновое слагаемое сразу же имеет в качестве коэффициента магнетон
Бора.
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5. Напряженность поля Янга-Миллса.

Если в произвольном кватернионном пространстве из компонент связности Ωamn

(индексы a, b, c нумеруют координаты базового Q-пространства, индексы j, k, m, n ну-
меруют векторы касательных триад), построить некоторый "потенциальный" вектор

Aka ≡ 1

2
εkmnΩamn,

а из компонент кватернионной кривизны

rknab = ∂aΩbkn − ∂bΩakn + ΩajnΩbjk − ΩbjkΩajn

аналогичным образом построить вектор "напряженности"

Fkab ≡ 1

2
εkmnrmnab,

то эти два геометрических объекта оказываются связанными между собой точно так
же, как напряженность и потенциал поля Янга-Миллса

Fkab ≡ ∂bAka − ∂aAkb + εkmnAmaAnb.

Нужно отметить, что для Q-пространств с метрической (не аффинной) связностью
кривизна, а с ней и "напряженность" тождественно равны нулю.

Обсуждение

Кватернионы, конечно, в первую очередь – математические объекты, и задача
развития их алгебры, анализа и геометрии, в известном смысле, самодостаточна. Но
новейшая история науки удостоверяет: как только речь заходит о геометрии, тем
более, дифференциальной, присутствие физики становится неизбежным. Есть из-
вестное мнение, что пионером геометризации физики был Эйнштейн, предложивший
свою общую теорию относительности. Но известно также, что Максвелл сформули-
ровал свою электродинамику именно на языке кватернионов, удобном для описания
"напряжений эфира", каковыми представлялись векторы напряженности электро-
магнитного поля. Этот более чем геометричный язык был потом заброшен на многие
десятилетия.

Предложенные в данном обзоре аспекты кватернионной математики еще раз
указывают на "родственные связи" физики и геометрии: от описания вращений
систем отсчета в классической механике и теории относительности до проявлений
структуры кватернионных пространств в уравнениях Паули и в теории Янга-Миллса.

Богатство предоставляемых Q-подходом возможностей и появляющиеся с его
использованием нетрадиционные физические модели типа 6-мерного пространства-
времени или упомянутые выше совпадения могут вызвать отношение к кватернионам
как всего лишь математической игре, своего рода элементам "лего", из которых мож-
но построить немало экзотических конструкций. Но на этот счет есть два следующих
соображения.

1) Несмотря на свою модельную нестандартность Q-метод позволяет решать
физические задачи, так что это – практически полезный инструмент. Характерный
пример: "врожденный" экспоненциальный характер представления простых враще-
ний здесь приводит к простому описанию сложения поворотов, включая, конечно,
и "мнимые" повороты, описывающие релятивистские бусты. Стоит напомнить, что
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суммирование обычных поворотов в классической механике являет собой не слишком
простую задачу.

2) Все физические кватернионные теории не мучительно придумываются, а воз-
никают просто и естественно, как отражение законов природы в математике. Привер-
женец пифагорейской философии "мир есть число" увидел бы здесь дополнитель-
ный аргумент в свою пользу. И действительно, Q-алгебра, последняя ассоциативная
алгебра, отлично подходит для описания физических величин, а они – пока что все
до единой – ассоциативны по умножению, от наблюдаемых кинематических и дина-
мических, до порожденных теориями тензорных и спинорных.

Все эти обстоятельства позволяют надеяться, что дальнейшие усилия в исследо-
вании отношения "кватернионы – законы физики" когда-то перерастут в широкую
научную программу. Еще один скромный, но настойчивый шаг в этом направлении
сделан недавно, когда автору данного обзора в рамках кватернионной теории удалось
найти точное решение задачи релятивистского осциллятора. Детали решения будут
опубликованы в одной из последующих работ.
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Произвольная триформа приводится к каноническому виду. Требование существова-
ния двухпараметрической абелевой группы Ли – группы симметрии триформы, позволи-
ло выделить те триформы, которые соответствуют тричислам, и найти все тричисла, куб
нормы которых в специальной системе координат есть невырожденная триформа. Таких
систем гиперкомплексных чисел всего (с точностью до изоморфизма) две: C3,H3. Их мож-
но рассматривать, как обобщение комплексных и двойных (гиперболических) бичисел на
тричисла.

Введение

Одним из исходных понятий как математики, так и физики, является дей-
ствительное (вещественное) число. Ассоциативно-коммутативные n-мерные гипер-
комплексные числа над полем действительных чисел, которые для краткости будем
называть n-числами, являются обобщением этого понятия, причем комплексные чис-
ла, очень хорошо зарекомендовавшие себя при решении задач математической и тео-
ретической физики, есть частный случай таких гиперкомплексных чисел, бичисел. К
сожалению, n-числа при n > 2 недостаточно изучены. Есть надежда, что, обладая та-
кими упрощающими работу свойствами как ассоциативность и коммутативность, но
достаточно сложной в некоторых случаях геометрией, ассоциативно-коммутативные
гиперкомплексные числа найдут свое нетривиальное применение в математике и фи-
зике. Для n > 2 сама классификация и выбор n-чисел для математических исследова-
ний в расчете на дальнейшее применение в физике представляет не простую задачу.
Один из способов ее решения – это формулировка дополнительных условий, которые
бы из всего множества n-чисел выделяли более узкий, но заведомо значимый класс.
Одним из таких условий может быть требование существования такого специального
базиса, в котором бы координаты n-чисел были, в некотором смысле, равноправны,
например, норма в этих координатах не зависела от перестановки координат или
более сильное требование – n-ая степень нормы n-чисел в таких специальных коор-
динатах должна быть невырожденной n-формой этих координат. В данной работе
для краткости под n-формой координат n-мерного линейного пространства будем
понимать сверхсимметрическую полилинейную форму n-го порядка, все аргументы
которой равны одному и тому же вектору. Сверхсимметричность формы подразу-
мевает существование такого базиса, в котором симметрическая форма n-векторных
аргументов не меняется при перестановке координат. Невырожденность формы бу-
дем понимать как требование невозможности представить ее как некоторую целую
степень формы более низкого порядка. Ниже мы будем часто опускать слово "невы-
рожденная", говоря просто о n-форме. Настоящая работа посвящена изучению три-
чисел, то есть ассоциативно-коммутативных гиперкомплексных чисел вида

X = x1 + x2 · e2 + x3 · e3, (1)
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где e2, e3 – символьные элементы, а x1, x2, x3 – действительные числа, координаты в
базисе e1 ≡ 1, e2, e3 . Если число X допускает экспоненциальное представление

X = ρ · exp(α · e2 + β · e3), (2)

где ρ > 0, α, β – действительные числа, то величину ρ естественно назвать модулем
тричисла X. Будем искать только те тричисла, для которых в некотором специаль-
ном базисе (это необязательно базис e1 ≡ 1, e2, e3) куб нормы ρ(x1, x2, x3) является
невырожденной триформой координат, то есть

ρ3 = Ω(x1, x2, x3; ω1, ω2, ω3), (3)

где триформа общего вида

Ω(x1, x2, x3; ω1, ω2, ω3) = ω1Ω1(x1, x2, x3) + ω2Ω2(x1, x2, x3) + ω3Ω3(x1, x2, x3) (4)

есть произвольная линейная комбинация с действительными коэффициентами ωi

(i = 1, 2, 3) при базисных триформах:

Ω1(x1, x2, x3) ≡ x3
1 + x3

2 + x3
3 (5)

Ω2(x1, x2, x3) ≡ x1x
2
2 + x1x

2
3 + x2

1x2 + x2x
2
3 + x2

1x3 + x2
2x3 (6)

Ω3(x1, x2, x3) ≡ x1x2x3. (7)

Заметим, что симметрическая кубическая форма от трех векторных аргументов,
линейная по каждому аргументу, в трехмерном пространстве содержит не три, а
десять произвольных действительных параметров, то есть является более общим
понятием, чем сверхсимметрическая триформа, и приводит к форме более общей,
чем триформа (4). Требование невырожденности триформы означает

Ω(x1, x2, x3; ω1, ω2, ω3) 6= Ω(x1, x2, x3; ω1, ω2, ω3) ≡ ω · (x1 + x2 + x3)
3. (8)

В дальнейшем будем подразумевать под триформами невырожденные трифор-
мы или оговаривать обратное особо.

Умножение числа X на унимодулярное число X1 дает число

Y = X1 ·X, (9)

(9) модуль которого равен модулю числа X, а значит для таких рассматриваемых
тричисел

Ω(y1, y2, y3; ω
′
1, ω

′
2, ω

′
3) = Ω(x1, x2, x3; ω1, ω2, ω3). (10)

Таким образом, для того чтобы куб нормы тричисла являлся триформой, мно-
жество унимодулярных чисел этой гиперкомплексной системы должно образовывать
двухпараметрическую непрерывную абелеву группу Ли (группу симметрии, сохра-
няющую вид триформы), состоящую из линейных преобразований (9) координатного
пространства рассматриваемых тричисел.

Предположим, что для определенных значений параметров триформы (4) най-
дена группа симметрии, двухпараметрическая абелева группа непрерывных линей-
ных преобразований с генераторами E2, E3 – действительными квадратными матри-
цами 3× 3. Тогда, как известно, сами линейные преобразования определяются через
генераторы матрицей Â по формуле

Â = exp(α · Ê2 + β · Ê3), (11)
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где α, β – действительные параметры. Пусть при этом для генераторов выполняются
правила умножения

Êi · Êj = pk
ij · Êk, (12)

где i, j, k = 1, 2, 3; Ê1 – единичная матрица (генератор общего масштабного пре-
образования), pk

ij – некоторые действительные числа, по дважды встречающемуся
индексу происходит суммирование. Тогда Ê1Ê2, Ê3 можно рассматривать как пред-
ставление базисных элементов e1 ≡ 1, e2, e3 некоторой системы тричисел, а значит
представление самой системы таких чисел в координатном линейном трехмерном
пространстве x1, x2, x3 в виде действительных квадратных матриц 3 × 3. Очевидно,
что закон умножения базисных элементов e1 ≡ 1, e2, e3 будет иметь тот же вид (12)
с теми же характеристическими числами pk

ij

ei · ej = pk
ij · ek. (13)

Теперь мы можем записать числа, представимые в экспоненциальном виде (2).
Координатное линейное пространство x1, x2, x3 не обязательно должно вводится в
том же самом базисе, то есть по формуле (1). Поэтому в общем случае возникает
следующее соотношение для чисел представимых в экспоненциальном виде

x1 · e′1 + x2 · e′2 + x3 · e′3 = ρ · exp(α · e2 + β · e3), (14)

где e′1, e
′
2, e

′
3 – базис в общем случае отличный от e1 ≡ 1, e2, e3, причем e′1 может не

быть действительной единицей. Используя три координатных соотношения (14) и
исключая два действительных параметра α, β, получим выражение для куба нормы
через координаты x1, x2, x3

ρ3 = f(x1, x2, x3). (15)

Если справа в этой формуле стоит исходная триформа, то найдены тричисла,
ей соответствующие.

1. Приведение триформы к каноническому виду

Кроме общего масштабного преобразования, существуют лишь одно непрерывно
связанное с тождественным линейное преобразование координат, с помощью которо-
го произвольная триформа переходит опять в триформу. Запишем это преобразова-
ние в матричной форме




x1

x2

x3


 =

1

3q




p + 2 p− 1 p− 1

p− 1 p + 2 p− 1

p− 1 p− 1 p + 2







y1

y2

y3


 , (16)

где q – произвольное положительное действительное число, а

p ≡ q3. (17)

В новых переменных после преобразования (16) триформа Ω(x1, x2, x3; ω1, ω2, ω3)
будет иметь вид

Ω(x1, x2, x3; ω1, ω2, ω3) = Ω(y1, y2, y3; ω
′
1, ω

′
2, ω

′
3), (18)
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где

ω′1 ≡ u · (w1p
3 + 3w2p + 2w3),

ω′2 ≡ 3u(w1p
3 − w3),

ω′3 ≡ 3u(2w1p
3 − 3w2p + 4w3),





(19)

u ≡ 1

27p
(20)

w1 ≡ 3ω1 + 6ω2 + ω3,

w2 ≡ 6ω1 − ω3,

w3 ≡ 3ω1 − 3ω2 + ω3.





(21)

Конечно, классификацию триформ (приведение к каноническому виду) можно
проводить по-разному. Будем исходить из того, что триформы, связанные линей-
ным невырожденным преобразованием координат, не изменяющим значения самой
триформы, эквивалентны – отличаются друг от друга лишь выбором базиса в трех-
мерном линейном пространстве x1, x2, x3, то есть выбором базисных (символьных)
элементов в пространстве тричисел. При приведении триформ к каноническому виду
будем рассматривать не все линейные невырожденные преобразования, а лишь три
возможные: во-первых, преобразование (16); во-вторых, дискретное преобразование
– изменение знака у всех трех координат одновременно; в-третьих, общее масштаб-
ное преобразование – умножение одновременно всех трех координат на одно и тоже
действительное положительное число – именно в этой последовательности. Базисные
формы (5) – (7) в силу их выделенности сразу причислим к каноническим.

Итак, рассмотрим триформу общего вида (4) и перейдем с помощью линей-
ного преобразования (16) к новым координатам. Так как связь между величинами
wi и параметрами триформы ωi взаимнооднозначная, будем стараться уменьшить
число параметров триформы в новых координатах, перебирая различные варианты,
используя величины wi и формулы (19).

1). Если
sign(w1) = sign(w2) 6= 0, (22)

то с помощью линейного преобразования координат (16) со значением параметра

p = 3

√
w3

w1

(23)

исходную триформу можно привести к виду Ω(y1, y2, y3; ω
′
1, 0, ω

′
3).

2). Если
sign(w1) = −sign(w3) 6= 0, (24)

то всегда найдутся два преобразования (16), с помощью одного из которых мож-
но обнулить ω′1, а с помощью второго можно обнулить ω′3, при этом в том и
другом случае параметр ω′2 получается строго неравным нулю при любом значе-
нии w2. Таким образом, в качестве результата приходится выбирать либо форму
Ω(y1, y2, y3; 0, ω

′
2, ω

′
3), либо эквивалентную ей триформу Ω(y1, y2, y3; ω

′
1, ω

′
2, 0). Для то-

го чтобы исключить неоднозначность, будем всегда выбирать первый вариант, то
есть триформу Ω(y1, y2, y3; 0, ω

′
2, ω

′
3), при этом параметр p в преобразовании (16) есть

действительный положительный корень кубического уравнения

w1p
3 + 3w2p + 2w3 = 0. (25)
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Остается рассмотреть случаи, когда величины обращаются в нуль по отдельно-
сти или обе одновременно.

3). Если
w1 = 0, sign(w2) = −sign(w3) 6= 0, (26)

то триформа может быть приведена с помощью преобразования (16) к виду
Ω(y1, y2, y3; 0, ω

′
2, ω

′
3), причем ω′2 6= 0 и ω′3 6= 0, а

p = −2w3

3w2

. (27)

4). Если
w1 = 0, sign(w2) = sign(w3) 6= 0, (28)

то триформа с помощью преобразования (16) может быть приведена к виду
Ω(y1, y2, y3; ω

′
1, ω

′
2, 0), причем ω′1 и ω′2 6= 0, а

p =
4w3

3w2

. (29)

5). Если
w1 = 0, w2 = 0, w3 6= 0. (30)

то
ω′1 = 2uw3, ω′2 = −3uw3, ω′3 = 12uw3. (31)

В этом случае триформа имеет вид Ω(x1, x2, x3; ω1,−3
2
ω1, 6ω1), преобразование

координат (16) переводит ее в Ω(y1, y2, y3; ω
′
1,−3

2
ω′1, 6ω

′
1) с ω′1 6= 0, то есть преобразо-

вание (16) в данном случае сводится обшемасштабному преобразованию.

6). Если
sign(w1) = −sign(w2) 6= 0, w3 = 0, (32)

то преобразование (16) с параметром

p =

√
−3w2

w1

(33)

переводит исходную триформу в триформу вида Ω(y1, y2, y3; 0, ω
′
2, ω

′
3), причем ω′2 6= 0,

ω′3 6= 0.

7). Если
sign(w1) = sign(w2) 6= 0, w3 = 0, (34)

то триформа приводится линейным преобразованием (16) с

p =

√
3w2

2w1

(35)

к виду Ω(y1, y2, y3; ω
′
1, ω

′
2, 0), причем ω′1 6= 0, ω′2 6= 0.

8). Если
w1 6= 0, w2 = 0, w3 = 0, (36)

то
ω′1 = uw1p

3, ω′2 = 3uw1p
3, ω′3 = 6uw1p

3, (37)
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и значит в этом случае триформа Ω(x1, x2, x3; ω1, 3ω1, 6ω1) преобразованием (16) пере-
водится в триформу Ω(y1, y2, y3; ω

′
1, 3ω

′
1, 6ω

′
1), где sign(ω′1) = sign(ω1). Таким образом,

преобразование (16) в данном случае сводится к умножению исходной триформы на
действительное положительное число, то есть к общему масштабному преобразо-
ванию. Эту форму мы исключим при построении тричисел, так как она является
вырожденной (8).

9). Осталось рассмотреть вариант

w1 = 0, w2 6= 0, w3 = 0, (38)

тогда

ω′1 = 3 · u · w2 · p =
w2

9
= ω1, ω′2 = ω2 = 0, ω′3 = −9 · u · w2 · p = −w2

3
= −3ω1, (39)

то есть триформа Ω(x1, x2, x3; ω1, 0,−3ω1) переводится преобразованием (16) с про-
извольным p в триформу Ω(y1, y2, y3; ω

′
1, 0,−3ω′1). Таким образом, в данном случае

преобразование (16) не меняет параметры триформы, то есть это преобразование
является преобразованием симметрии триформы Ω(x1, x2, x3; ω1, 0,−3ω1).

Дальнейшее упрощение триформы можно произвести, умножая ее на произ-
вольное действительное число неравное нулю. Такая операция сводится к двум: из-
менению знака сразу у всех координат и общему масштабному преобразованию. В
результате, один из коэффициентов ω′i 6= 0 триформы можно сделать равным еди-
нице, то есть произвести нормировку формы. Предложенная схема 1) – 9) вместе с
нормировкой не противоречит выделению в качестве канонических трех базисных
форм и введению понятия вырожденности, так как данный алгоритм переводит ба-
зисные формы (5) – (7) в те же самые базисные формы, а вырожденную триформу
– в вырожденную.

Итак, в результате мы пришли к следующему утверждению. Изучение трифор-
мы общего вида Ω(x1, x2, x3; ω1, ω2, ω3) сводится к изучению 8-ми канонических три-
форм:

Ω(x1, x2, x3; 1, 0, 0) ≡ Ω1(x1, x2, x3); (40)

Ω(x1, x2, x3; 0, 1, 0) ≡ Ω2(x1, x2, x3); (41)

Ω(x1, x2, x3; 0, 0, 1) ≡ Ω3(x1, x2, x3); (42)

Ω(x1, x2, x3; 1,−3

2
, 6); (43)

Ω(x1, x2, x3; 1, 3, 6) ≡ (x1 + x2 + x3)
3, (вырожденная); (44)

Ω(x1, x2, x3; 1, ω, 0), ω ∈ [−1

2
; 0) ∪ (0; 1; ] (45)

Ω(x1, x2, x3; 1, 0, ω), ω 6= 0; (46)

Ω(x1, x2, x3; 0, 1, ω), ω 6= 0. (47)

Условие на параметр ω (45) для 6-ой канонической триформы необходимо, что-
бы исключить неопределенность, которая существует при рассмотрении варианта 2)
значений параметров триформы общего вида. Условие ω 6= 0 для 6-ой, 7-ой и 8-мой
канонических триформ необходимо, чтобы исключить базисные триформы, которые
уже причислены к каноническим.
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2. Триформы, которые могут соответствовать тричислам

Вместо того, чтобы непосредственно искать линейные преобразования, оставля-
ющие канонические триформы 1 (40) – 8 (47) неизменными, будем искать бесконечно
близкие к тождественному линейные преобразования. Эта задача сводится к нахож-
дению соответствующих генераторов.

1. Не существует непрерывной двухпараметрической абелевой группы Ли, ко-
торая бы оставляла вид 1-ой канонической триформы (40) неизменным.

2. Не существует непрерывной двухпараметрической абелевой группы Ли, ко-
торая бы оставляла вид 2-ой канонической триформы (41) неизменным.

3. Третья каноническая триформа (42) имеет двухпараметрическую абелеву
группу симметрии (группу Ли) с генераторами

â1 =



−1 0 0

0 1 0

0 0 0


 , â2 =



−1 0 0

0 0 0

0 0 1


 (48)

4. Четвертая каноническая триформа (43) имеет трехпараметрическую неабе-
леву группу Ли в качестве группы симметрии с генераторами

â3 =




1 0 0

1 0 0

1 0 0


 , â4 =




0 1 0

0 1 0

0 1 0


 , â5 =




0 0 1

0 0 1

0 0 1


 (49)

Необходимо проверить, имеется ли в этой группе двухпараметрическая абелева
подгруппа.

5. Пятая каноническая триформа (44) является вырожденной, поэтому она ис-
ключается при поиске соответствующих ей тричисел.

6. Ни при каких разрешенных значениях параметра (45) 6-я каноническая три-
форма не имеет двухпараметрической группы Ли, но при ω = 1 эта триформа имеет
однопараметрическую группу симметрии. Таким образом, 6-я каноническая трифор-
ма не может соответствовать тричислам.

7. Только при значении параметра ω = −3 7-я каноническая триформа (46)
имеет двухпараметрическую абелеву группу Ли в качестве группы симметрии с ге-
нераторами

â6 =




0 1 0

0 0 1

1 0 0


 , â7 =




0 0 1

1 0 0

0 1 0


 , (50)

причем преобразование (16) с генератором, равным сумме генераторов (50), входит
в эту группу симметрии, поэтому триформу Ω(x1, x2, x3; 1, 0,−3) следует отнести к
специальным случаям.

8. Восьмая каноническая триформа (47) при ω = 3 имеет однопараметрическую
группу симметрии, которая не может соответствовать тричислам, а при ω = 2 –
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двухпараметрическую абелеву группу симметрии с генераторами

â8 =



−2

3
−1 −1

0 1
3

1

0 1 1
3


 , â9 =




1
3

1 0

1 1
3

0

−1 −1 −2
3


 (51)

Итак, среди канонических триформ найдены такие четыре невырожденные, ко-
торые могут соответствовать тричислам. Сохранив нумерацию канонических три-
форм, выпишем эти четыре формы, указав генераторы группы симметрии им соот-
ветствующей:

1. −−−−−−−− ;

2. −−−−−−−− ;

3. Ω(x1, x2, x3; 0, 0, 1) ≡ Ω3(x1, x2, x3), {â1, â2}; (52)

4. Ω(x1, x2, x3; 1,−3

2
, 6) {â3, â4, â5}; (53)

5. −−−−−−−− ;

6. −−−−−−−− ;

7. Ω(x1, x2, x3; 1, 0,−3), {â12, â13}; (54)
8. Ω(x1, x2, x3; 0, 1, 2), {â14, â15}; (55)

3. Триформы Ω3(x1, x2, x3), Ω(x1, x2, x3; 0, 1, 2) и тричисла

Рассмотрим триформу Ω3(x1, x2, x3), которая, как мы выяснили, обладает двух-
параметрической непрерывной группой Ли – группой симметрии с генераторами
â1, â2 (48). Сопоставив единичной матрице и генераторам â1, â2 базисные элемен-
ты e1 ≡ 1, e2, e3 искомой системы тричисел, получим для них следующую таблицу
умножения:

× 1 e2 e3

1 1 e2 e3

e2 e2
1
3
(2− 2e2 + e3)

1
3
(1− e2 − e3)

e3 e3
1
3
(1− e2 − e3)

1
3
(2 + e2 − 2e3)

Таб. 1.

Тричисла, которые могут соответствовать триформе Ω3(x1, x2, x3), найдены.
Осталось проверить существуют ли такая система линейных координат, в которых
куб нормы найденных тричисел есть эта триформа Ω3(x1, x2, x3).

Из вида генераторов (48), очевидно, что полученная система тричисел изоморф-
на алгебре диагональных матриц 3×3, поэтому такие числа обозначим H3 , а линей-
ные координаты x1, x2, x3 удобно ввести в базисе

ψ1 =
1

3
(1− e2 − e3), ψ2 =

1

3
(1 + 2e2 − e3), ψ3 =

1

3
(1− e2 + 2e3) (56)

с таблицей умножения
× ψ1 ψ2 ψ3

ψ1 ψ1 0 0

ψ2 0 ψ2 0

ψ3 0 0 ψ3

Таб. 2.
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Тогда
x1ψ1 + x2ψ2 + x3ψ3 = ρ · exp(α · e2 + β · e3) (57)

или
x1ψ1 + x2ψ2 + x3ψ3 = ρ · exp[(−α− β) · ψ1 + exp(α) · ψ2 + exp(β) · ψ3] (58)

Таким образом, экспоненциальное представление чисел H3 возможно, если ко-
ординаты xi > 0. Если из координатных трех соотношений (58) исключить углы α, β,
то получим выражение для куба нормы

ρ3 = x1 · x2 · x3 (59)

Это не единственная возможность симметричного введения линейных коорди-
нат. Для чисел H3 существует базис, содержащий две гиперболические единицы,

1 = ψ1 + ψ2 + ψ3, j = −ψ1 − ψ2 + ψ3, k = −ψ1 + ψ2 − ψ3 (60)

× 1 j k

1 1 j k

j j 1 −1 + j + k

k k −1 + j + k 1

Таб. 3.

Если ввести линейные координаты в этом базисе, то куб нормы чисел H3 в таких
координатах

ρ3 = Ω(x, x, x; 1,−1, 2) (61)

Справа в формуле (61) стоит неканоническая форма. Преобразованием (16) с
p = 4, изменением знака одновременно у всех координат и общим масштабным пре-
образованием триформа Ω(x1, x2, x3; 1,−1, 2) переводится в 8-ю каноническую три-
форму Ω(x, x, x; 0, 1, 2). Линейные координаты xi для чисел H3 можно ввести и так

(x2 + x3)ψ1 + (x1 + x3)ψ2 + (x1 + x2)ψ3 = ρ · exp(α · e2 + β · e3), (62)

тогда
ρ3 = Ω(x1, x2, x3; 0, 1, 2) (63)

– это опять 8-я каноническая форма (55).
Таким образом, триформы Ω(x1, x2, x3; 0, 0, 1) ≡ Ω3(x1, x2, x3),

Ω(x1, x2, x3; 1,−1, 2), Ω(x1, x2, x3; 0, 1, 2) соответствуют одним и тем же тричис-
лам H3, которые изоморфны алгебре квадратных диагональных матриц 3 × 3.
Хотя триформы Ω(x1, x2, x3; 0, 0, 1) ≡ Ω3(x1, x2, x3), Ω(x1, x2, x3; 0, 1, 2) нельзя
получить одну из другой непрерывным линейным преобразованием (16) вместе
с общемасштабным преобразованием и возможно изменением знака у всех трех
координат, эти формы все же связаны дискретным линейным преобразованием
координат 


x1

x2

x3


 =




0 1 1

1 0 1

1 1 0


 ·




y1

y2

y3


 . (64)
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4. Триформа Ω(x1, x2, x3; 1,−2
3
, 6)

Рассмотрим генераторы â3, â4, â5 линейных преобразований, которые оставляют
триформу Ω(x1, x2, x3; 1,−3

2
, 6) неизменной. Эти генераторы не коммутируют между

собой. Для того чтобы выделить два коммутирующих генератора, образуем следую-
щие линейные комбинации этих операторов:

Ê0 = â3 + â4 + â5, Ê2 = −â3 + â4, Ê3 = −â3 + â5. (65)

Для них справедлива таблица умножения

× Ê0 Ê2 Ê3

Ê0 3Ê0 3Ê2 3Ê3

Ê2 0 0 0

Ê3 0 0 0

Таб. 4.

Таким образом, в качестве пары коммутирующих генераторов можно взять
Ê2, Ê3 или произвольные две линейно независимые их линейные комбинации. Ис-
пользуя Таб. 4, можно показать, что кроме Ê2, Ê3 и их линейных комбинаций, не
существует линейных комбинаций трех операторов Ê0, Ê2, Ê3, то есть операторов
â3, â4, â5, коммутирующих между собой. Сопоставим Ê2, Ê3 символьные элементы
e2, e3 гиперкомплексного числа, тогда для базисных элементов e1 ≡ 1, e2, e3, получим
таблицу Кэли

× 1 e2 e3

1 1 e2 e3

e2 e2 0 0

e3 e3 0 0

Таб. 6.

Тричисла с такой таблицей умножения символьных единиц естественно назвать
дуальными и обозначить D3. Для таких тричисел

ρ · exp(α · e2 + β · e3) = ρ · (1 + α · e2 + β · e3). (66)

Единственная, если не считать порядок нумерации, возможность ввести сим-
метричным образом линейные координаты xi – это

X = x1 + x2 · (1 + e2) + x3 · (1 + e3), (67)

тогда
ρ3 = (x1 + x2 + x3)

3 ≡ Ω(x1, x2, x3; 1, 3, 6) (68)

– вырожденная триформа.
Таким образом, с триформой Ω(x1, x2, x3; 1,−3

2
, 6) нельзя связать тричисла, куб

нормы которых был бы равен этой триформе.

5. Триформа Ω(x1, x2, x3; 1, 0,−3)

Генераторы â6, â7 группы симметрии, относительно которой остается неизмен-
ной форма Ω(x1, x2, x3; 1, 0,−3), обладают следующими правилами умножения:

â6 · â6 = â7, â7 · â7 = â6, â6 · â7 = â7 · â6 = 1. (69)
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Сопоставив им символьные элементы e2, e3 системы тричисел, получим для послед-
них и единичного элемента таблицу Кэли

× 1 e2 e3

1 1 e2 e3

e2 e2 e3 1

e3 e3 1 e2

Таб. 7.

Гиперкомплексные ассоциативно-коммутативные трехмерные числа с законом
умножения базисных элементов, приведенных в Таб. 7, будем обозначать C3. Ис-
пользуя эту таблицу Кэли, получим формулу

exp(α · e2 + β · e3) =
1

3
eα+β{1 + 2e−

3
2
(α+β) · cos[

√
3

2
(α− β)]}+

+
1

3
eα+β{1− 2e−

3
2
(α+β) · cos[

√
3

2
(α− β) +

π

3
]} · e2+

1

3
eα+β{1− 2e−

3
2
(α+β) · cos[

√
3

2
(α− β)− π

3
]} · e3. (70)

Введем координатную систему x1, x2, x3 в том же базисе следующим образом:

x1 + x2 · e2 + x3 · e3 = exp(α · e2 + β · e3). (71)

Используя формулу (70) и три координатных соотношения (71), получим два
соотношения

x1 + x2 + x3 = ρ · e(α+β), x2
1 + x2

2 + x2
3 =

1

3
ρ2 · e2(α+β){1 + 2 · e−3(α+β)}, (72)

которые уже не содержат разности параметров (α − β). Исключая из соотношений
(72) сумму параметров (α + β), имеем

ρ3 =
3

2
· (x1 + x2 + x3} · (x2

1 + x2
2 + x2

3}−
1

2
· (x1 + x2 + x3}3 ≡ Ω(x1, x2, x3; 1, 0,−3}. (73)

Таким образом, для тричисел C3 куб модуля есть триформа Ω(x1, x2, x3; 1, 0,−3).
Хотя для чисел C3 из символьных элементов и единицы можно составить ли-

нейную комбинацию

j =
1

3
[1− 2(e2 + e3)], j2 = 1, (74)

которая является гиперболической единицей (j2 = 1), то есть числа C3 – это обобще-
ние гиперболических (двойных) чисел; и нельзя составить линейную комбинацию,
которая бы являлась эллиптической единицей (i2 = −1); в каком-то смысле три-
числа C3 есть обобщение и комплексных чисел, для которых символьная единица
– решение алгебраического уравнения x2 = −1. Для чисел C3 базисные элементы
1, e2, e3, являются корнями кубического уравнения x3 = 1, или с измененным знаком
−1,−e2,−e3 – корнями уравнения x3 = −1. Так как, с одной стороны, в комплексных
числах уравнение x3 = 1 имеет три корня

1, −1

2
± i

√
3

2
, (75)
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из которых можно выделить мнимую единицу как линейную их комбинацию; а, с
другой стороны, формулы (70) содержат тригонометрические функции, поэтому (и
именно в этом смысле) числа C3 можно считать обобщением на трехмерный случай
не только двойных (гиперболических), но и комплексных чисел.

Заключение

Из всего множества систем ассоциативно-коммутативных гиперкомплексных
чисел требование существования такого базиса, в котором куб нормы тричисла,
если она (норма) существует, есть невырожденная триформа, выделяет с точно-
стью до изоморфизма лишь две системы гиперкомплексных трехмерных чисел: C3 и
H3. Числам C3 соответствует каноническая триформа Ω(x1, x2, x3; 1, 0,−3) (см. раз-
дел 6 настоящей работы), а тричислам H3 соответствуют канонические триформы
Ω3(x1, x2, x3), Ω(x1, x2, x3; 0, 1, 2) (см. раздел 4 настоящей работы).

Полученный результат позволяет надеяться, что и для n-чисел с n > 3, тре-
бование существования такого базиса, в котором n-я степень нормы (если норма
существует) n-числа равнялась n-форме координат в этом базисе, выделит узкий
класс гиперкомплексных чисел, которые будут являться обобщением комплексных
и гиперболических чисел (бичисел). Есть основания полагать, что именно такие ги-
перкомплексные числа в первую очередь найдут применение в математике и физике,
когда задачи в той или иной мере симметричны относительно перестановки коорди-
нат или некоторого преобразования, "смешивающего" координаты, но оставляющего
их, в каком-то смысле, равноправными.
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О ФОРМАХ СТЕПЕНИ N ,
ДОПУСКАЮЩИХ КОМПОЗИЦИЮ1

Р. Д. Шафер

Передано Эндрю. М. Глисоном

Любая конечномерная сепарабельная альтернативная алгебра A над полем F
является прямой суммой A = A1⊕ . . .⊕Ar простых идеалов Ai, где центр Zi алгебры
Ai является сепарабельным расширением F степени di. Общая (generic) норма ni(xi)
для Ai ([6], стр. 180) есть (однородная) форма степени midi над F , где mi – степень Ai

как центральной простой алгебры над Zi (в случае, если Ai неассоциативна, Ai явля-
ется алгеброй Кэли над Zi и mi = 2). Пусть f1, . . . , fr – произвольные положительные
целые числа и x = x1 + . . . + xr, xi ∈ Ai. Тогда

N(x) = [n1(x1)]
f1 · · · [nr(xr)]

fr (1)

является формой степени

n =
r∑

i=1

fimidi (2)

на A, допускающей композицию:

N(xy) = N(x)N(y) для всех x, y ∈ A (3)

Если F имеет характеристику 0 или p > n, N(x) невырождена.
В [9] было сделано предположение, что обратно, любая (возможно, бесконечно-

мерная) алгебра A с 1 над F характеристики 0 или p > n, на которой определена
невырожденная форма N(x) степени n, допускающая композицию, является конеч-
номерной сепарабельной альтернативной алгеброй с N(x), получаемой посредством
(1) и (2). Это классический результат ([1], [5], [7]) для квадратичных форм, размер-
ность A равна 1, 2, 4 или 8. Для конечномерной A теорема известна для кубических
форм ([9]), размерность A равна 1, 2, 3, 5 или 9. В данной работе мы докажем для
произвольного n, без предположения конечномерности, что A альтернативна (Теоре-
ма 2). Мы докажем также, что элементы из A удовлетворяют хорошо определенным
уравнениям степени n.

Предположив, что A конечномерна, мы докажем, что A является сепарабельной
(альтернативной) алгеброй A = A1 ⊕ . . . ⊕ Ar с N(x) = N1(x1) · · ·Nr(xr), где Ni(xi)
на простом идеале Ai есть невырожденная форма степени ni, допускающая компо-
зицию, n = n1 + . . .+nr. Это сводит предположение для конечномерной алгебры A к
следующему: что невырожденная форма степени 6 n, допускающая композицию на
простой альтернативной алгебре, является степенью общей (generic) нормы.

В последнем разделе мы докажем для конечномерной A, что, если N(x) – квад-
раформа (quartic form), то N(x) дается посредством (1) с n = 4 в (2). Таким образом,
размерность A равна 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12 или 16.

После того, как данная работа была написана, Натан Джекобсон информировал
автора, что он доказал, что форма степени n, допускающая композицию на конеч-
номерной простой альтернативной алгебре над полем, содержащим более, чем n эле-
ментов, является степенью общей нормы. Это результат, который включает доказа-
тельство для конечномерной A предположения из [9], появится в Osaka Mathematical
Journal.

1Journal of Mathematics and Mechanics, Vol. 12, No. 5 (1963), перевод А. Элиовича.
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1. Формы степени n

Пусть V – векторное пространство (возможно, бесконечномерное) над полем F
характеристики 0 или p > n. Отображение x → N(x) V на F называется формой
степени n на V в случае N(αx) = αnN(x) для всех α ∈ F и x ∈ V , и

(x1, . . . , xn) =
1

n!

[
N(x1 + . . . + xn)−

n∑
i=1

N(x1 + . . . + x̆i + . . . + xn)

+
∑
i<j

N(x1 + . . . + x̆i + . . . + x̆j + . . . + xn)− . . . + (−1)n−1
∑

N(xi)
]
, (4)

n-линейна, где запись x̆i означает, что xi опущен. Так как

n−1∑
i=0

(−1)iCi
n(n− i)n = n!,

где Ci
n – биномиальные коэффициенты ([4], стр. 63, уравнение (12.17)), мы име-

ем N(x) = (x, . . . , x). Мы говорим, что N(x) и ассоциированная симметричная
n-линейная форма (4) являются невырожденными в случае, когда (x1, x2, . . . , xn) = 0
для любых x2, . . . , xn ∈ V означает x1 = 0.

Предположим, что форма N(x) степени n определена на неассоциативной ал-
гебре A над F , и что N(x) допускает композицию:

(xy, . . . , xy) = (x, . . . , x)(y, . . . , y).

Мы линеаризуем это по x, чтобы получить

(x1y, . . . , xny) = (x1, . . . , xn)N(y), (5)

и линеаризуем (5) по y, чтобы получить фундаментальное соотношение
∑

σ

(x1yσ(1), . . . , xnyσ(n)) = n!(x1, . . . , xn)(y1, . . . , yn), (6)

где σ пробегает все перестановки 1, 2, . . . , n. Тогда из (6) вытекает

(xy1, . . . , xyn) = N(x)(y1, . . . , yn). (7)

Мы предполагаем повсюду, что классические результаты для n 6 2 известны.
Таким образом, во всех формулах и доказательствах мы можем положить n > 3.
Фактически, большая часть формул, данных здесь, справедливы для n > 2. Если
получится, что в некоторых формулах мы молчаливо предполагаем n > 3 или n > 4,
присутствие (n−2) и/или (n−3) среди коэффициентов как правило делает формулы
формально справедливыми для n > 2.

Предположим, что A содержит 1. Для i = 1, . . . , n определим форму Ti(x) сте-
пени i на A посредством

Ti(x) = Ci
n(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

i

, 1, . . . , 1) (i = 1, . . . , n). (8)

В частности, мы имеем след

T (x) = T1(x) = n(x, 1, . . . , 1); (9)



142 Шафер Р. Д. О формах степени n, допускающих композицию

также
N(x) = Tn(x).

(Мы принимаем соглашение, что для любых x ∈ A, мы имеем T0(x) = 1 и Tn+q(x) = 0
если q > 0). Тогда A является векторным пространством прямой суммы

A = F1 + A0 (10)

F1 и подпространства A0 всех элементов следа 0.
Положим y1 = a, y2 = . . . = yn = 1 в (6) чтобы получить

(x1a, x2, . . . , xn)+(x1, x2a, . . . , xn)+. . .+(x1, . . . , xn−1, xna) = (x1, x2, . . . , xn)T (a). (11)

Согласно (10), так как T (α1) = nα для α ∈ F , тождество (11) эквивалентно

(x1a0, x2, . . . , xn) + (x1, x2a0, . . . , xn) + . . . + (x1, . . . , xn−1, xna0) = 0

для всех элементов a0 следа 0; так что (11) эквивалентно утверждению, что все пра-
вые умножения Ra0 , соответствующие элементам следа 0 оставляют симметричную
n-линейную форму (x1, . . . , xn) инвариантной. Симметрично, мы имеем

(ax1, x2, . . . , xn)+(x1, ax2, . . . , xn)+. . .+(x1, . . . , xn−1, axn) = T (a)(x1, x2, . . . , xn). (12)

Следовательно

([x1, a], x2, . . . , xn) + (x1, [x2, a], . . . , xn) + . . . + (x1, . . . , xn−1, [xn, a]) = 0. (13)

так что все Ra − La, как и все левые умножения, связанные с элементами следа 0,
оставляют форму (x1, . . . , xn) инвариантной.

Прежде, чем применить тождество (6) в его полную силу, мы должны получить
ряд следствий из (11) и (12). Например, (11) и (12) справедливы в [10], хотя (6) –
нет. Положив yi+1 = . . . x = yn в (12), мы имеем

(ax1, x2, . . . , xi, 1, . . . , 1) + . . . + (x1, x2, . . . , axi, 1, . . . , 1)

+ (n− j)(x1, . . . , xi, a, 1, . . . , 1) = T (a)(x1, . . . , xi, 1, . . . , 1)

для j = 1, . . . , n− 1. (14)

Подстановка a = x1 = . . . = xi = x в (14) дает

jCj
n(x2, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

i−1

, 1, . . . , 1) + (j + 1)Ti+1(x) = T (x)Ti(x), для j = 1, . . . , n− 1, (15)

согласно (8). Особый случай j = 2 в (14) есть

(ax1, x2, 1, . . . , 1) + (x1, ax2, 1, . . . , 1)

+ (n− 2)(x1, x2, a, 1, . . . , 1) = T (a)(x1, x2, 1, . . . , 1). (16)

Положив a = x, x1 = y, x2 = 1 в (16), мы имеем

T (xy) = T (x)T (y)− n(n− 1)(x, y, 1, . . . , 1). (17)

Следовательно,
T (x2) = [T (x)]2 − 2T2(x) (18)
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и
T (xy) = T (yx) для x, y ∈ A. (19)

Тогда из (17), (16) и (13) вытекает, что

T ((xy)z) = T (x(yz)) для всех x, y, z ∈ A, (20)

так как

T ((xy)z)− T (x(yz)) = T (xy)T (z)− n(n− 1)(xy, z, 1, . . . , 1)− T (x)T (yz)

+ n(n− 1)(x, yz, 1, . . . , 1) = n(n− 1)[T (x)(y, z, 1, . . . , 1)

− (xy, z, 1, . . . , 1)− T (z)(x, y, 1, . . . , 1) + (x, yz, 1, . . . , 1)] =

n(n− 1)[([x, z], y, 1, . . . , 1) + (x, [y, z], 1, . . . , 1)] =

− n(n− 1)(n− 2)(x, y, [1, z], 1, . . . , 1) = 0.

Таким образом, симметричная билинейная форма

B(x, y) = T (xy)

является ассоциативной: B(xy, z) = B(x, yz) для всех x, y, z ∈ A.
Мы покажем теперь, что если n-линейная форма (x1, . . . , xn) невырождена на

A, то также невырождена и билинейная форма B(x, y). Положим, что B(x, y) = 0
для всех y ∈ A. Тогда T (x) = B(x, 1) = 0, так что

B(x, y) = −n(n− 1)(x, y, . . . , 1)

по (17), или (x, y, . . . , 1) = 0 для всех y ∈ A. Это случай i = 2 уравнения

(x, x2, . . . , xi, 1, . . . , 1) = 0 для всех x2, . . . , xi ∈ A. (21)

Мы докажем (21) посредством индукции по i. Для 2 6 i 6 n− 1, мы имеем

(xi+1x, x2, . . . , xi, 1, . . . , 1) + (x, xi+1x2, . . . , xi, 1, . . . , 1)

+ . . . + (x, x2, . . . , xi+1xi, 1, . . . , 1) + (n− i)(x, x2, . . . , xi, xi+1, 1, . . . , 1)

= T (xi+1)(x, x2, . . . , xi, 1, . . . , 1)

по (14), так что

(x2, . . . , xi, xi+1x, 1, . . . , 1) = −(n− i)(x, x2, . . . , xi, xi+1, 1, . . . , 1) (22)

для всех x2, . . . , xi+1 из A согласно предположению (21) индукции. Взаимная замена
xi+1 и xi(j = 2, . . . , i) в (22) дает

(x2, . . . , xi, . . . , xi+1, 1, . . . , 1) = −(n−i)(x, x2, . . . , xi+1, 1, . . . , 1) для j = 2, . . . , i. (23)

Тогда

(x2x, x3, . . . , xi+1, 1, . . . , 1) + . . . + (x2, . . . , xi+1x, 1, . . . , 1)

+ (n− i)(x2, . . . , xi+1, x, 1, . . . , 1) = (x2, . . . , xi+1, 1, . . . , 1)T (x) = 0 =

= −(i− 1)(n− i)(x, x2, . . . , xi+1, 1, . . . , 1)

согласно (23), из чего вытекает (x, x2, . . . , xi+1, 1, . . . , 1) = 0 пока 2 6 i 6 n − 1.
Следовательно, (21) верно; в частности, (x, x2, . . . , xn) = 0 для всех x, x2, . . . , xn ∈ A
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так что x = 0, поскольку (x1, . . . , xn) невырождена. Поэтому B(x, y) – невырож-
денная симметричная ассоциативная билинейная форма, определенная на A, и для
конечномерной A мы можем применить теорему Дьюдонна ([11], стр. 37), которая
утверждает, что конечномерная неассоциативная алгебра является полупростой в
случае (i) на алгебре A определена невырожденная ассоциативная симметричная
билинейная форма B(x, y), и (ii) I2 6= 0 для каждого идеала I 6= 0 из A.

Теорема 1. Пусть A – неассоциативная алгебра с 1 над полем F характери-
стики 0 или p > n. Пусть (x1, . . . , xn) – симметричная n-линейная форма на A,
и след T (x) определен согласно (9). Если (x1, . . . , xn) – инвариантна относительно
всех левых и правых умножений, соответствующих элементам следа 0, то

(a) B(x, y) = T (xy) является симметричной ассоциативной билинейной фор-
мой на A;

(b) если (x1, . . . , xn) невырождена, то невырождена и B(x, y);
(c) если (x1, . . . , xn) невырождена и A конечномерна, то A = A1 ⊕ . . . Ar явля-

ется прямой суммой простых идеалов Ai (и A сепарабельна в случае p > n).

Доказательство. Нам нужно только проверить (ii) выше для невырожденной
формы B(x, y). Предположим, что I – идеал на A, удовлетворяющий I2 = 0. Мы
покажем сначала, что T (x) = 0 для всех x ∈ I. Для любого x ∈ I, мы имеем x2 = 0.
Тогда из (15) вытекает

(j + 1)Ti+1(x) = T (x)Ti(x) для j = 1, . . . , n− 1, (24)

и, положив a = x1 = . . . = xn = x в (12) мы имеем

T (x)N(x) = 0. (25)

Предположим, что T (x) 6= 0 для некоторого x ∈ I. Тогда из (25) вытекает Tn(x) =
N(x) = 0. Это случай i = 0 уравнения Tn−i(x) = 0, которое мы доказали с помощью
индукции по i. Согласно (24) мы имеем T (x)Tn−(i+1)(x) = (n − i)Tn−i(x) = 0 для
i = 0, 1, . . . , n − 2, так что Tn−(i+1) = 0 для i = 0, 1, . . . , n − 2, как и хотели. В
частности, мы имеем T (x) = T1(x) = 0, т. е. противоречие. Поэтому T (x) = 0 для
всех x ∈ I. Так как I является идеалом на A, мы имеем xy ∈ I для всех x ∈ I, y ∈ A.
Поэтому B(x, y) = T (xy) = 0 для всех y ∈ A, из чего вытекает x = 0 для всех x ∈ I,
или I = 0.

2. Альтернативные алгебры

Напомним, что альтернативная алгебра A – это такая алгебра, которая явля-
ется одновременно левой альтернативной:

x2a = x(xa) для всех x, a ∈ A (26)

и правой альтернативной:

ax2 = (ax)x для всех x, a ∈ A. (27)

Теорема 2. Пусть поле F имеет характеристику 0 или p > n. Если невырож-
денная форма N(x) степени n, допускающая композицию, определена на алгебре A
(возможно, бесконечномерной) с 1 над F , то A альтернативна.
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Доказательство. Сначала выведем ряд следствий из фундаментального тож-
дества (6). Положим

x1 = x2 = x, y1 = a, y2 = y, x3 = . . . = xn = y3 = . . . = yn = 1

в (6) чтобы получить

2(xa, xy, 1, . . . , 1) + 2(n− 2)(xa, x, y, 1, . . . , 1) + 2(n− 2)(xy, x, a, 1, . . . , 1)

+ (n− 2)(n− 3)(x, x, a, y, 1, . . . , 1) = 2T2(x)(a, y, 1, . . . , 1). (28)

Симметрично мы имеем

2(ax, yx, 1, . . . , 1) + 2(n− 2)(ax, x, y, 1, . . . , 1) + 2(n− 2)(yx, x, a, 1, . . . , 1)

+ (n− 2)(n− 3)(x, x, a, y, 1, . . . , 1) = 2T2(x)(a, y, 1, . . . , 1). (29)

Тогда из (28) и (29) вытекает

2T2(x)(a, y, 1, . . . , 1)− (xa, xy, 1, . . . , 1)− 2(n− 2)(xa, x, y, 1, . . . , 1) =

(n− 2)(xy, x, a, 1, . . . , 1) + (n− 2)(n− 3)(x, x, a, y, 1, . . . , 1)

+ (n− 2)(yx, x, a, 1, . . . , 1) + (n− 2)(ax, x, y, 1, . . . , 1) + (ax, yx, 1, . . . , 1). (30)

Положим x1 = a, y1 = y, x2 = y2 = x, x3 = . . . = xn = y3 = . . . = yn = 1 в (6)
чтобы получить

(ay, x2, 1, . . . , 1) + (n− 2)(ay, x, x, 1, . . . , 1) + (n− 2)(ax, x, y, 1, . . . , 1)

+ (n− 2)(n− 3)(a, x, x, y, 1, . . . , 1) + +(ax, xy, 1, . . . , 1) + (n− 2)(a, x2, y, 1, . . . , 1)

+ (n− 2)(a, xy, x, 1, . . . , 1) = n(n− 1)(a, x, 1, . . . , 1)(y, x, 1, . . . , 1). (31)

Из (20) мы имеем T (((ax)y)x) = T ((ax)(yx)), так что

T ((ax)y)T (x)− n(n− 1)((ax)y, x, 1, . . . , 1) = T (ax)T (yx)− n(n− 1)(ax, yx, 1, . . . , 1)

согласно (17), или

n(n− 1)[(ax, yx, 1, . . . , 1)− T (y)(ax, x, 1, . . . , 1)

+ (ax, xy, 1, . . . , 1) + (n− 2)(ax, x, y, 1, . . . , 1)] =

T (x)[T (y)T (ax)− n(n− 1)T (a)(y, x, 1, . . . , 1)− T ((ax)y)]

+ n2(n− 1)2(a, x, 1, . . . , 1)(y, x, 1, . . . , 1) =

n(n− 1)T (x)[(ax, y, 1, . . . , 1)− T (a)(y, x, 1, . . . , 1)]

+ n2(n− 1)2(a, x, 1, . . . , 1)(y, x, 1, . . . , 1)

по (17) и (11). Следовательно

(ax, yx, 1, . . . , 1)+T (y)(a, x2, 1, . . . , 1)+ (n− 2)T (y)(a, x, x, 1, . . . , 1)+ (ax, ay, 1, . . . , 1)

+ (n− 2)(ax, x, y, 1, . . . , 1)− n(n− 1)(a, x, 1, . . . , 1)(y, x, 1, . . . , 1) =

T (x)[T (y)(a, x, 1, . . . , 1)− (ay, x, 1, . . . , 1)− (n− 2)(y, x, 1, . . . , 1)] (32)

согласно (11) и (12). Тогда из (31) и (32) вытекает

(ax, yx, 1, . . . , 1) + T (y)(a, x2, 1, . . . , 1)− (ay, x2, 1, . . . , 1) =

T (x)(a, xy, 1, . . . , 1)− (n− 2)T (y)(a, x, x, 1, . . . , 1) + (n− 2)(a, x2, y, 1, . . . , 1)+

(n− 2)(a, xy, x, 1, . . . , 1) + (n− 2)(ay, x, x, 1, . . . , 1) + (n− 2)(n− 3)(a, x, x, y, 1, . . . , 1)
(33)
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согласно (11). Следовательно

B(x2a, y)−B(x(xa), y) =

= n(n− 1)[(x(xa), y, 1, . . . , 1)− (x2a, y, 1, . . . , 1)] по (17) и (20)
= n(n− 1)[T (x)(xa, y, 1, . . . , 1)− (xa, xy, 1, . . . , 1)

−(n− 2)(xa, y, x, 1, . . . , 1)− T (x2)(a, y, 1, . . . , 1)

+(a, x2y, 1, . . . , 1) + (n− 2)(a, y, x2, 1, . . . , 1)] по (12)
= n(n− 1)T (x)[(xa, y, 1, . . . , 1)− T (x)(a, y, 1, . . . , 1)]

+n(n− 1)[2T2(x)(a, y, 1, . . . , 1)− (xa, xy, 1, . . . , 1)

−(n− 2)(xa, y, x, 1, . . . , 1) + T (y)(a, x2, 1, . . . , 1)− (ay, x2, 1, . . . , 1)] по (8) и (11)
= n(n− 1)T (x)[−(a, xy, 1, . . . , 1)− (n− 2)(a, y, x, 1, . . . , 1)]

+n(n− 1)[(n− 2)(xy, x, a, 1, . . . , 1)

+(n− 2)(n− 3)(x, x, y, a, 1, . . . , 1) + (n− 2)(yx, x, a, 1, . . . , 1)

+(n− 2)(ax, x, y, 1, . . . , 1) + (ax, yx, 1, . . . , 1)

+T (y)(a, x2, 1, . . . , 1)− (ay, x2, 1, . . . , 1)] по (12) и (30)
= n(n− 1)(n− 2)[−T (x)(a, y, x, 1, . . . , 1) + 2(xy, x, a, 1, . . . , 1)

+2(n− 3)(x, x, y, a, 1, . . . , 1) + (yx, x, a, 1, . . . , 1)

+(ax, x, y, 1, . . . , 1)− T (y)(a, x, x, 1, . . . , 1)

+(a, x2, y, 1, . . . , 1) + (ay, x, x, 1, . . . , 1) по (33)
= 0 для всех y ∈ A по (11).

Так как B(x,y) невырождена, мы имеем (26); так что A является левоальтернативной.
Симметрично, удовлетворяется (27) и A альтернативна, что и требовалось доказать.

Следствие. Любая конечномерная алгебра A, удовлетворяющая предположе-
ниям Теоремы 2 является прямой суммой A = A1 ⊕ . . . Ar простых идеалов Ai,
каждый из которых или ассоциативен, или представляет собой алгебру Кэли над
своим центром Zi.

Теорема 3. Пусть F имеет характеристику 0 или p > n. Если невырож-
денная форма N(x) степени n, допускающая композицию, определена на алгебре A
(возможно, бесконечномерной) с 1 над F , то любой элемент x ∈ A удовлетворяет
соотношению

xn − T1(x)xn−1 + T2(x)xn−2 − . . . + (−1)nTn(x)1 = 0. (34)

Доказательство. Для i = 1, . . . , n − 1, положим x1 = xn−i, y1 = . . . = yi =
x, yi+1 = . . . = yn = 1 в (6) чтобы получить

(xn−i+1, x2x, . . . , xix, xi+1 . . . , xn) + . . . (xn−i+1, x2, . . . , xn−i+1x, xn−i+2x, . . . , xnx) + . . .

+ (xn−i, x2x, . . . , xi+1x, xi+2, . . . , xn) + . . . + (xn−i, x2, . . . , xn−i, xn−i+1x, . . . , xnx) =

= (xn−i, x2, . . . , xn)Ti(x) для i = 1, . . . , n− 1. (35)

Тогда из (35) и (5) вытекает

(xn − T1(x)xn−1 + T2(x)xn−2 − . . . + (−1)nTn(x)1, x2, . . . , xn) = 0 (36)

для всех x2, . . . , xn ∈ A, из чего вытекает (34), так как (x1, x2, . . . , xn) невырождена.
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3. Сведение к простым алгебрам

Мы будем предполагать отныне, что алгебра A удовлетворяет предположениям
Теоремы 2.

Пусть e – идемпотент 6= 1 на A. Тогда из (34) вытекает

1− T (e) + T2(e)− . . . + (−1)n−1Tn−1(e) = 0, N(e) = 0, (37)

так как e и 1 линейно независимы. Положим x = e в (15) чтобы получить

(j + 1)Ti+1(e) = [T (e)− j]Ti(e) для j = 1, . . . , n− 1. (38)

Так как Tn(e) = N(e) = 0 согласно (37), существует наименьшее целое число m
такое, что Tm+1(e) = . . . = Tn(e) = 0. Тогда Tm(e) 6= 0 с 1 6 m 6 n − 1, так как
T1(e) = . . . = Tn(e) = 0 противоречит (37). Полагая j = m в (38), мы имеем

T (e) = m, (39)

что является частным случаем i = 1 соотношения

Ti(e) = Cm
i для i = 1, . . . , m. (40)

Используя (38), мы докажем (40) с помощью индукции по i, как ниже:

Ti+1(e) =
m− i

i + 1
Ti(e) =

m− i

i + 1
Ci

m = Ci+1
m .

Предположим, что существуют идеалы G 6= 0, G′ 6= 0 такие, что A = G ⊕ G′.
(Это случай, когда алгебра A не проста, но конечномерна, так что A = A1⊕ . . .⊕Ar с
простыми Ai с r > 1 согласно Теореме 1(c).) Тогда 1 = e+e′,где e 6= 1 (соответственно,
e′ 6= 1) является единичным элементом на G (соответственно, G′). Для g ∈ G, g′ ∈ G′,
определим

NG(g) = N(g + e′), NG′(g
′) = N(g′ + e). (41)

Тогда, для любого x = g + g′ ∈ A, из (3) вытекает

N(x) = NG(g)NG′(g
′) (42)

и
NG(g1g2) = NG(g1)NG(g2) для всех g1, g2 ∈ G. (43)

Мы покажем дальше, что

NG(g) = Tm(g) для всех g ∈ G где m = T (e), (44)

из чего вытекает, что NG(g) является формой степени m на G. Симметрично, спра-
ведливы формулы для NG′(g

′), соответствующие (43) и (44), так что N(x) является
произведением (42) форм, которые допускают композицию и имеют степени m и m′,
n = m + m′, m > 0, m′ > 0.

Для любого i = 0, 1, . . . , n, положим

a = e, x1 = . . . = xi = g ∈ G, xi+1 = . . . = xn = e′

в (12). Тогда из (39) вытекает

(g, . . . , g︸ ︷︷ ︸
i

, e′, . . . , e′) = 0 кроме i = T (e) = m. (45)
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Также
(g, . . . , g︸ ︷︷ ︸

m

, e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
i

, 1, . . . , 1) = 0 для всех i > 0, (46)

как мы доказали с помощью индукции по i. Положим

j = m, a = e, x1 = . . . = xm = g ∈ G

в (14), чтобы получить
(g, . . . , g︸ ︷︷ ︸

m

, e, 1, . . . , 1) = 0 (47)

так как m < n. Однако, (47) – это случай i = 1 соотношения (46). Положим

j = m + i, x1 = . . . = xm = g ∈ G, a = xm+1 = . . . = xm+i = e

в (14), чтобы получить

i(g, . . . , g︸ ︷︷ ︸
m

, e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
i

, 1, . . . , 1) + (n−m− i)(g, . . . , g︸ ︷︷ ︸
m

, e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
i+1

, 1, . . . , 1) = 0,

так что
(g, . . . , g︸ ︷︷ ︸

m

, e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
i+1

, 1, . . . , 1) = 0

согласно предположению (46) индукции. Тогда из (45) и (46) вытекает (44). Согласно
(41) мы имеем:

NG(g) = (g + e′, . . . , g + e′)

=
∑n

i=0 Ci
n(g, . . . , g︸ ︷︷ ︸

i

, e′, . . . , e′)

= Cm
n (g, . . . , g︸ ︷︷ ︸

m

, e′, . . . , e′)

= Cm
n (g, . . . , g︸ ︷︷ ︸

m

, 1− e, . . . , 1− e)

= Cm
n

∑n−m
i=0 (−1)iCi

n−m(g, . . . , g︸ ︷︷ ︸
m

, e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
i

, 1. . . . , 1)

= Cm
n (g, . . . , g︸ ︷︷ ︸

m

, 1, . . . , 1)

= Tm(g).

Далее мы покажем, что NG(g) невырождена на G (и симметрично NG′(g
′) невы-

рождена на G′). Согласно (8) и (44) форма NG(g) имеет ассоциированную сим-
метричную m-линейную форму Cm

n (g1, . . . , gm, 1, . . . , 1), gi ∈ G. Предположим, что
(g1, g2, . . . , gm, 1, . . . , 1) = 0 для всех g2, . . . , gm ∈ G. Чтобы показать, что g1 = 0, как
требуется, мы сначала покажем, что T (g1) = 0. Зададим

(g1, e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
m

, 1, . . . , 1) = 0,

что является частным случаем i = 0 соотношения

(g1, e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
m−i

, 1, . . . , 1) = 0 i = 0, 1, . . . ,m− 1. (48)
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При доказательстве (48) по индукции, положим

j = m− i− 1, x1 = g1, a = x2 = . . . = xm−i−1 = e

в (14), чтобы получить

(i + 1)(g1, e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
m−i−1

, 1, . . . , 1) = (n−m + i + 1)(g1, e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
m−i

, 1, . . . , 1) = 0

согласно предположению индукции, из чего вытекает

(g1, e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
m−(i+1)

, 1, . . . , 1) = 0,

что и требовалось. Случай i = m− 1 в (48) дает T (g1) = 0. Для любого y = g + g′ из
A (g ∈ G, g′ ∈ G′), мы имеем

B(g1, y) = T (g1y) = T (g1g) = T (g1)T (g)−n(n−1)(g1, g, 1, . . . , 1) = −n(n−1)(g1, g, 1, . . . , 1)

согласно (17). Но мы задались

(g1, g, e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
m

, 1, . . . , 1) = 0,

который является случаем i = 0 соотношения

(g1, g, e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
m−i

, 1, . . . , 1) = 0, i = 0, 1, . . . ,m− 2, (49)

которое мы докажем по индукции следующим образом: положим

j = m− i− 1, x1 = g1, x2 = g, a = x3 = . . . = xm−i−1 = e

в (14), чтобы получить

(i + 1)(g1, g, e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
m−i−1

, 1, . . . , 1) = (n−m + i + 1)(g1, g, e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
m−i

, 1, . . . , 1) = 0

согласно предположению индукции (49). Поэтому

(g1, g, e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
m−(i+1)

, 1, . . . , 1) = 0,

что и требовалось. Случай i = m− 2 соотношения (49) дает

B(g1, y) = −n(n− 1)(g1, g, 1, . . . , 1) = 0

для всех y ∈ A, из чего вытекает g1 = 0 так как B(x, y) невырождена. Поэтому NG(g)
невырождена на G (и то же самое относится к NG′(g

′) на G′).
Так как F имеет характеристику 0 или p > n > m (соответственно, m′), это

доказательство может быть повторено для G и G′. В случае конечномерной алгебры
мы за конечное число шагов получаем

Теорема 4. Пусть поле F имеет характеристику 0 или p > n. Пусть A – ко-
нечномерная алгебра с 1 над F , на которой определена невырожденная форма N(x)
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степени n, допускающая композицию, так что A = A1 ⊕ . . . ⊕ Ar с простыми (аль-
тернативными) Ai. Тогда N(x) = N1(x1) · · ·Nr(xr), где x = x1 + . . . + xr, xi ∈ Ai,
и Ni(xi) – невырожденная форма степени ni на Ai, которая допускает композицию,
n = n1 + . . . + nr.

Теорема 4 сводит определение формы N(x) на конечномерной A к рассмотрению
простых алгебр. Таким образом, для конечномерной A исходное предположение для
произвольного n сводится к следующему: что форма Ni(xi) любой степени ni 6 n,
допускающая композицию на простой альтернативной алгебре Ai, является степенью
общей (generic) нормы для Ai.

Как было отмечено в последнем абзаце перед §1, Натан Джекобсон информиро-
вал автора после того, как данная статья была написана, что он доказал, что фор-
ма степени n, допускающая композицию на конечномерной простой альтернативной
алгебре над полем, содержащим более чем n элементов, является степенью общей
нормы. Этот результат появится в виде Следствия Теоремы 3 работы, озаглавленной
"Общая (Generic) Норма Алгебры", направленной в Osaka Mathematical Journal. Это
завершает доказательство для конечномерной A предположения, высказанного в [9]
и делает следующую секцию (§4) данной работы необязательной.

4. Квадраформы (quartic forms)

Мы докажем для квадраформ на конечномерных алгебрах с помощью метода,
использованного для кубических форм в [9], что N(x) дается посредством (1) с n = 4
в (2).

Теорема 5. Пусть A – конечномерная неассоциативная алгебра с 1 над F
характеристики 6= 2, 3. Необходимое и достаточное условие для существования
невырожденной квадраформы N(x), допускающей композицию, на A является, что
A представляет собой сепарабельную альтернативную алгебру A = A1 ⊕ . . . Ar, Ai

простые, для которой N(x) дается посредством (1) с n = 4 в (2). Таким образом,
A имеет размерность 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12 или 16.

Доказательство. Достаточное условие очевидно и нам остается доказать лишь
необходимое. Согласно Теореме 4 мы можем положить A простой, так как соот-
ветствующий результат уже известен для степени < 4. (Нужно подчеркнуть, что
метод доказательства в [9] требует дополнительного предположения, что F имеет
характеристику 6= 5. Доказательство в [9] основывается на [3], где предположение,
что характеристика 6= 5 не может быть обойдено ([3, 320]). Однако, доказательство
Следствия из Теоремы 2 в настоящей работе (которое включает случай n = 3) не
требует никаких дополнительных предположений о характеристике. Тогда из [9, §3]
следует, что формулировка Теоремы в [9] корректна.)

Пусть K – алгебраическое замыкание F . Тогда AK – конечномерная алгебра с 1
над K, на AK существует невырожденная форма степени n, допускающая компози-
цию. Все результаты по данному вопросу остаются справедливыми для AK , мы имеем
AK = D1 ⊕ . . . ⊕ Dd, где Di – расщепляемая центральная простая альтернативная
алгебра над K, D1

∼= D2
∼= . . . ∼= Dd. Если d > 1, существует невырожденная форма

степени ni, допускающая композицию на Di, 1 6 n1 6 . . . 6 nd,
∑

ni = 4. Если
n1 = 1, то D1(∼= Di) является 1-мерной над K с d = 2, 3 или 4. Если n1 = 2, то
n2 = 2, d = 2, и мы знаем, что dimDi = 1, 4 или 8. Соответственно, существуют
следующие возможности для A:
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(A) A является квадраполем (quartic field) над F (n1 = 1, d = 4);
(B) A – кубическое поле над F (n1 = 1, d = 3);
(C) A – квадратичное поле над F (n1 = 1, d = 2; также n1 = 2, dimDi = 1);
(D) A – (обобщенная) кватернионная алгебра над своим центром Z, квадра-

тичное расширение F (n1 = 2, dim Di = 4);
(E) A – алгебра Кэли над своим центром Z, квадратичное расширение F (n1 =

2, dimDi = 8);
(F ) A – центральная простая алгебра (d = 1).

Согласно (34) с n = 4 возможности в случае (F ) таковы:

(F, 1) A = F1 (так что N(α1) = α4, α ∈ F );
(F, 2) A – (обобщенная) кватернионная алгебра или алгебра Кэли над F :
(F, 3) A – центральная простая ассоциативная алгебра степени 3 над F ;
(F, 4) A – центральная простая ассоциативная алгебра степени 4 над F .

С очевидностью, возможности (A), (D), (E) и (F, 4) могут иметь место. В этих
случаях про квадраформу N(x) известно, что она должна быть общей (generic) нор-
мой. Также (C) и (F, 2) могут иметь место с N(x) = [n(x)]2, где n(x) – общая норма
для A; в Лемме 1 мы покажем, что никаких других N(x) не может быть для (C) или
(F, 2). Наконец, мы докажем в Лемме 2, что (B) и (F, 3) не могут иметь места. Это,
вместе с Леммами 1 и 2, завершает доказательство Теоремы 5.

Лемма 1. Пусть F имеет характеристику 6= 2, 3, и пусть алгебра A с общей
(generic) n(x) является одной из следующих:

(i) квадратичное поле над F ;
(ii) (обобщенная) кватернионная алгебра или алгебра Кэли над F .
Если N(x) – невырожденная квадраформа наA, допускающая композицию, то

N(x) = [n(x)]2.

Доказательство. В обоих случаях (i) и (ii) общее (generic) минимальное урав-
нение для x ∈ A ([6], стр. 180) таково:

x2 − t(x)x + n(x)1 = 0. (50)

Кроме того, A = F1 + M , где M = {x0|x0 ∈ A, t(x0) = 0}. В случае (i) мы имеем
M = Fu0, где u2

0 = β1 = −n(u0)1, β неквадратична на F , в то время как в случае
(ii) квадратичная форма f , определенная на M посредством

x2
0 = f(x0)1 = −n(x0)1 для всех x0 ∈ M (51)

невырождена. Теперь из (50) и (34) с n = 4 вытекает

T3(x0) = T (x0)n(x0) для всех x0 ∈ M (52)

и
N(x0) = T2(x0)n(x0)− [n(x0)]

2 для всех x0 ∈ M. (53)

Полагая j = 2 в (15), мы имеем

3T3(x0) = T (x0)T2(x0) + 3T (x0)n(x0).

Поэтому из (52) вытекает T (x0)T2(x0) = 0 для всех x0 ∈ M , где

2T2(x0) = [T (x0)]
2 + 4n(x0) для всех x0 ∈ M (54)
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по (18). Существует достаточно много несовпадающих элементов в F , чтобы мы
сделали вывод, что мы имеем либо

T (x0) = 0 для всех x0 ∈ M, (55)

либо T2(x0) = 0 для всех x0 ∈ M , так что

−n(x0) =
[1

2
T (x0)

]2 для всех x0 ∈ M (56)

по (54). Предположим, что (56) верно. В случае (i) мы имеем β = −n(u0), квадрат
на F , что является противоречием. В случае (ii) мы имеем невырожденную квадра-
тичную форму f(x0) = −n(x0), квадрат линейной формы на M , из чего вытекает,
что M одномерна, противоречие. Мы доказали (55). Тогда

T2(x0) = 2n(x0), t3(x0) = 0, N(x0) = [n(x0)]
2

согласно (54), (52) и (53). Для любого x = α1 + x0(α ∈ F, x0 ∈ M) мы имеем

N(x) = N(α1 + x0) =
4∑

i=0

α4−iTi(x0) = [α2 + n(x0)]
2 = [n(x)]2,

что и требовалось.

Лемма 2. Пусть F имеет характеристику 6= 2, 3. Невырожденная квадрафор-
ма, допускающая композицию, не может быть определена на (i) кубическом поле
A над F , (ii) центральной простой ассоциативной алгебре A степени 3 над F .

Доказательство. В случае (ii) мы можем положить, что F алгебраически за-
мкнуто, так как невырожденная квадраформа, допускающая композицию, существу-
ет на A только, если существует такая форма на AK , где K – алгебраическое за-
мыкание F . Поэтому в (ii) мы можем считать, что A – алгебра всех матриц 3 × 3
над алгебраически замкнутым полем F . В обоих случаях (i) и (ii) общее (generic)
минимальное уравнение для x ∈ A таково:

x3 − t(x)x2 + q(x)x− n(x)1 = 0, (57)

где t(x) (соответственно, q(x), n(x)) – линейная (соответственно, квадратичная, ку-
бическая) форма на A, n(x) – общая норма. Также A = F1 + M , где M состоит из
всех x0, удовлетворяющих t(x0) = 0. В случае (i) M содержит u0 (удовлетворяющее
u3

0 = −q(u0)u0 + n(u0)1) такое, что

λ3 + q(u0)λ− n(u0) неприводимо, (58)

в то время, как в случае (ii) t(x) – обычный след и n(x) = det x – детерминант 3× 3
матрицы x. Теперь из (34) с n = 4 и (57) вытекает

[T2(x0)− q(x0)]x
2
0 + [T (x0)q(x0) + n(x0)− T3(x0)]x0 + [N(x0)− T (x0)n(x0)]1 = 0

для всех x0 ∈ M , так что в обоих случаях (i) и (ii) мы имеем

T2(x0) = q(x0), T3(x0) = T (x0) + n(x0), N(x0) = T (x0)n(x0) (59)

для всех x0 ∈ M . Теперь из (12) следует

3(x2x, x, x, 1) + (x, x, x, x2) = T (x2)(x, x, x, 1)
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для всех x ∈ A, так что из (57), (7), (18) и (59) вытекает

q(x0)[[T (x0)
3] + T (x0)q(x0)− n(x0)] = 0 для всех x0 ∈ M. (60)

В случае (i) мы имеем либо
q(u0) = 0, (61)

либо
n(u0) = [T (u0)]

3 + T (u0)q(u0). (62)

Если (62) верно, то λ3 + q(u0)λ − n(u0)λ имеет своим делителем λ − T (u0) в проти-
воречии с (58). Если (61) верно, то u3

0 = n(u0)1 так что T (u3
0) = 4n(u0), тогда как

T (u3
0) = [T (u0)]

3 + 3n(u0) согласно (17), (15) с j = 2, (18) и (59). Следовательно,
n(u0) = [T (u0)]

3, куб на F , так что λ3 − n(u0) приводимо,что противоречит (58) и
исключает (i).

В случае (ii) алгебраически замкнутое поле F содержит бесконечно много эле-
ментов, так что из (60) следует, что либо q(x0) = 0 для всех x0 ∈ M , либо

n(x0) = [T (x0)]
3 + T (x0)q(x0) для всех x0 ∈ M. (63)

Однако, легко найти 3 × 3 матрицы x0 ∈ M такие, что q(x0) 6= 0 (например, если
элементы обычного матричного базиса обозначить как eij, то матрица x0 = e12 + e21

будет удовлетворять этому). Поэтому (63) верно и длялюбого x = α1+x0 ∈ A (T (x) =
3α), мы имеем

det x = det(α1 = x0) = n(α1 + x0) = α3 + α2t(x0) + αq(x0) + n(x0) =

[α + T (x0)][α
2 − αT (x0) + [T (x0)]

2 + q(x0)],

так что детерминант det x имеет линейным делителем t(x)/3 + T (x0) = T (x) − t(x),
противоречие. Это завершает доказательство Леммы 2 и Теоремы 5.

Замечание. Как в [7] и [9], легко видеть, что даже без допущения в Теореме
5, что алгебра A содержит 1, возможные размерности A есть 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10 или
16.
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