
1 Àëãåáðà γ-ìàòðèö

Ñðåäè ìàòðèö 4× 4 ìîæíî âûáðàòü 4 ìàòðèöû γ0, γ1, γ2, γ3 óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì àíòèêîììóòàöèîííûì ñîîòíîøå-
íèÿì

{γµ, γν} = 2gµνI, (1)

ãäå I- åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à gµν = diag (1,−1,−1,−1) � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð. Êîíå÷íî, òàêîé âûáîð íåîäíîçíà÷åí, òàê êàê
ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîëüíîé îáðàòèìîé ìàòðèöû L ìû ìîæåì ïîëó÷èòü äðóãîé íàáîð, êîòîðûé íè÷åì íå õóæå:

γ′µ = LγµL−1. (2)

Ýòèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ñîáñòâåííî, ïðîèçâîë â âûáîðå ìàòðèö è îãðàíè÷èâàåòñÿ.
×àñòî èñïîëüçóåòñÿ òàêîé âûáîð (ñòàíäàðíîå ïðåäñòàâëåíèå):

γ0 =
(

1 0
0 −1

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
, i = 1, 2, 3. (3)

Â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè γ0 ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé ìàòðèöåé, à γ � àíòèýðìèòîâûìè. Ïîýòîìó èç (1) ñëåäóåò, ÷òî â
ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè

γµ† = γ0γµγ0

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïðîâîäèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèé ñ γ-ìàòðèöàìè, èñïîëüçóÿ íå èõ ÿâíûé âèä, à îñíîâíîå
àíòèêîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå (1).

1.1 Âû÷èñëåíèå ñëåäîâ

Ïîëó÷èì ðåêóððåíòíîå ïðàâèëî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëåäîâ. Âî-ïåðâûõ

Sp

íå÷åòíîå ÷èñëî[︷ ︸︸ ︷
γµ . . . γρ

]
= 0

Ýòî òîæäåñòâî ëåãêî äîêàçàòü, åñëè âñòàâèòü
(
γ5
)2 = I è ïðîíîñèòü ìàòðèöû â ðàçíûå ñòîðîíû, ïîëüçóÿñü àíòèêîììóòàöèåé.

Äàëåå,

Sp [γµ1γµ2 . . . γµn ] =
n∑
i=2

(−1)i Sp
[
γµ2 . . .

×
γµi . . . γµn

]
,

÷òî ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ïðîíåñåíèåì γµ1 âïðàâî äî êîíöà. Çäåñü
×
γµi îçíà÷àåò îòñóòñòâèå γµi . Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôîðìóëû

ïîëó÷àåì

Sp [I] = 4 (4)

Sp [γµ1γµ2 ] = 4gµ1µ2

Sp [γµ1γµ2γµ3γµ4 ] = 4 [gµ1µ2gµ3µ4 − gµ1µ3gµ2µ4 + gµ1µ4gµ2µ3 ]
...

Ïîëó÷àþùèåñÿ ïðàâèëà ñèëüíî íàïîìèíàþò òåîðåìó Âèêà äëÿ ôåðìèîííûõ îïåðàòîðîâ. Ââåäåì ñðàçó ìàòðèöó γ5 = iγ0γ1γ2γ3.
Ýòà ìàòðèöà òàêæå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèÿõ. ×òîáû âçÿòü ñëåä ñ ìàòðèöåé γ5, èñïîëüçóåì, ÷òî γ5 = − i

4!εµνρσγ
µγνγσγρ1

Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì

1Ìû èñïîëüçóåì ε0123 = +1, òàê ÷òî ε0123 = −1.
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Sp

γ5

íå÷åòíîå ÷èñëî︷ ︸︸ ︷
γµ . . . γρ

 = Sp
[
γ5γµγν

]
= Sp

[
γ5
]

= 0

Sp
[
γ5γµγνγσγρ

]
= −iεµνρσ

Ìîæíî ñîîáðàçèòü, ÷òî γ5 ñïàðèâàåòñÿ ñðàçó ñ ÷åòûðüìÿ γ-ìàòðèöàìè, è áûñòðî âû÷èñëÿòü áîëåå ñëîæíûå ñëåäû. ßñíî
òàêæå, ÷òî åñëè ïîä ñëåäîì ñòîÿò íåñêîëüêî γ5, òî íóæíî èõ ïîïàðíî "àííèãèëèðîâàòü èñïîëüçóÿ àíòèêîììóòàöèîííûå
ñâîéñòâà.

1.2 Ñîîòíîøåíèÿ Ôèðöà

Ñîîòíîøåíèÿ Ôèðöà � ýòî, ôàêòè÷åñêè, ñîîòíîøåíèÿ ïîëíîòû äëÿ γ-ìàòðèö. Âûâîä íè÷åì ïðèíöèïèàëüíî íå îòëè÷àåòñÿ
îò ñòàíäàðòíîãî âûâîäà ñîîòíîøåíèÿ ïîëíîòû. Â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö 4× 4 ïîëíûé íàáîð îáðàçóþò ìàòðèöû

1 ìàòðèöà︷︸︸︷
I ,

4 ìàòðèöû︷︸︸︷
γµ ,

6 ìàòð., ó÷èòûâàÿ àíòèñèìì.︷ ︸︸ ︷
σµν = 1

2 [γµ, γν ] ,

4 ìàòðèö︷ ︸︸ ︷
γ5γµ ,

1 ìàòðèöà︷ ︸︸ ︷
γ5 = iγ0γ1γ2γ3 (5)

Èõ êàê ðàç ðîâíî 4 ·4 = 16 øòóê. Ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íóæíî ïðîâåðÿòü, îäíàêî â ñòàíäàðòíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè ýòî òàê, à çíà÷èò, è â ëþáîì òàê (âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå ñâÿçàíî íåâûðîæäåííûì ëèíåéíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì (2) ñî ñòàíäàðòíûì)2. Êñòàòè, èç îïðåäåëåíèÿ ëåãêî âûâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà γ5:(

γ5
)2

= I ,
{
γ5, γµ

}
= 0

Êàê èçâåñòíî, ñîîòíîøåíèå ïîëíîòû åñòü ñëåäñòâèå ïîëíîòû íàáîðà. Ïîëó÷èì, íàïðèìåð, ðàçëîæåíèå äëÿ f1 = δijδkl.
Ïèøåì óñëîâèå ïîëíîòû, âûðàæàþùåå òîò ôàêò, ÷òî f1, êàê ìàòðèöà ïî èíäåêñàì k, j ëèíåéíî ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ìàòðèöàì
èç (5)

f1 = A⊗ I +Bµ ⊗ γµ + Cµν ⊗ σµν +Dµ ⊗ γ5γµ + E ⊗ γ5 , (6)

ãäå, äëÿ êðàòêîñòè, îáîçíà÷åíî a⊗ b ≡ ailbkj . Óìíîæàÿ ýòî óðàâíåíèå íà (I)jk, (γµ)jk, (σµν)jk, (γ5γµ)jk, (γ5)jk è èñïîëüçóÿ
ôîðìóëû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, íàõîäèì A, Bµ, Cµν , Dµ è E. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

f1 =
1
4
I ⊗ I +

1
4
γµ ⊗ γµ −

1
8
σµν ⊗ σµν −

1
4
γ5γµ ⊗ γ5γµ +

1
4
γ5 ⊗ γ5 , (7)

Îñòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íî, íî ìû ïîëó÷èì èõ ïî-äðóãîìó, èñïîëüçóÿ äðóãèå ñîîòíîøåíèÿ, òàêæå
ïðåäñòàâëÿþùèå íåêîòîðóþ öåííîñòü. Èìåííî, áëàãîäàðÿ òîìó æå ñîîòíîøåíèþ ïîëíîòû, âñå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö èç íàáîðà
(5) ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåêòîðà òîãî æå íàáîðà:

γµγν = gµνI + σµν , γµσνσ = gµνγσ − gµσγν − iεµνσδγ5γδ , γ5σµν =
i

2
εµνσδσσδ ,

σµνσρσ = (gµσgνρ − gµρgνσ)I + gµσσνρ − gµρσνσ + gνρσµσ − gνσσµρ − iεµνρσγ5 . (8)

Ïîýòîìó, ìû ïîëó÷àåì, íàïðèìåð, äëÿ f2 = (γµ)ij(γµ)kl

f2 = (γµ)ii′(γµ)l′lδi′jδkl′ = I ⊗ I − 1
2
γµ ⊗ γµ −

1
2
γ5γµ ⊗ γ5γµ − γ5 ⊗ γ5 (9)

2Ñì. íèæå ðàññìîòðåíèå â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.
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1.3 Ñâåðòêè ïî èíäåêñàì

Ôîðìóëû äëÿ ñâåðòîê ïî èíäåêñàì ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ (1). Âûïèøåì èõ äëÿ ñïðàâêè

γµγµ = 1
2 {γ

µ, γµ} = gµµI = 4I

γµγνγµ = γµ {γν , γµ} − γµγµγν = −2γν

γµγνγσγµ = 4gνσI
γµγνγσγργµ = −2γργσγν

Èç ýòîé ôîðìóëû,â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà γ-ìàòðèö â îáêëàäêàõ γµ . . . γµ äàåò ïðî-
èçâåäåíèå ýòèõ γ-ìàòðèö â îáðàòíîì ïîðÿäêå, óìíîæåííîå íà −2.

1.4 Àëãåáðà γ-ìàòðèö â D-ìåðèè
Ìíîãèå ôîðìóëû èç âûøåèçëîæåííûõ ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé D èçìåðåíèé èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (1). Íàïðèìåð,
ôîðìóëû äëÿ ñâåðòîê âûãëÿäÿò òàê

γµγµ = DI
γµγνγµ = (2−D) γν

γµγνγσγµ = 2γσγν − (2−D) γνγσ

γµγνγσγργµ = −2γργσγν + (4−D) γνγσγρ

Ñëåä ÷åòíîãî ÷èñëà γ-ìàòðèö âû÷èñëÿåòñÿ àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî (4). Åäèíñòâåííàÿ ðàçíèöà � äðóãîé, âîîáùå ãîâîðÿ,
îáùèé ìíîæèòåëü:

Sp [I] = N (D) (10)

Sp [γµ1γµ2 ] = N (D) gµ1µ2

Sp [γµ1γµ2γµ3γµ4 ] = N (D) [gµ1µ2gµ3µ4 − gµ1µ3gµ2µ4 + gµ1µ4gµ2µ3 ]
...

Ôóíêöèÿ N (D), î÷åâèäíî, èìååò ñìûñë ðàçìåðíîñòè γ-ìàòðèö. Äëÿ ðàçìåðíîñòíîé ðåãóëÿðèçàöèè ôóíêöèÿ N (D) ìîæåò
áûòü âûáðàíà ïðîèçâîëüíî, ïðè óñëîâèè, ÷òî N (4) = 4. ×àñòî âûáèðàþò N (D) = 4. ×òîáû îïðåäåëèòü äåéñòâèòåëüíóþ
ðàçìåðíîñòü γ- ìàòðèö â D-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (D-íàòóðàëüíîå ÷èñëî), íàì íóæíî ðàññìîòðåòü ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû
Ëîðåíöà â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö N ×N .

1.4.1 Ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëîðåíöà íà àëãåáðå Êëèôôîðäà

Ïóñòü γ0, . . . γD−1 � íåêîòîðûå ìàòðèöû N ×N , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (1)3.
Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ëîðåíöà

Λµν = exp [ω]µ ν
3Ñîâîêóïíîñòü òàêèõ ìàòðèö íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Êëèôôîðäà
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ìàòðèöó4

S (Λ) = exp
[

1
4
σµνωµν

]
, σµν =

1
2

[γµ, γν ] ,

è ðàññìîòðèì ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèö N ×N :

TΛ : M → S−1 (Λ)MS (Λ) , (11)

Èç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

TΛ (γµ) = S−1 (Λ) γµS (Λ) = Λµνγν , (12)

òî åñòü, ÷òî γµ âåäåò ñåáÿ êàê âåêòîð.

Çàäà÷à 1 Äîêàçàòü (12)

Ðàññìîòðèì òåïåðü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

γµ (13)

γ[µγν] =
1
2

[γµ, γν ]

γ[µγνγσ] =
1
6

(γµγνγσ + γνγσγµ + γσγµγν − γµγσγν − γσγνγµ − γνγµγσ)

...

Êàæäûé èç òàêèõ îáúåêòîâ ïðåîáðàçóåòñÿ êàê ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà.
Ïðè÷åì äëÿ íåïîâòîðÿþùèõñÿ èíäåêñîâ êîìïîíåíòà γ[µ1 . . . γµn] íå ðàâíà íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, èç (1) ñëåäóåò, ÷òî âñå γ-
ìàòðèöû íåâûðîæäåíû è ÷òî γ[µ1 . . . γµn] = γµ1 . . . γµn (ñðåäè µ1 . . . µn íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ). Ïîýòîìó

det
{
γ[µ1 . . . γµn]

}
= det {γµ1 . . . γµn} = det {γµ1} . . . det {γµn} 6= 0,

à çíà÷èò, è ñàìà ìàòðèöà γ[µ1 . . . γµn] íå ðàâíà íóëþ. Åñëè ìåæäó ìàòðèöàìè (13) åñòü ëèíåéíàÿ ñâÿçü, åå êîýôôèöèåíòû
äîëæíû áûòü èíâàðèàíòíûìè òåíçîðàìè, ÷òîáû ýòà ñâÿçü íå èçìåíÿëàñü ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (11). Â ñîáñòâåííîé ãðóïïå
Ëîðåíöà åñòü äâà îñíîâíûõ èíâàðèàíòíûõ òåíçîðà: gµν è εµ1...µD . Åñëè åùå ó÷åñòü P -÷åòíîñòü, òî âòîðîé îáúåêò óæå íå
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì òåíçîðîì. Ïîýòîìó, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ñ ó÷åòîì P -÷åòíîñòè òåíçîðíûå êîìïîíåíòû âñåõ òåíçîðîâ
èç (13) ñ âîçðàñòàþùèìè çíà÷åíèÿìè èíäåêñîâ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ìàòðèöàìè. Äåéñòâèòåëüíî, åäèíñòâåííûé
âàðèàíò ñâÿçè � ýòî óìåíüøåíèå ÷èñëà èíäåêñîâ ó îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ òåíçîðîâ èç (13) è ñëîæåíèå ñ òåíçîðàìè ñ òàêèì
æå ÷èñëîì èíäåêñîâ. Íî ÷èñëî èíäåêñîâ óìåíüøèòü ìîæíî òîëüêî ñâåðòêîé ñ gµν , ÷òî äàåò íîëü. Òåïåðü, ñ÷èòàÿ êîìïîíåíòû,
ïîëó÷àåì

N2 > 1 +D+
D (D − 1)

2
+
D (D − 1) (D − 2)

6
+ . . . =

D∑
n=0

CnD = 2D

Òóò íóæíî çàìåòèòü, ÷òî â ÷åòíûõ ðàçìåðíîñòÿõ ïðåîáðàçîâàíèå

M →
(
γ0
)−1

Mγ0

4Ñòðîãî ãîâîðÿ, ìàòðèöà Ëîðåíöåâñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé îïðåäåëÿåò S (Λ) ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà
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ñîîòâåòñòâóåò P -÷åòíîñòè, òàê êàê

(
γ0
)−1

γµγ0 = Pµνγ
ν , P =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


Ïîýòîìó â ÷åòíûõ ðàçìåðíîñòÿõ D ðàçìåðíîñòü γ-ìàòðèö íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì 2D/25.

Â íå÷åòíûõ ðàçìåðíîñòÿõ, åñëè ìû íå ñîáèðàåìñÿ èñïîëüçîâàòü P -÷åòíîñòü, âîçìîæíîé ÿâëÿåòñÿ ñâÿçü

γ[µ1 . . . γµn] ∝ εµ1...µn
µn+1...µDγ

[µn+1 . . . γµD] (14)

è ïîýòîìó ìèíèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü γ-ìàòðèö ðàâíà 2(D−1)/2.

1.4.2 Àíîìàëèè â ñëåäå íå÷åòíîãî ÷èñëà γ-ìàòðèö

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëåä íå÷åòíîãî ÷èñëà γ-ìàòðèö. Íàøå äîêàçàòåëüñòî ðàâåíñòâà åãî íóëþ íå ãîäèòñÿ, òàê êàê ñóùå-
ñòâåííî èñïîëüçóåò îïðåäåëåíèå ìàòðèöû γ5. Íî òåïåðü ìû ïîíèìàåì, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ íàòóðàëüíûõ D, ýòîò ñëåä
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì òåíçîðîì. Ïîýòîìó îí ìîæåò áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî äëÿ íå÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ D è äëÿ
÷èñëà γ-ìàòðèö, ðàâíîãî D,D + 2, . . .(òàê êàê èíâàðèàíòíûå òåíçîðû ñ íå÷åòíûì êîëè÷åñòâîì èíäåêñîâ â D-ìåðüå ìîãóò
èìåòü D,D + 2, . . . èíäåêñîâ). Äëÿ íåöåëûõ D ìû ìîæåì äåéñòâîâàòü òàê. Ðàññìîòðèì òîæäåñòâî

D Sp [γα] = Sp [γµγµγα] = Sp [γµγαγµ] = (2−D) Sp [γα] .

Èç íåãî ïîëó÷àåì, ÷òî
(D − 1) Sp [γα] = 0,

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè D 6= 1 (à âñå íàòóðàëüíûå D ìû óæå îáñóäèëè) Sp [γα] = 0. Áîëüøåå íå÷åòíîå ÷èñëî γ-ìàòðèö èìååò
òàêæå íóëåâîé ñëåä â íåöåëîé ðàçìåðíîñòè.

Óïðàæíåíèå 2 Âûâåñòè òîæäåñòâî
(D − 3) Sp

[
γαγβγγ

]
= 0.

Äëÿ íå÷åòíûõ ðàçìåðíîñòåé ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ÷åìó ìîæåò áûòü ðàâåí ñëåä D γ-ìàòðèö ïðè èõ ìèíèìàëüíîé ðàç-
ìåðíîñòè N = 2(D−1)/2. Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â ôîðìóëå (14) . Èìååì

γ0 . . . γD−1 = αε0...D−1 = α(
γ0 . . . γD−1

)2
= α2

(−1)D(D−1)/2 det g = α2

α = ±
√

(−1)D(D−1)/2 = ±
√

(−1)(D−1)/2

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî â íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè det g = 1. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ðåàëèçóåòñÿ îäèí çíàê, òî äðóãîé òîæå
âîçìîæåí. Ïîëó÷àåì äëÿ íå÷åòíûõ ðàçìåðíîñòåé

Sp [γµ1 . . . γµD ] = ±
√

(−1)(D−1)/22(D−1)/2εµ1...µD = ± (2i)(D−1)/2
εµ1...µD

5À ÿâíûì ïîñòðîåíèåì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü ðàâíà 2D/2
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