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В работе рассматривается конструкция индуцированных представлений для группы
G = SL2(R). Оказывается, что действие этой группы на однородном пространстве
G/H, где H является произвольной однопараметрической подгруппой SL2(R),
является дробно-линейным преобразованием двумерной алгебры гиперкомплексных
чисел. Это наблюдение может быть распространено на дальнейшие соответствия
между структурными компонентами SL2(R) и гиперкомплексными системами. Соот-
ветственно мы рассматриваем вопрос о гиперкомплексных характерах подгруппы H.
В частности мы приводим примеры индуцированных представлений группы SL2(R)
в пространствах функций с гиперкомплексными значениями, которые являются
унитарными в определённом смысле.
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1 Группа SL2(R) и её подгруппы
Группа SL2(R) состоит из квадратных 2×2 матриц с действительными элементами и еди-
ничным определителем. Групповая операция задаётся матричным умножением. SL2(R)
является простейшей полупростой группой Ли. Произвольный элемент SL2(R) допускает
единственное разложение вида [10, Exer. I.14]:

(
a b
c d

)

=

(
α 0
0 α−1

)(
1 ν
0 1

)(
cosφ sinφ
− sinφ cosφ

)

, (1)

с некоторыми параметрами α ∈ (0,∞), ν ∈ (−∞,∞) и φ ∈ (−π, π]. Эта формула (1) запи-
санная в виде SL2(R) = ANK известна как разложение Ивасавы [25, § III.1] и допускает
обобщение на произвольную полупростую группу Ли.
Семейства матриц каждого из трёх видов в правой части (1) образуют однопараметри-

ческие подгруппы обычно обозначаемые A, N and K. Они получаются экспоненциирова-
нием соответствующих матриц с нулевым следом:
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}

, (2)
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)

= exp

(
0 t
−t 0

)

, t ∈ (−π, π]

}

. (4)

Следующий простой результат имеет поучительное доказательство:

Предложение 1. Любая непрерывная однопараметрическая подгруппа SL2(R) матрич-
но сопряжена к одной из подгрупп A, N или K.
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Доказательство. Любая непрерывная однопараметрическая подгруппа получается экс-
поненциированием

etX =
∞∑

n=0

tn

n!
Xn (5)

элемента X алгебры Ли sl2 группы SL2(R). Такой элемент представим 2 × 2 матрицей с
нулевым следом. Поведение ряда Тэйлора (5) зависит от свойств степеней Xn. Последние
легко классифицируются непосредственным вычислением:

Лемма 2. Квадрат X2 матрицы X

(
a b
c −a

)

с нулевым следом есть единичная матри-

ца умноженная на a2+ bc = − detX. Этот множитель может быть отрицательным,
нулевым или положительным, что соответствует трём различным типам ряда Тэй-
лора (5) для etX .

Несложно видеть, что матричное подобие приводит элемент X к генератору

• подгруппы K если (− detX) < 0;

• подгруппы N если (− detX) = 0;

• подгруппы A если (− detX) > 0.

Так как матричное подобие не меняет определителя матрицы, то эти три случая не сво-
дятся друг к другу.

Пример 3. Следующие две подгруппы сопряжены к A и N соответственно посредством

матричного сопряжения с фиксированной матрицей

(
0 1
1 0

)

:
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sinh t cosh t

)

= exp

(
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t 0

)

, t ∈ R

}

, (6)

N ′ =

{(
1 0
t 1

)

= exp

(
0 0
t 0

)

, t ∈ R

}

. (7)

В дальнейшем мы будем, как правило, рассматривать подгруппы N ′ и A′ вместо N и A,
так как это приведёт к более естественной геометрической картине.

2 Действие SL2(R) приводит к гиперкомплексным числам
Пусть H является подгруппой группы G. Для соответствующего однородного простран-
ства Ω = G/H определим гладкое сечение s : Ω → G [12, § 13.2], которое является левым
обратным для естественной проекции p : G → Ω. Выбор такого сечения непринципиален
в том смысле, что наши дальнейшие построения определяются с точностью до гладкого
отображения Ω→ Ω.
Каждый элемент g ∈ G может быть представлен единственным образом в виде

g=s(ω)h, где ω = p(g) ∈ Ω и h ∈ H. Соответственно, на Ω определяется действие группы
G следующим образом:

g : ω 7→ g ∙ ω = p(g ∗ s(ω)), (8)

где ∗ обозначает групповое произведение. Это действие может быть также проиллюстри-
ровано коммутативной диаграммой:
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Для группы G = SL2(R), как и для остальных полупростых групп, принято рассматри-
вать случай, когда H является максимальной компактной подгруппой K. Однако в данной
работе мы рассмотрим все три возможности для однопараметрической подгруппы H опи-
санных в Предложении 1 и Примере 3, а именно H = K, N ′ или A′. В этом случае много-
образие Ω является двумерным и для всех трёх возможных подгрупп H мы определим [13,
Ex. 3.7(a)]:

s : (u, v) 7→
1
√
v

(
v u
0 1

)

, (u, v) ∈ R2, v > 0. (9)

Непосредственное вычисление или использование компьютерной программы [18] приводит
к следующему результату:

Предложение 4. Действие (8) группы SL2(R) определённое сечением s (9) есть:

(
a b
c d

)

: (u, v) 7→

(
(au+ b)(cu+ d)− σcav2

(cu+ d)2 − σ(cv)2
,

v

(cu+ d)2 − σ(cv)2

)

, (10)

где σ = −1, 0 или 1 для подгрупп K, N ′ или A′ соответственно.

Выражение (10) не выглядит привлекательно, однако, введение гиперкоплексных чисел
существенно его улучшает:

Предложение 5. Пусть единица ι такова, что ι2 = σ, тогда действие группы
SL2(R) (10) может быть записано как дробно-линейное (мёбиусово) преобразование:

(
a b
c d

)

: w 7→
aw + b

cw + d
, где w = u+ ιv, (11)

для всех трёх возможных значений параметра σ из Предложения 4.

Замечание 6. Отметим что гиперкомплексные единицы не вводились нами умышленно, по
произволу или из «чисто обобщательской попытки» [30, стр. 4]. Они естественно возникли
из действия группы SL2(R).

Мнимая единица i2 = −1 порождает хорошо знакомые комплексные числа. Двумерная
алгебра выражений x+ jy с образующей j2 = 1 имеет много имён: гиперболические, двой-
ные числа [2, 11, 32] и др., это один из простейших примеров гиперкомплексных чисел.
Параболические гиперкомплексные числа, часто так же называемые двойными имеют вид
x + εy с нильпотентной единицей такой, что ε2 = 0 [35, 9, 3, 5]. Мы используем символ ι
для обозначения любой из трёх единиц i, ε или j.

Замечание 7. К сожалению, не существует устоявшихся обозначений для образующих
гиперкомплесных алгебр. Более того, было бы затруднительно просто перечислить всё
многообразие использованных символов и мы упомянем лишь некоторые из них. Стоит
отметить, что даже наиболее традиционная мнимая единица i обозначается как j во мно-
гих инженерных текстах. Гиперболическая единица обозначается как j во многочисленных
работах начиная, по крайней мере, с основополагающего текста [34]; однако, другое обо-
значение e употребляется в замечательной книге [35]. Для нильпотентной единицы часто
используется символ ι [7, 29], но наш выбор ε позаимствован у Яглома [35] и его последо-
вателей. Нам это обозначение кажется удачным в силу следующего Замечания.
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Замечание 8. Нильпотентная единица ε близко связана с инфинитезимальным числом ε
используемом в нестандартном анализе [4, 33]. Квадрат нильпотентной единицы в точно-
сти равен нулю в то время, как квадрат инфинитезимального числа есть «практически»
ноль. Это сходство использовалось в работе [3] для вывода основных теорем дифференци-
ального исчисления на основе нильпотентной единицы. Это же свойство стоит за постро-
ением классической механики из представлений группы Гейзенберга [20].

Действие (11) является групповым гомоморфизмом из SL2(R) в преобразование «верх-
ней полуплоскости» гиперкомплексной алгебры. Несмотря на то, что алгебраическая
структура двойных и дуальных чисел достаточно вырождена, они интересны как одно-
родные пространства для мёбиусовых преобразований. Построение соответствующих гео-
метрий в духе Эрлангенской программы Ф. Клейна ободряюще необычно [19] и приводит
к новым результатам даже в хорошо изученном случае геометрии Лобачевсеого [15].
Из-за делителей нуля корректное изучение мёбиусовых преобразований (11) должно

рассматриваться на конформно пополненной плоскости [9, 16]. Физические приложения
гиперкомплексных чисел простираются от классической механики [35] и специальной те-
ории относительности [2, 32] до космологии [9, 6] и квантовой механики [11, 20, 7].
Стандартный способ линеаризации действия (8) заключается в переходе к представле-

нию индуцированному с подгруппы H [12, § 13.2], [13, § 3.1]. Для этого мы определим
отображение r : G→ H порожденное отображениями p и s через соотношения:

r(g) = (s(ω))−1g, где ω = p(g) ∈ Ω. (12)

Пусть χ является неприводимым представлением подгруппы H в векторном пространстве
V , тогда оно индуцирует представление G в смысле Макки [12, § 13.2]. Существует несколь-
ко реализаций индуцированного представления, мы будем рассматривать представление
ρχ в пространстве V -значных функций по формуле [12, § 13.2.(7)–(9)]:

[ρχ(g)f ](ω) = χ(r(g
−1 ∗ s(ω)))f(g−1 ∙ ω), . (13)

где g ∈ G, ω ∈ Ω, h ∈ H и r : G → H, s : Ω → G есть отображения определённые выше;
∗ обозначает групповую операцию на G и ∙ является действием (8) группы G на Ω.
Так как в нашем рассмотрении подгруппа H всегда одномерна, то её неприводимые

представления обычно предполагаются комплексными характерами. Однако, если гипер-
комплексные числа естественно появляются в действии группы SL2(R) на однородных
пространствах (11), почему мы не должны также рассмотреть гиперкомплексные харак-
теры?

3 Гиперкомплексные характеры—алгебраический подход
Как уже отмечалось, традиционно основное внимание при изучении представлений группы
SL2(R) уделяется случаю H = K и, соответственно, комплекснозначным характерам K.
Линейное преобразование определённое матрицами (4) изK представляют собой вращения
R2 на угол t. Идентификация R2 = C переводит это вращение в умножение на eit, где
i2 = −1. Вращение является унитарным для эллиптической метрики:

x2 + y2 = (x+ iy)(x− iy). (14)

Каждая орбита вращения являются окружностью («ободом колеса»), и любая прямая
проходящая через начало координат («спица») переходит в другую прямую повёрнутую
на угол t, см. Рис. 1(E).
Для гиперкомплексных чисел наиболее прямолинейное применение этой модели для

характеров выглядит как на рисунке 1.



42 Гиперкомплексные числа в геометрии и физике, 1 (15), том 8, 2011

1

−ι

ι

E

1

−ι

ι

P0

1

−ι

ι

H

Рис. 1: Унитарные вращения, полученные алгебраическим способом, т.е. умножением на eιt: эл-
липтические (E), параболические (P0) и гиперболические (H). Все фиолетовые орбиты опреде-
ляются уравнением x2− ι2y2 = r2. Зелёные «спицы» (прямые линии из начала координат к точке
на орбите) получаются вращением горизонтальной оси.

Предложение 9. Нижеследующая таблица показывает алгебраическое соответствие
между гиперкомплексными характерами:

Эллиптический Параболический Гиперболический

Subgroup K Subgroup N ′ Subgroup A′

i2 = −1 ε2 = 0 j2 = 1
w = x+ iy w = x+ εy w = x+ jy
w̄ = x− iy w̄ = x− εy w̄ = x− jy

eit = cos t+ i sin t eεt = 1 + εt ejt = cosh t+ j sinh t

|w|2e = ww̄ = x
2 + y2 |w|2p = ww̄ = x

2 |w|2h = ww̄ = x
2 − y2

argw = arctan y
x

argw = y
x

argw = tanh−1 y
x

окружность |w|2e = 1 две прямые x = ±1 гипербола |w|2h = 1

Геометрическое действие умножения на eιt показано Рис. 1 для всех трёх случаев.

Явным образом параболическое «вращение» порождённое умножением на eεt действует
на дуальные числа так:

eεx : a+ εb 7→ a+ ε(ax+ b). (15)

Это связывает параболический случай с галилеевыми симметриями классической механи-
ки [35], в которой время абсолютно и независимо от пространства. Такое кинематическое
обоснование предлагает следующие соответствия для параболического случая [8, 35]:

• Параболическая тригонометрия тривиальна:

cosp t = ±1, sinp t = t; (16)

• параболическое расстояние (при ненулевом x) не зависит от y:

x2 = (x+ εy)(x− εy); (17)
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• полярное разложение дуального числа [35, App. C(30’)]:

u+ εv = u(1 + ε
v

u
), поэтому |u+ εv| = u, arg(u+ εv) =

v

u
; (18)

• параболическое «колесо» выглядит прямоугольным, см. Рис. 1(P0).

Алгебраическая аналогия и кинематическое обоснование кажутся достаточно убеди-
тельными для единственно правильной параболической тригонометрии [26, 8, 35]. Более
того, данные три типа вращений представляют собой все возможные линейные симплек-
тические преобразования, что делает их и соответствующие мнимые единицы полезными
в классической и квантовой механике [20, 22].
Однако геометрический подход и симметрии параболических уравнений математиче-

ской физики предлагают менее вырожденную альтернативу изложенную ниже.

4 Параболическое колесо из геометрического действия
Попробуем ввести нетривиальные параболические вращения другим способом. Если умно-
жение в дуальных числах (линейные преобразования) слишком тривиальны, мы перейдём
к следующему уровню сложности: дробно-линейным.
Действительно, нет необходимости рассматривать гиперкомплексных единицы как аб-

страктные сущности. Мы видели в Лемме 2, что генераторы подгрупп K, N и A по сути
представляют единицы для комплексных, дуальных и двойных чисел соответственно. Мы
так же можем рассматривать выражения для однопараметрических подгрупп K, N ′ и A′

как матричные версии тождества Эйлера из пятой строки таблицы в Предложении 9.
Поэтому мы можем определить характеры подгрупп K, N ′ и A′ через геометрическое

действие SL2(R) посредством преобразований Мёбиуса. Однако действие (11) определено
в верхней полуплоскости, а было бы желательно получить его унитарную форму, что
возможно при конформном отображении на единичный круг. В эллиптическом случае это
достигается преобразованием Келли, которое переводит подгруппу K в:

1

2

(
1 −i
−i 1

)(
cos t − sin t
sin t cos t

)(
1 i
i 1

)(
eit 0
0 e−it

)

. (19)

Диагональная матрица справа задаёт преобразование Мёбиуса, которое сводится к умно-
жению на e2it, то есть унитарному вращению комплексной плоскости.
Гиперболическая версия преобразования Келли выглядит так [19, § 8.1]:

1

2

(
1 j
−j 1

)(
cosh t sinh t
sinh t cosh t

)(
1 −j
j 1

)(
ejt 0
0 e−jt

)

. (20)

Преобразование Мёбиуса с полученной матрицей так же сводится к умножению на e2jt, что
является унитарным преобразованием Лоренца двумерного пространства-времени Мин-
ковского.
В параболическом случае мы используем для преобразования Келли сходную матри-

цу [19, § 8.2]:

Cε =

(
1 −ε
−ε 1

)

Тогда образом матрицы (3) из подгруппы N будет:

(
1 −ε
−ε 1

)(
1 t
0 1

)(
1 ε
ε 1

)(
1 + εt t
0 1− εt

)(
eεt t
0 e−εt

)

. (21)
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Хотя этот результат не сильно отличается от двух предыдущих случаев (19) и (20), но при-
сутствие ненулевого члена в позиции (1, 2) нарушает баланс. Тем не менее, мы по преж-
нему определим параболическое вращение, как преобразование Мёбиуса с матрицей (21),
которое уже не будет простым умножением на скаляр.

1

−ι

ι

E

1

−ι

ι

H

1

−ι

ι

P

1

−ι

ι

P ′

Рис. 2: Геометрическая версия унитарных вращений: эллиптические (E), два варианта парабо-
лических (P и P ′), и гиперболические (H). Фиолетовые орбиты являются линиями уровня для
соответствующих функций модуля. Зелёные прямые линии соединяют точки с одинаковым зна-
чением аргумента, они нарисованы с постоянным шагом приращения аргумента для каждого
случая.

Пример 10. Параболическое вращение с верхне-треугольной матрицей из подгруппы N
есть: (

eεt t
0 e−εt

)

: −ε 7→ t+ ε(t2 − 1). (22)

Это совпадает с циклическим вращением определённым в [35, § 8]. Сравнение с тожде-
ством Эйлера по прежнему подтверждает определение параболического синуса как ли-
нейной функции sinp t = t, но предлагает новое значение для параболического косинуса
(квадратичное вместо постоянного):

cosp t = 1− t2, sinp t = t.
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Соответственно параболическая теорема Пифагора выглядит так:

sinp2 t+ cosp t = 1, (23)

что неплохо соседствует с эллиптической с одной стороны и гиперболической—с другой
версиями:

sin2 t+ cos2 t = 1, sinh2 t− cosh2 t = −1.

Отметим также, что тождество (23) менее вырождено, чем выражение вообще без синуса
cosp2 t = 1 из [8] (см. так же (16), (17)).

Пример 11. Существует вторая возможность определить параболические вращения ис-
пользуя нижне-треугольные матрицы из подгруппы N ′. Существенное отличие в том, что
точка −ε теперь неподвижна (как и все точки вертикальной оси) и для получения орбиты
мы будем использовать ε−1, который является идеальным элементом (точкой в бесконеч-
ности) [35, App. C] потому, что ε — делитель нуля. Вопросы замыкания гиперкомплексных
чисел идеальными элементами в физическом контексте рассматривались в [16].
Для подгруппы N ′ мы получаем:

(
e−εt 0
t eεt

)

:
1

ε
7→
1

t
+ ε

(

1−
1

t2

)

. (24)

Сравнение с (22) показывает, что обе версии связаны отображением t 7→ t−1. Такое же
соотношение связывает и параболические тригонометрические функции. Параболическая
«единичная окружность» (или цикл [19, 35]) определяется уравнением x2 − y = 1 в обоих
случаях, см. Рис. 2(P ) и (P ′). Однако остальные орбиты различаются и мы опишем их в
следующей секции.

Рис. 2 показывает преобразования Мёбиуса определённых матрицами (19), (20) и (21)
с соответствующими «единичными кругами», которые являются образами верхней по-
луплоскости под действием соответствующих преобразований Келли [19, § 8].

5 Восстановление алгебраической структуры из геометрии
Мы хотим, что бы индуцированные представления были линейными, для этого порожда-
ющий их характер должен также быть линейный. Вращения в эллиптическом и парабо-
лическом случае задаются произведениями с комплексными и двойными числами соот-
ветственно и потому — линейны. Однако, нетривиальные параболические вращения (22)
и (24) (Рис. 2(P ) и (P ′)) — нелинейны и мы введём новые алгебраические операции на
дуальных числах, которые линеаризуют преобразования Мёбиуса. Для этого мы будем си-
стематически использовать хорошо известный приём «обращения теорем в определения».

5.1 Модуль и аргумент

В эллиптическом и гиперболическом случае орбиты вращений являются точками с посто-
янной нормой (модулем): x2+ y2 или x2− y2 соответственно. В параболическом случае мы
используем этот же признак:

Определение 12. Орбиты преобразований (22) и (24) являются линиями уровня для
следующих функций, которые мы будем называть соответствующими модулем (нормой):

для N : |u+ εv| = u2 − v, для N ′ : |u+ εv|′ =
u2

v + 1
. (25)
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Замечание 13.

1. Выражение |(u, v)| = u2−v равно параболическому расстоянию из (0, 1
2
) to (u, v) к точке

(u, v), см. [19, Lem. 8.3], и так же соответствует «параболической теореме Пифагора» (23).

2. Модуль для подгруппы N ′ выражает параболическое фокальное расстояние из точки
(0,−1) к (u, v), см. [19, Lem. 8.4].

Единственные прямые, которые переходят в прямые под действием параболических
вращений с подгруппами N и N ′, это вертикальные прямые. Поэтому мы их будем ис-
пользовать как множества точек с постоянным значением аргумента и дадим следующее:

Определение 14. Параболический аргумент определятся как:

для N : arg(u+ εv) = u, для N ′ : arg′(u+ εv) =
1

u
. (26)

Оба определения 12 и 14 задают свойства хорошо согласующиеся с параболическими
вращениями:

Предложение 15. Пусть точка wt получается из w параболическим вращением на
угол t в (22) или в (24). Тогда:

|wt|
(′) = |w|(′) , arg(′)wt = arg

(′)w + t,

где выражения со штрихом используются для подгруппы N ′.

Все доказательства в этой и следующей секциях производятся вычислением либо не-
посредственно, либо с помощью пакета символических расчётов [17, 18].

Замечание 16. Отметим, что в традиционном изложении [35, App. C(30’)] параболический
модуль и аргумент выражаются как в (18), что в некотором смысле обратно к нашим
соглашениям.

5.2 Параболический поворот как умножение

Для определение параболического произведения мы снова будем использовать известные
свойства комплексного произведения в качестве определения. Действительно, параболи-
ческое вращение можно рассматривать как умножение на унимодулярное скаляр, таким
образом мы приходим к следующему

Определение 17. Произведение двух векторов w1 и w2 определяется такими двумя усло-
виями:

1. arg(′)(w1w2) = arg(′)w1 + arg(′)w2;

2. |w1w2|
(′) = |w1|

(′) ∙ |w2|
(′).

Параболическое сопряжение так же требует специального определения, которое осно-
вано на изменение знака аргумента.

Определение 18. Сопряжённый вектор задаётся равенством:

u+ εv = −u+ εv. (27)

Очевидно, мы имеем следующие свойства сопряжения: |w|(′) = |w|(′) и
arg(′)w= − arg(′)w. Определения 12, 14 и 17 совместно задают значение для произ-
ведения двух векторов единственным образом.
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Предложение 19. Параболическое произведение двух векторов имеет следующие явные
выражения:

для N : (u, v) ∗ (u′, v′)(u+ u′, (u+ u′)2 − (u2 − v)(u′2 − v′)); (28)

для N ′ : (u, v) ∗ (u′, v′) =

(
uu′

u+ u′
,
(v + 1)(v′ + 1)

(u+ u′)2
− 1

)

. (29)

Несмотря на необычный вид оба произведения имеют хорошо знакомые свойства:

Предложение 20. Оба произведения (28) и (29) удовлетворяют таким условиям:

1. Они коммутативны и ассоциативны;

2. Соответствующие параболические повороты (22) и (24) совпадают с умножением
на унимодулярный вектор.

3. Значение произведения w1w̄2 не изменится если оба вектора w1 и w2 будут повёрнуты
на тот же угол соответствующим вращением (22) или (24).

4. Для любого вектора w выполняется тождество:

|ww̄| = |w|2 .

В частности, свойство (3) из этого Предложения будет важно для скалярного про-
изведения (38), по отношению к которому наши индуцированные представления будут
унитарны.

6 Инвариантная линейная алгебра
Теперь мы хотим определить линейную структуру на R2, которая будет совместима с па-
раболическим умножением из предыдущей секции и, потому, с параболическими враще-
ниями, см. Предложение 20(2). Умножение на положительный действительный скаляр за-
даётся прямолинейно: оно не должно менять аргумент и соответственно масштабир овать
норму вектора. Поэтому для a > 0 мы имеем:

a ∙ (u, v) = (u, av + u2(1− a)) для N, (30)

a ∙ (u, v) =

(

u,
v + 1

a
− 1

)

для N ′. (31)

С другой стороны, сложение векторов может быть задано несколькими существенно
отличными свойствами. Мы приведём две возможности: тропическую и экзотическую.

6.1 Тропическая форма

Введём лексиграфический порядок на R2:

(u, v) ≺ (u′, v′) тогда и только тогда,

{
когда u < u′;
или u = u′, v < v′.

Соответственно мы можем задать функции min и max для любой пары векторов из R2 со-
ответственно. Тогда сумма двух векторов определяется как их минимум (или максимум).
Такое же определение используется в тропической математике, так же известной как
«деквантизация» Маслова или алгебры Rmin и Rmax, см. превосходный обзор [27]. Легко
проверить, что такое сложение совместно с умножением (30)–(31) удовлетворяет дистри-
бутивному закону и потому будет инвариантно относительно параболических вращений.
Это направление выглядит интересным и обещающим, однако мы больше не будем его
рассматривать в данной работе.
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6.2 Экзотическая форма

Сложение двух векторов может быть задано одной формулой для обоих подгрупп N и
N ′ таким образом, что их отличие будет спрятано в соответствующих Определениях 12
(норма) и 14 (аргумент).

Определение 21. Параболическое сложение векторов задаётся в (экзотической) форме:

arg(′)(w1 + w2) =
arg(′)w1 ∙ |w1|

(′) + arg(′)w2 ∙ |w2|
(′)

|w1 + w2|
(′)

, (32)

|w1 + w2|
(′) = |w1|

(′) ± |w2|
(′)
, (33)

где штрихованные версии формул соответствуют подгруппе N ′.

На первый взгляд формула для нормы суммы (33) выглядит слишком тривиально.
В её защиту мы можем отметить, что она располагается как раз между эллиптическим
|w + w′| ≤ |w| + |w′| и гиперболическим |w + w′| ≥ |w| + |w′| неравенствами треугольника
для норм.
Правило для сложения аргументов (32) тоже не является произвольным. Из теоремы

синусов евклидовой геометрии мы можем получить

sin(φ− ψ′) =
|w| ∙ sin(ψ − ψ′)
|w + w′|

, sin(ψ′ − φ) =
|w′| ∙ sin(ψ − ψ′)
|w + w′|

,

где ψ(′) = argw(′) и φ = arg(w + w(′)). Используя значение (16) параболического синуса
sinp θ = θ мы получаем (32).
Аккуратность в обращении с нулями в знаменателе выражения (32) достигает-

ся при переходе от вектора w = u + εv к паре однородных полярных координат
[a, r]=[|w|(′) ∙ arg(′)w, |w|(′)] (штрихованная версия соответствует подгруппе N ′). Тогда сло-
жение задаётся покомпонентно в однородных координатах:

w1 + w2 = [a1 + a2, r1 + r2], где wi = [ai, ri].

Умножение из Определения 17 в однородных координатах есть:

w1 ∙ w2 = [a1r2 + a2r1, r1r2], где wi = [ai, ri].

Таким образом, однородные координаты линеаризуют сложение (32)–(33) и умножение на
скаляр (30). Переход к более прозрачным координатам может быть рассмотрен в контексте
бирациональной геометрии [23].
Параболическое сложение определяется условиями (32)–(33) однозначно, но явные

формулы достаточно сложны. Во многих случаях без них можно обойтись используя сле-
дующие свойства:

Предложение 22. Векторное сложение для подгрупп N и N ′ заданное выражени-
ем (32)–(33) обладает следующими свойствами:

1. Они коммутативны и ассоциативны.

2. Выполняется дистрибутивный закон для умножений (28) и (29); соответственно:

3. Сложения перестановочны с поворотами;

4. Выполняется дистрибутивные законы для умножения на скаляр (30) и (31) соответ-
ственно:

a ∙ (w1 + w2) = a ∙ w1 + a ∙ w2, (a+ b) ∙ w = a ∙ w + b ∙ w.
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Что бы завершить построение действительного векторного пространства нам надо опи-
сать нулевой и обратный вектора. В частности, мы определим обратный элемент как име-
ющий тот же аргумент и противоположную норму.

Предложение 23.

(N) Нулевой вектор есть (0, 0) и соответственно противоположный элемент для (u, v)
есть (u, 2u2 − v).

(N ′) Нулевой вектор есть (∞,−1) и соответственно противоположный элемент для
(u, v) есть (u,−v − 2).

Теперь используя равенство −w = (−1) ∙w можно убедится, что та же формула (30) и
(31) может быть использована для умножения на отрицательные действительные скаляры.

Замечание 24. Обычная линейная структура является неподходящей и в других вопросах,
например, в кажущейся «неконформности» длин из параболического фокуса, то есть с
параметром σ̊ = 0 в [19, Prop. 3]. Однако подходящая выбор определений восстанавливает
искомые свойства.
Первоначальное определение конформности [19, Defn. 5.4] рассматривало традицион-

ный предел y′ → y вдоль прямых линий, т.е. «спиц» изображённых на Рис. 1. Хорошо
известно, что этот подход полностью работает в эллиптическом и гиперболическом случае.
Однако, в параболическом случае вертикальные линии больше подходят на роль «спиц»,
см. Рис. 2(P ) и (P ′), таким образом обоснованно рассматривать конформный предел вдоль
них [19, Prop. 5.2].

7 Индуцированные представления

Теперь мы можем применить гиперкомплексные характеры построенные выше к инду-
цированным представлениям заданным формулой (13). Заметим, что только компактная
подгруппа K требует комплексно-значных характеров, так как для однозначности пред-
ставления образ матрицы из (4) при t = 2π должен быть единицей. Для подгрупп N ′ и
A′ такого ограничения нет и мы можем рассмотреть характеры всех трёх типов: эллипти-
ческие, параболические и гиперболические. Более того, параболические характеры могут
быть любого типов: алгебраические (15) или одного из геометрических (22) и (24). Таким
образом мы имеем семь существенно разных типов индуцированных представлений, или
даже одиннадцати (если отличать разновидности параболических характеров).

Пример 25. Рассмотрим подгруппу H = K, как отмечено выше, в силу её компактности
характер может быть только комплексно-значным. Тогда унитарный характер χk имеет
вид:

χk

(
cos t sin t
− sin t cos t

)

= e−ikt, где k ∈ Z. (34)

Используя явный вид (9) отображения s вычисляем функцию r заданную в (12):

r

(
a b
c d

)

=
1

√
c2 + d2

(
d −c
c d

)

∈ K.

Тогда:

r(g−1 ∗ s(u, v)) =
1

√
(cu+ d)2 + (cv)2

(
cu+ d −cv
cv cu+ d

)

, где g−1 =

(
a b
c d

)

.
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Подставляя это выражение в (34) и комбинируя с мёбиусовым преобразованием аргумен-
та (11) получаем явную реализацию ρk индуцированного представления (13):

ρk(g)f(w) =
|cw + d|k

(cw + d)k
f

(
aw + b

cw + d

)

, где g−1 =

(
a b
c d

)

, w = u+ iv. (35)

Это представление действует на комплексно-значных функциях в верхней полуплоскости
R2+ = SL2(R)/K и является унитарным из дискретной серии [25, § IX.2].

Предложение 26. Пусть fk(w) =
|w−i|k

(w−i)k for k = 2, 3, . . . , тогда

1. fk является собственным вектором операторов ρk(h), для любого h ∈ K, с собствен-
ным значением χk(h) [25, § IX.2].

2. Функция K(z, w) = ρk(s(z))fk(w), где s(z) определяется в (9), есть воспроизводящее
ядро Бергмана в верхней полуплоскости [13, § 3.2] умноженное на

∣
∣ z−i
w−i

∣
∣k.

Сходным образом мы получаем ядро Коши если рассмотрим предельный случай k = 1
ложной дискретной серии [25, Ch. IX]. Существует много других связей представления (35)
с комплексным анализом [13] и теорией операторов. К примеру, преобразования Мёбиуса
операторов определяют функциональное исчисление Данфорда–Рисса и соответствующий
спектр [14].

Пример 27. Для подгруппы N ′ возможен более широкий выбор характеров.

1. Традиционно рассматривается комплеснозначные характеры подгруппы N ′, т.е.:

χCτ

(
1 0
t 1

)

= eiτt, где τ ∈ R. (36)

Непосредственные вычисления в этом случае показывают, что:

r

(
a b
c d

)(
1 0
c
d
1

)

∈ N ′.

Поэтому:

r(g−1 ∗ s(u, v))

(
1 0
cv
d+cu

1

)

, где g−1 =

(
a b
c d

)

. (37)

Подставляя это значение в характер (36) и соединяя с мёбиусовым преобразовани-
ем (11) получаем соответствующую реализацию формулы (13):

ρCτ (g)f(w) = exp

(

i
τcv

cu+ d

)

f

(
aw + b

cw + d

)

, где w = u+ εv, g−1 =

(
a b
c d

)

.

Соответствующее индуцированное представление действует в пространстве комплекс-
нозначных функций в верхней полуплоскости R2+, которая является подмножеством
однородного пространства SL2(R)/N состоящего из дуальных чисел. Соседство ком-
плексных и дуальных чисел в одном выражении является непривычным.

2. Возьмём параболический характер χτ алгебраического типа заданный умножением ду-
альных чисел (15):

χτ

(
1 0
t 1

)

= eετt = 1 + ετt, где τ ∈ R.
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По прежнему подставляем в него значение (37) и получаем такое выражение:

ρτ (g)f(w) =

(

1 + ε
τcv

cu+ d

)

f

(
aw + b

cw + d

)

,

где w, τ и g те же что и раньше.
Это индуцированное представление действует в пространстве функций определённых
на верхней полуплоскости, как подмножестве дуальных чисел, и со значениями в дуаль-
ных числах. То есть, оно использует только дуальные числа и обычные алгебраические
операции над ними. Естественным образом это представление является линейным.

3. Рассмотрим параболический характер χgτ заданный геометрическим действием (22). То-
гда представление действует в том же пространстве, что и в последнем случае, но
формула будет другой:

ρgτ (g)f(w) =

(

1 + ε
2τcv

cu+ d

)

f

(
aw + b

cw + d

)

+
τcv

cu+ d
+ ε

(τcv)2

(cu+ d)2
,

где w, τ и g описаны выше. Это представление линейно по отношению к операциям (30),
(32) и (33).

Все характеры использованные в предыдущих примерах являются унитарными:два
первых в традиционном смысле, последний — как объяснено в Предложении 20. Соот-
ветственно общая конструкция индуцированных представлений [12, § 13.2] гарантирует
унитарность полученных представлений в соответствующих смыслах.

Теорема 28. Все три индуцированных представления ρ
C
τ , ρτ и ρgτ группы SL2(R) из

Примера 27 являются унитарными в пространстве функций заданных на верхней по-
луплоскости R2+ как подмножестве дуальных чисел с внутренним произведением:

〈f1, f2〉 =
∫

R2+

f1(w)f̄2(w)
du dv

v2
, где w = u+ εv, (38)

и мы используем

1. сопряжение и умножение значений функций в алгебре комплексных и дуальных чисел
для представлений ρCτ и ρτ соответственно;

2. сопряжение (27) и умножение (28) значений функций для представления ρgτ .

Внутреннее произведение (38) положительно определено для представления ρCτ , но не
для двух других. Соответствующие пространства с вырожденным внутренним произведе-
нием являются параболическими аналогами пространств Крейна [1]. Сами пространства
Крейна в нашей классификации являются гиперболическими.

8 Принцип сходства и соответствия: операторы повышения
Приведённые выше наблюдения позволяют сформулировать следующий эмпирический
принцип, который должен представлять эвристический интерес:

Принцип 29 (Сходство и соответствие). 1. Подгруппы K, N ′ и A′ играют сходную роль
в структуре группы SL2(R) и её представлений;

2. Перемена подгруппы должна производится с одновременной соответствующей заменой
гиперкомплексных единиц i, ε или j.
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Безусловно, первая часть Принципа (сходство) способна вызвать удивление у любого,
кто знаком с группой SL2(R). Однако, к настоящему моменту мы видели, что совместно
со второй частью (соответствие), принцип уже проявился следующим образом:

• Действие SL2(R) на однородном пространстве SL2(R)/H для H = K, N ′ или A′ задаёт-
ся дробно-линейными преобразованиями комплексных, дуальных или двойных чисел
соответственно (Предл. 5).

• Подгруппы A′, N ′ или K изоморфны группам унитарных вращений соответствующих
единичных «окружностей» на плоскостях двойных, дуальных или комплексных чисел
(Предл. 9).

• Представления индуцированные с подгруппы K, N ′ или A являются унитарными если
скалярное произведение функций определяются посредством произведения и сопряже-
ния значений функций как комплексных, дуальных или двойных чисел (Теор. 28).

Замечание 30. Принцип сходства и соответствия близок к суперсимметрии между бозо-
нами и фермионами в физике, но в нашем случае сходство устанавливается между тремя
различными типами объектов.

Приведём ещё одну иллюстрацию Принципа. Рассмотрим алгебру Ли sl2 группы SL2(R).
Один из возможных базисов в sl2 таков [31, § 8.1]:

A =
1

2

(
−1 0
0 1

)

, B =
1

2

(
0 1
1 0

)

, Z

(
0 1
−1 0

)

.

Тогда коммутационные соотношения будут следующими:

[Z,A]+, [Z,B] = −2A, [A,B] = −
1

2
Z. (39)

Пусть у нас есть представление ρ группы SL2(R) в пространстве V . Рассмотрим производ-
ное представление dρ алгебры sl2 [25, § VI.1] и будем использовать обозначениe X̃ = dρ(X)
для X ∈ sl2. Для анализа представления ρ оказывается полезным разложить V по соб-
ственным векторам оператора X̃ для некоторого X ∈ sl2, см. Предл. 26 и ряд Тайлора в
комплексном анализе.

Пример 31. Уже не должно быть удивительным, что мы собираемся рассмотреть три
случая:

1. Пусть X = Z будет генератором подгруппы K (4). Так как эта подгруппа компактна,
то собственные вектора Z̃vk = ikvk параметризованы дискретным параметром k∈Z.
Особую роль играют операторы L± повышения/понижения [25, § VI.2], [31, § 8.2], опре-
делённые коммутационными соотношениями:

[Z̃, L±] = λ±L
±. (40)

Таким образом L± являются собственными для операторов adZ присоединённого пред-
ставления sl2 [25, § VI.2]. Важно, что вектор L+vk так же является собственным для
Z̃:

Z̃(L+vk) = (L+Z̃ + λ+L
+)vk = L

+(Z̃vk) + λ+L
+vk = ikL

+vk + λ+L
+vk

= (ik + λ+)L
+vk.

Полагая L+ = aÃ + bB̃ + cZ̃ из коммутационного соотношений (39) и определяющего
равенства (40) получаем систему уравнений:

c = 0, 2a = λ+b, −2b = λ+a.
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Эта система совместима тогда и только тогда, когда λ2+ + 4 = 0. В этом случае опе-
раторы повышения/пониженияL± = ±iÃ + B̃ действуют на одномерной цепочке соб-
ственных подпространств:

. . .
L+

Vk−2
L−

L+

Vk
L−

L+

Vk+2
L−

L+

. . .
L−

2. Рассмотрим случай X = B генератора подгруппы A′ (6). Эта подгруппа некомпактна
и собственные значения для B̃ могут быть произвольным числом, однако операторы
повышения/понижения по прежнему могут играть важную роль [10, § II.1], [28, § 1.1].
Будем опять искать решение в форме L+h = aÃ+bB̃+cZ̃ для коммутатора [B̃, L

+
h] = λL

+.
Получаем систему:

2c = λa, b = 0,
a

2
= λc.

Она совместима только если λ2 = 1. Очевидные значения λ = ±1 приводят к опера-
торам L±h = ±Ã+ Z̃/2, которые и используются в [10, § II.1], [28, § 1.1]. В этом случае
неприводимый sl2-модуль представляется одномерной цепочкой собственных значений.
Допуская двойные числа мы можем удовлетворить условие совместимости λ2 = 1 до-
полнительными значениями λ = ±j. Тогда возникает дополнительная пара операто-
ров повышения/понижения L±j = ±jÃ + Z̃/2, которая сдвигает собственные значения
в «ортогональном» направлении к действию традиционных операторов L±h. Следова-
тельно неприводимый sl2-модуль может параметризоваться уже двумерной решёткой
собственных значений на плоскости двойных чисел:

. . .

L+j

. . .

L+j

. . .

L+j

. . .
L+h

V(n−2)+j(k−2)
L−h

L+h

L−j

L+j

Vn+j(k−2)
L−h

L+h

L−j

L+j

V(n+2)+j(k−2)
L−h

L+h

L−j

L+j

. . .
L−h

. . .
L+h

V(n−2)+jk
L−h

L+h

L−j

L+j

Vn+jk
L−h

L+h

L−j

L+j

V(n+2)+jk
L−h

L+h

L−j

L+j

. . .
L−h

. . .
L+h

V(n−2)+j(k−2)
L−h

L+h

L−j

L+j

Vn+j(k−2)
L−h

L+h

L−j

L+j

V(n+2)+j(k+2)
L−h

L+h

L−j

L+j

. . .
L−h

. . .

L−j

. . .

L−j

. . .

L−j

3. Рассмотрим, наконец, случайX = −B+Z/2 генератора подгруппы N ′ (7). По описанной
ранее процедуре получаем систему:

b+ 2c = λa, −a = λb,
a

2
= λc

с условием совместимости λ2 = 0. Если мы ограничимся действительным (комплекс-
ным) корнем λ = 0, то соответствующие операторы L±p = −B̃ + Z̃/2 не будут менять
собственное значения и будут бесполезны в таком контексте. Однако дуальные значе-
ния λ = ±ε позволяют использовать операторы L±ε = ±εÃ − B̃ + Z̃/2 для построения
sl2-модулей с одномерной цепочкой собственных значений в дуальных числах.
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Замечание 32. Стоит отметить, что

• введение комплексных чисел необходимо для существования операторов повыше-
ния/понижения в эллиптическом случае;

• в параболическом случае введение дуальных чисел необходимо для полезности этих
операторов;

• в гиперболическом случае двойственные числа выглядят необязательными.

Подытожим рассмотренный пример подчеркнув в нём роль принципа сходства и соот-
ветствия:

Предложение 33. Пусть вектор X ∈ sl2 порождает подгруппу K, N ′ или A′, то есть
векторами X = Z, B − Z/2, или B соответственно. Пусть ι есть соответствующая
гиперкомплексная единица.
Тогда операторы повышения/понижения L± удовлетворяющие коммутационным со-

отношениям:
[X,L±] = ±ιL±, [L−, L+] = 2ιX.

имеют вид:
L± = ±ιÃ+ Ỹ .

Здесь Y ∈ sl2 является линейной комбинацией B и Z а так же удовлетворяет следую-
щим условиям:

• Y = [A,X].

• X = [A, Y ].

• форма Киллинга K(X,Y ) [12, § 6.2] равна нулю.

Любое из приведённых выше условий совместно с Y ∈ span{B,Z} определяет Y с точ-
ностью до действительного множителя.

Кажется правдоподобным, что применение Принципа сходства и соответствия не огра-
ничивается приведёнными здесь случаями. Например, сходным образом могут быть рас-
смотрены операторы рождения/уничтожения для гармонического осциллятора и предста-
влений группы Гейзенберга [22].

Заключение
Введенные индуцированные представления заслуживают пристального исследования.
Среди важных вопросов можно отметить следующие:

• прояснение связи с тремя основными сериями (дискретной, непрерывной, дополнитель-
ной) представлений группы SL2(R) [25];

• связь со многими sl2 модулями [10, 28] (включая новые возможности для их унитари-
зации);

• приложение к теории обобщённых аналитических функций [13] и уравнений в частных
производных [24];

• соответствующие функциональные исчисления [14], и т.д.

Эти направления являются частями Эрлангенской программы в широком смысле [15, 21]
и должны быть продолжены в последующих работах. Ожидается, что Принцип сходства и
соответствия окажет направляющую роль в поисках наиболее гармоничных конструкций.
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induced representations and hypercomplex numbers
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We review the construction of induced representations of the group G = SL2(R). Firstly
we note that G-action on the homogeneous space G/H, where H is any one-dimensional
subgroup of SL2(R), is a linear-fractional transformation on hypercomplex numbers. This
observation can be extended to further correspondences between structural components of
SL2(R) and hypercomplex systems. Thus we investigate various hypercomplex characters
of subgroups H. In particular we give examples of induced representations of SL2(R) on
spaces of hypercomplex valued functions, which are unitary in some sense.

Key Words: induced representation, unitary representations, SL(2,R), semisimple Lie
group, complex numbers, dual numbers, double numbers, Möbius transformations, split-
complex numbers, parabolic numbers, hyperbolic numbers, raising/lowering operators,
creation/annihilation operators, tropical mathematics.


