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ВИЗИТ СЭРА РОДЖЕРА ПЕНРОУЗА В РОССИЮ
В АПРЕЛЕ 2013

Весной 2013 года по инициативе научно-исследовательского института гиперкомплексных
систем в геометрии и физике (НИИ ГСГФ) [1] посетил знаменитый физик, математик и
философ сэр Роджер Пенроуз. Для тех, кто не знаком с предысторией этого визита, в нем
не было ничего не обычного. Рядовая поездка очень известного человека, который по пути
своего следования согласился прочесть несколько лекций в различных ВУЗах страны на
темы, которые его самого живо интересуют и увлекают. Такие выступления проходили:
в Санкт-Петербургском государственном университете, в Политехническом музее, в Ин-
ституте философии РАН, в МГТУ им. Баумана, в Московской консерватории. . . Однако
в этом ряду было одно важное исключение. В Российском университете дружбы народов
сэр Пенроуз не сам читал лекции, а слушал и комментировал выступления российских
физиков: Сергея Кокарева и Сергея Сипарова, — сотрудников НИИ ГСГФ занимающих-
ся фундаментальными проблемами пространства и времени. Более того, собственно, ради
этих двух докладов и были предприняты те совсем не малые усилия, чтобы данный визит
в Россию состоялся.
Все началось осенью 2006 года в лондонском Империал колледж, где состоялась моя

первая встреча с директором международного архива математики и философии Майклом
Райтом. Суть разговора сводилась к тому, что сэр Роджер Пенроуз, который по совмести-
тельству является президентом архива, теоретически мог бы приехать в Россию и заодно
познакомиться с работами физиков нашего института, занимающихся весьма необычной
геометрией, носящей имя австрийского математика П.Финслера. С того самого момента
началась долгая и кропотливая работа по поиску удобного момента для такого визита. За
последующие 7 лет много раз назначались и переносились даты приезда. Были даже ко-
роткие встречи, но без возможности обстоятельного разговора и где угодно, но только не в
России. Нам же хотелось, что бы сэр Роджер познакомился с перспективами применения
в физике финслеровых геометрий как можно более подробно, а так же по возможности
дал свою оценку наших результатов. И хотя сам знаменитый физик никогда не занимался
подобными геометриями, его знания, опыт и интуиция являлись для нас гарантией весо-
мости его мнения даже в малознакомых областях. И вот, когда в сентябре 2012 года Майкл
Райт в очередной раз сообщил, что следующей весной могут снова сложиться благопри-
ятные обстоятельства для приезда Роджера Пенроуза в Москву, мы сразу же согласились
заняться соответствующей подготовкой.
Было решено, что официальное приглашение должно исходить от известного россий-

ского ВУЗа, и эту роль охотно взял на себя МГТУ им. Н.Э.Баумана. В качестве ответной
любезности сэр Роджер согласился прочитать в этом университете две лекции: «Красота и
сила комплексных чисел и их роль в открытии твисторной теории» [2], а так же «В состо-
янии ли мы видеть другой мир сквозь Большой взрыв?» [3] По разрешению Р.Пенроуза
текст этих лекций печатается в настоящем номере журнала. Письменный перевод лекций
выполнила Кирсанова.
В подготовке всего необходимого приняли активное участие сотрудники МГТУ: заве-

дующие кафедр Дмитрий Ягодников и Андрей Морозов, а так же проректор по между-
народным связям Иван Архаров. Несмотря на задействованные силы, несколько раз все
висело практически на волоске, однако, благодаря огромному желанию искать выходы из
казалось бы обреченных ситуаций и готовности идти на компромиссы, все неприятности
были в конце концов преодолены. Одним из таких препятствий, потребовавшим компро-
мисса, явилась необходимость переноса докладов сотрудников НИИ ГСГФ из стен МГТУ,
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С сыном Максом возле дома его прабабушки в Санкт-Петербурге. Сегодня тут размещается
консульство США

Лекция в Санкт-Петербурге

Перед лекцией в МГТУ им.Баумана
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где они первоначально планировались, в здание Российского университета дружбы наро-
дов. В этом достаточно сложном моменте большую поддержку оказали проректор РУДН
Александр Ефремов и профессор МГУ Юрий Владимиров.
Среди прочего выяснилось, что Роджер Пенроуз перед поездкой в Москву в обяза-

тельном порядке хотел бы посетить Санкт-Петербург и, в частности, показать своей жене
Ванессе и одиннадцатилетнему сыну Максу старинное здание, где еще до Октябрьской
революции проживала его бабушка. В осуществлении этого пожелания, так же как и в
сопровождении семьи Пенроузов по Санкт-Петербургу и его окрестностям, помогали про-
фессор Сергей Сипаров и помощник Майкла Райта — Андрей Родин. Последний так же
подготовил встречи сэра Пенроуза со слушателями в Санкт-Петербургском государствен-
ном университете и чуть позже в московском Институте философии. Поскольку среди
исходных договоренностей между мной и Майклом Райтом был пункт о желательном со-
гласовании всех принципиальных моментов визита, последний попросил дополнительно
поставить в московскую программу Роджера Пенроуза лекцию перед аудиторией фонда
«Династия» в Политехническом музее, а сам согласился на ответную просьбу о посеще-
нии Московской консерватории, где были запланированы круглый стол на тему «Музыка
и математика» и в заключение — концерт симфонической музыки.
Как было сказано выше, главной целью приглашения Роджера Пенроуза в Москву,

во всяком случае, со стороны коллектива НИИ Гиперкомплексных систем, было жела-
ние познакомить его с основными результатами института в части внедрения в физику
геометрии особого вида финслеровых пространств. Вниманию сэра Пенроуза и других
слушателей были представлены два доклада сотрудников НИИ ГСГФ: Сергея Кокарева
— «Поличисловая теория поля» и Сергея Сипарова «Основы обобщенной теории эквива-
лентности». Расширенные версии обоих докладов содержаться в этом номере журнала, а
их видео версии доступны в сети Интернет.
Может показаться странным, но в первом докладе: [4] почти ничего не было сказа-

но о собственно самой финслеровой геометрии. Это было сделано намеренно, так как, по
нашему мнению, наиболее естественный путь внедрения в физику логики и конструкций
частного вида финслеровых пространств лежит через необходимость лучшего понима-
ния алгебры, анализа и геометрии самой обычной псевдоевклидовой плоскости, являю-
щейся простейшим нетривиальным представителем финслеровых пространств с метрикой
Бервальда-Моора. Этот простейший двумерный случай создает прочный фундамент для
дальнейшего изучения его многомерных обобщений.
Можно сказать, что в докладе Кокарева в максимально сжатом виде были предста-

влены основы теории функций двойной переменной, которая является гиперболическим
аналогом теории функций комплексной переменной. Но, в отличие от комплексных чисел,
алгебра двойной переменной довольно легко и естественно расширяется на три, четыре и
более измерений. Хочется так же подчеркнуть, что речь в докладе Кокарева шла не толь-
ко о математике и геометрии, но и о физических приложениях двойных чисел, причем во
многом точно таких же, какие имеются у комплексных чисел и функций над ними.
Комментируя этот доклад сэр Роджер Пенроуз высоко оценил его математическую

часть. В отношении же физических построений он оказался более сдержан. Что в об-
щем то, совершенно понятно. Дело в том, что если представленная в докладе физическая
интерпретация функций двойной переменной, во многом аналогичная физической интер-
претации функций комплексной переменной когда-нибудь станет общепризнанной, то это
будет означать появление в арсенале физиков еще одного фундаментального поля. Что
особенно необычно, это должно быть поле не силового типа. То есть, вместо сил действу-
ющих между материальными частицами, такое поле описывает изменение параметров,
связанных со временем, вызываемых действием особых точечных событий. Эти события,
являющиеся времениподобными аналогами элементарных частиц, можно рассматривать
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Невозможный треугольник сэра Пенроуза

Вопросы из зала

Ответы на вопросы
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как источники, стоки и вихри нового поля, названного авторами гиперболическим. Есте-
ственно, что подобные шаги не делаются только на основании пусть и красивейших мате-
матических построений. Для признания такого поля физическим сообществом в качестве
одного из фундаментальных необходимы серьезные экспериментальные подтверждения,
которых на сегодняшний день еще очень и очень мало.

Второй доклад [5] «Об основах обобщенной теории эквивалентности (анизотропной
геометродинамики)» был сделан С.Сипаровым и посвящен анализу противоречий, имею-
щихся в основах современной теории, и возможным путям их преодоления. Мотивацией
исследования явилось расхождение предсказаний классической ОТО и наблюдений на
галактическом масштабе, которые возникают, если не вводить понятие темной материи.
Было показано, что само такое введение противоречит наблюдениям, связанным с эмпи-
рическим законом Талли-Фишера, не говоря уже о том, что частицы темной материи не
обнаружены, а наблюдения, считающиеся доказательством ее существования, не доказы-
вают его, а лишь не противоречат этой гипотезе. Вместе с тем, это понятие нашло широкое
применение в том числе в космологических теориях.

В докладе был предложен иной, геометрический подход, в результате которого целый
ряд наблюдений, не имеющих объяснения в существующей теории, был объяснен (сам
закон Талли-Фишера, особенности динамики шаровых скоплений в нашей галактике, про-
исхождение баров в спиральных галактиках, особенности распределения холодного газа
в центре галактики, измеренные обсерваторией «Гершель»). Одновременно была пред-
ложена другая интерпретация наблюдений, которые в настоящее время объясняются с
помощью темной материи (плоские кривые вращения спиральных галактик, избыточное
преломление в гравитационных линзах). Кроме того, оказалось, что новый подход пред-
сказывает линейный закон Хаббла.

Профессор Р.Пенроуз, в циклической космологии которого понятие темной материи
также используется, принял активное участие в последовавшем обсуждении. Он задал
ряд вопросов, касающихся предельного перехода к ОТО, и в заключение сделал вывод о
состоятельности подхода и необходимости его дальнейшей разработки. Следует отметить,
что «функции» темной материи в космологических моделях, в рассматриваемой геоме-
трической теории переходят к анизотропному потенциалу.

В заключение своего визита в Россию, в итоговой пресс-конференции в РИА Новости
[6] в присутствии своих коллег из НИИ ГСГФ сэр Роджер несколько раз подчеркнул, что
впечатлен услышанным и готов продолжить свои размышления над представленными ре-
зультатами. Более того, отвечая на вопрос одного из журналистов по поводу заявленной
там же на пресс-конференции идеи организации на безе НИИ ГСГФ первого для России
частного образовательного центра [7] он допустил возможность непосредственного сотруд-
ничества со своими российскими коллегами.

Перед прощанием с сэром Роджером Пенроузом, его семьей и сопровождавшим их Май-
лом Райтом, были достигнуты принципиальные договоренности о продолжении тесных
контактов, в частности, путем проведения совместных семинаров НИИ ГСГФ и оксфорд-
ского университета, где профессор Пенроуз долгое время заведовал кафедрой математики.

Мы считаем, что визит всемирно известного ученого в Россию с лекциями, предмет
которых столь же фундаментален как и современен достоин освещения не только в газет-
ной периодике, но и на страницах научного журнала, где содержание прочитанных лекций
может быть передано в максимальной полноте. Поэтому, в настоящем номере нашего жур-
нала мы публикуем запись лекций Р.Пенроуза и материалы семинара, прошедшего с его
участием. Запись пресс-конференции, которая завершала визит сэра Роджера Пенроуза в
Россию, нами помещена в начале настоящего номера журнала, т.к., по нашему мнению,
она может служить своеобразным введением ко всем остальным материалам номера.
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На экскурсии в Московском кремле

После семинара в РУДН. Слева направо — C.Сипаров, Д.Павлов, И.Лескова, Р.Пенроуз,
А. Ефремов, С.Кокарев

С помощниками по приему — В.Павловым и А.Ягодкиной
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Ссылки на интернет-ресурсы, содержащие видеоматериалы визита
Р.Пенроуза в Россию
[1] http://www.youtube.com/watch?v=N92ZTJfyAN0

[2] http://www.youtube.com/watch?v=HeSRXb1o1mU

[3] http://www.youtube.com/watch?v=nyJ55QkQTe0

[4] http://www.youtube.com/watch?v=NY7L7MRKlXo

[5] http://www.youtube.com/watch?v=simJm0TReZU

[6] http://www.youtube.com/watch?v=vlXKae83LOk

[7] http://www.youtube.com/watch?v=1KOa4FzCXuk

Д.Г.Павлов
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Пресс-конференция в РИА Новости

Р.Пенроуз — Я не исключаю возможности совместной работы со своими коллегами из России

Майкл Райт, Ванесса и Роджер Пенроуз
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ПРЕСС-КОНФЕРЕНЦИЯ СЭРА РОДЖЕРА ПЕНРОУЗА1

(РИА Новости, Москва, 5 апреля 2013 года)

Текст пресс-конференции, посвященной визиту сэра Роджера Пенроуза в Москву и
Санкт-Петербург. Всемирно известный британский ученый, профессор Оксфордского
университета, философ, математик и физик прибыл в Россию после почти 40-летнего
перерыва. В ходе настоящего мероприятия сэр Роджер Пенроуз подвел итоги своего
визита в Россию (26 марта – 5 апреля). Он прибыл в Россию по приглашению коллег
из МГТУ им. Н.Э.Баумана и НИИ Гиперкомплексных систем в геометрии и физике.
Текст пресс-конференции представлен с минимальными правками, сохраняющими
своеобразие мышления и речи участников.

Ведущий

Добрый день, уважаемые гости, коллеги! Мы приветствуем вас в Пресс-центре российско-
го агентства международной информации РИА Новости. Начинаем пресс-конференцию.
Наша сегодняшняя встреча посвящена визиту сэра Роджера Пенроуза в Москву и Санкт-
Петербург. Этот всемирно известный британский ученый, профессор Оксфодского универ-
ситета, философ, математик и физик, прибыл в Россию после почти 40-летнего перерыва.
Но, поскольку нашему гостю не совсем удобно о себе говорить, я представлю его немного
подробнее.
Сэр Роджер Пенроуз работает в различных областях математики, общей теории от-

носительности и квантовой теории, разработчик теории твисторов. Он — автор теорий,
связанных с квантовым сознанием, квантовым скачком, квантовой биологией. Издал ряд
книг — «Новый ум короля», «Тени разума», «Путь к реальности» и других. Почетный
профессор многих зарубежных университетов. Член Лондонского королевского общества.
Среди его наград — премия Вольфа (1988 год, совместно со Стивеном Хокингом), медаль
Копли (2008), премия Альберта Эйнштейна и медаль Королевского общества. В 1994 году
Королевой Великобритании ему был присвоен рыцарский титул за выдающиеся заслуги
в развитии науки. В ходе пресс-конференции, сэр Роджер Пенроуз подведет итоги свое-
го визита в Россию. Визит проходил с 26 марта по 5 апреля 2013г. Он прибыл в Россию
по приглашению коллег из МГТУ им. Н.Э.Баумана и НИИ Гиперкомплексных систем в
геометрии и физике.
С удовольствием представляю наших сегодняшних собеседников. В конференции так-

же примут участие директор НИИ Гиперкомплексных систем в геометрии и физике Дми-
трий Павлов и заместитель директора этого института, кандидат физико-математических
наук Сергей Кокарев. А также доктор физико-математических наук, профессор Сергей
Сипаров.
Я обращаюсь к сэру Роджеру Пенроузу и передаю ему слово. Хотелось бы услышать

о цели его визита в Москву и Санкт-Петербург. Пожалуйста, Вам слово! Просим!

Р. Пенроуз

Я очень рад, что меня ещё раз пригласили в Россию после 40-летнего перерыва. Я тогда
посетил Москву и Санкт-Петербург по приглашению советской академии наук. А в этот
раз меня великодушно пригласил доктор Дмитрий Павлов, директор Института гипер-
комплексных систем в геометрии и физике. Я выступил здесь с несколькими лекциями по

1Запись пресс-конференции сэра Роджера Пенроуза, 5 апреля 2013 года в РИА Новости, г. Москва.
Перевод пресс-конференции и ее запись осуществлена Кирсановой Г.В.
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различным аспектам своей собственной работы, а также выслушал несколько очень инте-
ресных выступлений присутствующих здесь коллег на темы, которыми они занимаются.
Этот визит был для меня интересен с разных точек зрения: во-первых, меня заинтере-
совали результаты проводимой здесь работы. Во-вторых, приятно было вновь посетить
Россию и познакомиться с некоторыми замечательными достижениями. Мы побывали на
балете в Большом театре, это было замечательно, а вчера вечером мы были на концерте,
который также был великолепен. По-моему, это тот уровень, который можно ожидать от
России.
Думаю, что наука здесь порой переживала тяжелые времена. Я был очень рад увидеть,

что проводится большая работа с целью повысить престиж науки таким независимым
образом, когда люди могут работать над тем, что не представляет в обязательном по-
рядке господствующие тенденции (мейнстрим), развивая оригинальные идеи в различных
направлениях. Я считаю, что то, что сделано и делается — по-настоящему замечательно.

Ведущий

Спасибо большое! Я обращаюсь к принимающей стороне. Дмитрий, пожалуйста, несколько
слов о Вашем институте и почему именно Ваш институт пригласил сэра Роджера Пенро-
уза?

Д. Павлов

Наш институт необычный. Он негосударственный. Его учредителями являются частные
лица: я сам и мои коллеги по бизнесу. Для России, это пока ещё достаточно редкое явле-
ние, чтобы средний и мелкий бизнес финансировал фундаментальные исследования. Есть
примеры финансирования прикладных научных направлений, а вот чтобы геометрию про-
странства и времени, тут я думаю мы пока ещё единственные, но, надеюсь, не последние.
Наш коллектив образовался юридически всего 4 года назад, но фактически мы начали ра-
боту 15-17 лет назад. Поскольку основным капиталом научных организаций, а мы здесь не
исключение, являются люди и их знания, я позволил себе подготовить небольшую презен-
тацию, где, прежде всего, представлены наши ежегодные международные конференции.
Начиная с 2004 года, проводится наша ежегодная конференция. Она проходила в Рос-

сии, в Египте, в Румынии и, наконец, в этом году будет проходить в Венгрии. В общей
сложности в этих конференциях приняли участие сотни исследователей из 40 стран. Т.е.
наше направление, так или иначе, интересует ученых, прежде всего физиков и математи-
ков. Конечно же, не только конференциями жив наш институт. Мы регулярно, начиная с
2002 года проводим постоянно действующий научный семинар, который взаимодействует
с другими постоянно действующими семинарами не только в России, но и за рубежом.
Институт располагается на территории Подмосковья. Может быть в не очень совре-

менном здании, но нам удобно проводить там школы, поскольку с молодежью мы также
стараемся работать в постоянном режиме. Если ученые не готовят свою смену, то научное
направление рано или поздно умирает. Каждый год мы проводим 1-2 летних или зимних
школ. И делаем это достаточно регулярно. Ну, наверное, это основное, что я хотел сказать.

Ведущий

Спасибо, Дмитрий! Я обращаюсь к Сергею Кокареву. Вы являетесь заместителем дирек-
тора института по науке. Пожалуйста, о научной работе институте!
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С. Кокарев

Ну, если в двух словах, то деятельность института концентрируется вокруг изучения мно-
гомерного обобщения числа и тех геометрий, которые отсюда вытекают. Эти геометрии по-
лучаются немножко необычными, но, фактически оказывается, что они содержат в себе, в
определённом смысле, те геометрии, с которыми постоянно работают физики и математи-
ки. Мы надеемся, что такие геометрии и алгебры представляют собой новый, интересный
и эффектный язык для описания физической реальности.

Ведущий

Спасибо. Профессор Сипаров представляет Санкт-Петербург. Пожалуйста, расскажите о
сотрудничестве с Институтом Гиперкомплексных Систем. Пожалуйста, прошу!

С. Сипаров

Дело в том, что как уже сказал Дмитрий, это особое заведение. Оно уникальное. Другого
такого нет. И, поэтому, наше сотрудничество с этим институтом протекает тоже довольно
специальным образом. Т.е. сюда невозможно устроиться по блату, невозможно попасть на
синекуру, мы фактически не получаем зарплату. А оплата или компенсация происходит
следующим образом. Сначала мы стали коллективом единомышленников, которые посте-
пенно узнавали друг друга, и, как сказал Дмитрий, это довольно длительный процесс.
Впоследствии это сложилось в организационную единицу, и теперь мы имеем возмож-
ность поехать на конференцию туда, куда мы хотим, и принять в ней участие, а расходы
несет институт. Все остальное — это просто научный интерес, который реализуется на
семинарах, которые мы проводим, в научной работе, научных контактах которые мы име-
ем. Т.е. это добровольное объединение. И для того чтобы поехать куда-то нам не нужно
собирать кучу бумаг — достаточно просто заявить в своем желании. Вот так происходит
это взаимодействие и я считаю, что это очень эффективная форма.

Ведущий

Вы принимали участие в семинаре, в котором также участвовал и профессор Р. Пенроуз.
Пожалуйста, несколько слов о Вашем докладе.

С. Сипаров

Хорошо. Но я был вторым докладчиком. Может начнет Сергей?

Ведущий

Давайте! Сергей Кокарев, прошу!

С. Кокарев

Я как раз рассказывал про самый простейший тип алгебры этого многомерного обобщения
числа, называемого алгеброй двойных чисел. Эти числа, двумерные, они устроены проще
чем комплексные, но они воспроизводят очень интересным образом много свойств, кото-
рые мы знаем из алгебры комплексных чисел. Оказывается, можно сделать даже больше.
Можно построить вариант физической теории, но, правда, она будет игрушечная, двумер-
ная. Такая двумерная вселенная - я назвал ее Гиперлэнд, — в которой опираясь на правила
вот этой алгебры можно ввести или рассчитать, даже, фундаментальные константы этого
двумерного мира, установить число и тип элементарных частиц, которые при этом при-
сутствуют, способы их связи, соединения. Т.е. полностью изучить, чисто теоретически,
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свойства этого мира. Эта модель игрушечная. Но, мы надеемся, что если применить эти
же правила для чисел высших измерений, то вселенная, которая будет получаться, станет
очень напоминать нашу. Вот в этом наша надежда.

Ведущий

Спасибо! Вам (обращаясь к С. Сипарову) слово!

С. Сипаров

Как вы могли слышать, институт называется «Институт гиперкомплексных систем в гео-
метрии и физике». Т.е., с одной стороны, имеются математические работы, которые связа-
ны с тем, что исследуются новые свойства числовых объектов и тех геометрий, о которых
только что говорил С.Кокарев. Построены модели, которые, предположительно, могут
быть обнаружены в природе, окружающей нас. Но, ведь естественно пойти и в обратную
сторону. И это как раз то, чем занимаюсь я. Т.е. существуют физические проблемы, ко-
торые представляют как самостоятельный интерес, так и фундаментальное значение для
науки в целом. И, поэтому, возникает вопрос: та ли геометрия используется для описания
физики мира в котором мы живем? Собственно говоря, на этом пути как раз и были совер-
шены продвижения ХХ-го века. Ведь, когда Эйнштейн создавал теорию относительности
он изменил геометрию, которой пользовались до него. А сейчас, прошли годы, появились
новые наблюдения. В частности, целый ряд астрономических наблюдений на больших,
галактических масштабах оказался таким, что с помощью классической теории не удает-
ся описать эти наблюдения достаточно хорошо, без введения таких понятий, как темная
материя, например, которая вообще-то говоря, изначально в теорию Эйнштейна не входи-
ла. Имеется и ряд других явлений, которые также нуждаются в адекватном описании и,
которые не попадают в область действия этой теории. Об этом еще Фок предупреждал в
30-х годах. Несмотря на то, что в настоящее время существуют несколько теорий гравита-
ции, ни одна не дает лучших результатов, чем теория относительности, если речь идет о
Солнечной системе. Так вот, ниоткуда не следовало, что в космологических масштабах на
выходе будет точно так же. И вот, когда мы встретились с этим 30-40 лет назад, то возни-
кли вопросы к теории и возникли вопросы к сущностям, которые были введены впослед-
ствии. А мне показалось, что может быть стоит попробовать поискать новую геометрию
для описания того, что мы наблюдаем. И вот, в результате некоторых усилий последних
лет, удалось справиться с рядом затруднений и объяснить ряд явлений, которые не име-
ли объяснения, а также дать другие объяснения явлениям, которые интерпретируются с
помощью понятия «темная материя».
Эта деятельность находится, в общем-то, в начале пути, поскольку она пока не слишком

хорошо известна. Результаты, естественно, опубликованы, но они известны недостаточно
широко. Однако то, что произошло, позволяет надеяться, что эти геометрические изыска-
ния могут привести к далеко идущим последствиям.

Ведущий

Спасибо! Я обращаюсь к профессору Пенроузу. В ходе своего визита в Россию Вы про-
вели ряд публичных лекций. Вы приняли участие в нескольких научных семинарах по
актуальным проблемам современной физики, космологии. Пожалуйста, расскажите о Ва-
ших впечатлениях. Что Вам дало общение с Вашими российскими коллегами, с публикой?
Пожалуйста!
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Р. Пенроуз

Как вы правильно заметили, я прочитал несколько лекций. Говоря о них, было очень ценно
получить ответную реакцию; некоторые оригинальные отклики, о которых я раньше не
слышал. Слушателями были высказаны некоторые интересные, весьма проницательные
замечания. Всегда очень полезно услышать реакцию от слушателей, особенно представля-
ющих разные сообщества; узнать о разных точках зрения. Естественно, я нашёл весьма
интересными и вдохновляющими отклики от многих людей здесь о том, над чем я работаю
на протяжении многих десятилетий и о том, над чем работаю недавно.
Если говорить более конкретно, на днях я прослушал лекции моих коллег, присутству-

ющих здесь, которые явили собой два примера идей, которые являются оригинальными
и очень отличаются от того, что исповедует большинство; тем не менее, очень последова-
тельными и хорошо продуманными. Это те примеры, которые, по моему мнению, демон-
стрируют очень важный аспект науки – то, что люди должны иметь возможность свободно
мыслить, обсуждать свои идеи с другими людьми, не быть слишком стесненными рамка-
ми традиционных, общепринятых понятий. Итак, это хорошо продуманные и по-своему
очень логичные идеи. Эти два выступления, несомненно, в каком-то смысле были очень
разными. Одно из них затрагивало конкретные математические методы, о числах и роли,
которые они могут сыграть в понимании фундаментальных проблем физики.
Наш сегодняшний взгляд на физику предполагает, что комплексные числа играют,

особенно в квантовой механике, важнейшую роль. Очень полезно освободиться от обще-
принятого и посмотреть на другие числа, которые также могут играть важную роль. В
лекции Сергея Кокарева мы слышали о другом направлении, в котором мы можем дви-
гаться. Всё это было очень тщательно продумано и проиллюстрировано примерами того,
как геометрия может перестать быть чем-то очень знакомым и стать тем, что совершенно
по-другому выглядит, вместе с тем сохраняется её внутренняя структура.
Это сродни очень важному изменению в геометрии, которое было введено Минковским.

Когда Эйнштейн представил свою идею специальной теории относительности, Минков-
ский показал, что её можно понять с точки зрения такой геометрии, которая во многом
подобна Евклидовой геометрии, но имеет некоторые небольшие изменения. И теперь у
нас есть такой тип геометрии, который очень точно представляет понятие пространства-
времени, которое ранее рассматривалось иначе. Эйнштейн рассматривал пространство и
время как отдельные сущности, Минковский же показал, что их можно объединить. Этот
особый взгляд на специальную теорию относительности был откровением для Эйнштейна,
который ранее не рассматривал это таким образом. Но затем он использовал эту идею в
общей теории относительности, модифицировав геометрию Минковского. Таким образом,
мы видим, что было некоторое нежелание принимать новое в начале, но впоследствии он
использовал эти идеи в своей собственной теории.
Я думаю это до некоторой степени аналогично тому, что происходит с числами, кото-

рые могут играть фундаментальную роль в квантовой механике, их можно определённым
образом трансформировать. Исследуя такие числа, важно развивать математические идеи
ради них самих, и необязательно сразу же находить для них то или иное применение.
Важно, чтобы у ученых была возможность развивать свои идеи без необходимости

сразу же находить для них практическое применение. Мы видели очень хорошую иллю-
страцию этого в лекции доктора Кокарева.
Во второй лекции, лекции профессора Сипарова, мы услышали нечто совершенно дру-

гое. Его интересуют наблюдаемые загадки вселенной, и он занимается работой, связанной
с тем, чтобы проверить, насколько справедлива традиционная точка зрения на темную
материю (вопрос очень серьёзный), чтобы понять, действительно ли она существует. Хо-
роший вопрос. Или можно ли объяснить её эффекты, влияние, которое данная материя
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оказывает на вращение галактик и других систем, которые доступны наблюдению. Мож-
но ли объяснять всё это с какой-то точки зрения? Может быть, дело не в существовании
этой материи, а в чем-то другом? Следует развивать различные версии, различные пу-
ти, являющиеся следствием предложенной Эйнштейном общей теории относительности,
но рассматривая её с иной точки зрения. Это позволяет объяснить темную материю аль-
тернативным способом. И, повторяю, я считаю важным, что не обязательно принимать
господствующую точку зрения на темную невидимую материю. Возможно, существует
другое объяснение; здесь мы видели очень интересный альтернативный способ рассмо-
трения того, каким образом могут возникать эти эффекты, используя необычную точку
зрения на геометрию, несколько отличную от точки зрения Эйнштейна, отличную в неко-
торых аспектах.
В обоих случаях после лекций было большое обсуждение с высказыванием различных

точек зрения. Но это неотъемлемая часть науки — такие оживленные обсуждения. И в
этом случае было также много различных точек зрения и весьма оживленная дискуссия.
Я бы сказал, в этом случае важно, что были представлены две идеи, каждая из которых

заслуживает дальнейшего исследования и является весьма важной. И совсем необязатель-
но, чтобы эти идеи повлекли за собой революционные изменения в нашей области науки.
Это были идеи независимые, незаурядные, самодостаточные и очень хорошо продуманные.
Конечно, многие люди представляют идеи, которые выходят за рамки обычных, об-

щепринятых представлений, но большинство из них не являются хорошо продуманными.
Вы рассматриваете их и видите, что они не оправданы и бессмысленны. В этом же слу-
чае были представлены очень хорошо продуманные идеи, и обе заслуживают дальнейшего
исследования.
Я думаю, это является примером того, что нам хотелось бы видеть в науке – открытая

дискуссия, оригинальность идей и готовность обсуждать правильность выбранного пути.
Может быть, этот путь правильный, может быть, правильный другой. Может быть, эта
идея может быть использована в какой-то другой области, что-то в этом роде. Я очень
поддерживаю такую деятельность. В данном случае существует форум для такого ро-
да дискуссий, такого вида деятельности, которая стимулирует восприимчивость к новым
идеям. И важно то, что это та работа, которая не обязательно должна приводить к бы-
стрым результатам в финансовом плане. В данном случае идеи развиваются, поскольку
они интересны с научной точки зрения, а не потому, что вы хотите получить отдачу здесь
и сейчас.
Я очень поддерживаю такую деятельность. Был рад увидеть, что существует научный

центр обучения «Лесное озеро». Надеюсь, что новый проект будет продолжать эти тра-
диции, что он окажется важным для дальнейшего развития науки, как в России, так и в
международных проектах.

Ведущий

Спасибо большое! И вот как раз хотелось бы спросить у Дмитрия каковы дальнейшие
планы института? Может Вы еще кого-то планируете пригласить?

Д. Павлов

Прежде всего я хотел бы рассказать, что помимо той деятельности, которая была пред-
ставлена ранее, у нас большие надежды на следующий серьёзный шаг. Мы бы хотели не
прекращая текущей деятельности института перейти к созданию научно-образовательного
центра по образцу центров, которые уже достаточно давно работают на Западе. Я был в
одном из них. Он находится под Парижем и называется Институт высших научных иссле-
дований. Там, кстати, работает наш соотечественник Михаил Громов. Принципы органи-
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зации работы, обучения, передачи знаний там настолько разумны и правильны, что даже
обидно, что в России пока еще нет подобной организации, которая могла бы без лишнего
формализма с максимальной оперативностью решать проблемы ученых, помогать им и
делать это ненавязчиво, непринужденно. Там есть условия для нормальной работы. Там
есть небольшие домики куда приезжают и живут как постоянные профессора, по сути де-
ла пожизненно, так и приглашенные на несколько недель, месяцев или лет. Им созданы все
условия, чтобы они работали. Иногда вместе с семьями. Есть общий конференц-зал, общее
здание, где у них есть свои кабинеты, где они могут спокойно работать, оставить книги,
общаться друг с другом, и единая территория, где решены все бытовые проблемы. Такой
маленький научный городок. Не большой наукоград, которые тоже, конечно, нужны, но
нужны и маленькие такие городки. Мы мечтаем создать на базе нашего института и тех
коллег, связи с которыми мы наработали за последние сорок лет, такой центр в Подмоско-
вье. Мы уже присмотрели территорию в Щелковском районе, получили предварительное
одобрение Московской областной думы, Московского областного правительства, город-
ских властей. И, кстати, эта территория принадлежит наукограду Королев, который тоже
поддерживает эту идею. И остается дело за малым. Начать. Ну и получить финансовую
поддержку, которую я ожидаю прежде всего от частных источников. Фундаментальные
исследования во всех странах в первую очередь финансируются государством, но и част-
ные источники могут и должны быть одними из основных, по крайней мере, на первых
порах. Я говорю об Институте высших научных исследований.
Удивительно, что этот институт на свои личные деньги основал наш соотечественник,

который во времена Гражданской войны эмигрировал, поднял бизнес и повинуясь некое-
му внутреннему порыву создал первое научное объединение. Сейчас это государственный
проект Франции, который финансируется соответствующим министерством. Но начина-
лось все с частной инициативы. Мы выдвигаем такую же частную инициативу. Я не могу
сравнить себя с создателем этого замечательного института под Парижем, но по крайней
мере предпринять попытку сделать что-то такое же полезное для России и внутри России
мы считаем необходимым и чувствуем в себе для этого достаточно сил, энергии И, вроде
бы, может получиться.

Ведущий

На какой территории располагается этот наукоград, наукоцентр?

Д. Павлов.

Мы рассчитываем продолжить ту деятельность, которую уже ведем последние 10 лет.
Администрация города Королев 10 лет назад разрешила нам построить на территории
бывшего пионерского лагеря «Лесное озеро» под Литвиново небольшое здание, где у нас
есть конференц-зал, есть комнаты для приема на несколько дней гостей не только из
России и стран ближнего зарубежья, но к нам приезжают, как я говорил, из сорока стран
и на несколько дней мы всегда можем их там поселить. Отталкиваясь от того что мы
сделали за эти 10 лет можно рядом, не обязательно на территории «Лесного озера», а где-
нибудь в 2-3 километрах, есть и такая территория, затеять организацию всех строений,
которые необходимы, по образцу и подобию Института высших научных исследований. Не
обязательно сразу такой масштаб. Можно начинать с 2-3 домиков.

Ведущий

Спасибо большое! Профессор Пенроуз, как Вы оцениваете этот проект наукоценра? На-
верняка есть аналогии в Великобритании? Как они функционируют? Расскажите, пожа-
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луйста!

Р. Пенроуз

Что-то очень похожее? Я действительно видел видео о будущем институте. Это очень
интересно прозвучало. Это то, что, несомненно, необходимо поощрять и поддерживать.
Однако мне ничего не известно о чем-то подобном в Великобритании. Думаю, что это
очень стоящий проект. Желаю вам удачи и успехов новому институту. Самые лучшие
пожелания и удачи вам!

Ведущий

Спасибо большое! Коллеги, сейчас мы приступаем к Вашим вопросам. Просьба пользо-
ваться микрофоном и называть СМИ, которое Вы представляете. Ну и конкретно адресо-
вать ваши вопросы. Пожалуйста! Первый ряд, прошу!

Алла Б., член союза журналистов Москвы.

У меня сложилось такое впечатление, после того как я Вас выслушала, что вы хоти-
те сделать какой-то переворот в науке: математике, физике. Второй вопрос к господину
Пенроузу: когда у него появилась любовь к математике, в том числе к геометрии и к
физике? Кто были его учителя? Спасибо! Пока я ограничусь этими вопросами.

Р. Пенроуз

Если бы назревали какие-то революционные изменения, я бы об этом знал. Несомненно,
я высказывал здесь определённые идеи, в основном, имеющие отношения к космологии, в
которой, по-моему, есть некоторые экспериментально полученные доказательства. Я пред-
ложил несколько лет назад новую теорию в соответствии с которой Большой взрыв явился
не началом Вселенной, а того, что я называю «сжатым эоном» (pressed aeon). То есть до
нашего эона существовал другой эон, отдалённое будущее которого и явилось большим
взрывом для нашей Вселенной. Я полагаю, не стоит сейчас подробно это объяснять – это
несколько сложно с научной точки зрения.
Тем не менее, замечу, что это означает, что мы можем получить некие сигналы из пре-

дыдущего эона. Это был бы «неистовый» процесс, который включает в себя столкновения
сверхмассивных чёрных дыр, и это будет подтверждением того, что в предыдущем эоне
существовали сигналы, которые можно увидеть в микроволновом реликтовом излучении,
которое приходит к нам с разных направлений. Из нашей совместной работы с армян-
ским коллегой Вахе Гурзадяном я полагаю, у нас есть доказательства по этим сигналам.
Я не могу сейчас объяснить, какого рода эти сигналы. Но если другие ученые согласятся,
что это эти сигналы представляют собой сигналы, которыми мы их считаем, тогда можно
будет считать эту идею революционной в космологии. Но если кто-то другой предложит
другое объяснение природы этих сигналов, это тот вопрос, на который я не могу дать
ответа. Согласятся ли другие с нашим объяснением? Повторяю, это вопрос, на который
я не могу ответить. Но по моему мнению существуют хорошие доказательства (экспери-
ментально полученные данные), что такие сигналы существуют, и они очень важны. И,
по-моему, они указывают на существование эона который имел место до нашего большого
взрыва. Это был ответ на первый вопрос. Пока говорил, забыл второй вопрос. А, да, да,
кто были моими учителями и так далее.
Как математик, я начал обучаться в Университетском колледже в Лондоне, и там я

изучал математику — в Англии математика состоит из двух видов математики. Один из
них – чистая математика, а другой — прикладная математика. Я, в то время, главным
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образом интересовался чистой математикой. Изучение прикладной математики, которая
включает изучение динамики, электромагнетизма и других подобных вещей я находил ин-
тересным, но не главным для себя. Я интересовался математикой ради самой математики,
и я сделал нечто, что было в определённом смысле оригинальным, и на основе некоторых
из моих идей меня пригласили проводить исследования в области чистой математики, в
алгебре и геометрии в Кембридж, где я работал под руководством выдающегося мате-
матика Уильяма Ходжа. Я думаю, что такое же большое влияние на меня в первый год
работы, как Ходж, оказал мой коллега, который (я об этом тогда и не подозревал) позднее
станет выдающимся математиком. В самом начале нас было четверо в группе. Один из
членов группы очень быстро выбыл, второй впоследствии стал историком математики и
науки, таким образом, нас осталось двое: я и другой человек, который позже стал выдаю-
щимся математиком в Англии — Майкл Атья. В то время я не осознавал, кто он, думая,
что все студенты такие. Это было ошеломительным узнать, что твои коллеги настолько
изумительно хороши в математике. Это даже несколько пугало.
В действительности, что на меня оказало самое большое влияние в то время, я имею

в виду, на ранних этапах моего образования была та свобода, которую я имел – я делал
такие вещи, которых от меня не ожидали. В то время я посещал лекции по трем курсам,
которые не обязан был посещать. Один из них преподавал выдающийся специалист по
космологии Уильям Бонди. Это были блестящие, превосходные лекции.
Другой курс преподавал ещё более знаменитый физик Пол Дирак. Он читал курс по

квантовой механике, который был таким же превосходным, но по-своему, совершенно по-
другому. Курс Бонди был очень интересным и волнующим, а курс Дирака был очень
точным, и таким четким и понятным, что я хорошо понял квантовую механику. Более
того, я не только наилучшим образом понял квантовую механику, я также понял, как её
понимать не надо. Я имею в виду, что эта теория оказалась для меня совершенно, идеально
последовательной. И это произвело на меня неизгладимое впечатление.
Ещё одним курсом, который никакого отношения не имел к тому, чем я должен был

заниматься, был курс по математической логике. Этот курс читал человек, не столь из-
вестный, по крайней мере не такой известный, как двое других. Это был человек по фа-
милии Стин, и он читал очень хороший курс по математической логике. Из него я узнал
о машинах Тьюринга, теоретических основах современных компьютеров, изобретенных
Аланом Тьюрингом, 100-летие со дня рождения которого отмечалось в прошлом году.
Я понял теорему Гёделя о неполноте, и это, несомненно, заслуга лектора — объяснить,
что она в действительности означает. Многие люди думают, что теорема Гёделя связана
с ограничениями, с тем, что не доступно познанию в математике. Но именно об этом-то
теорема Гёделя как раз ничего и не говорит. Она говорит о том, что вы не можете ограни-
чить своё понимание конкретными логическими построениями. В некотором смысле она
говорит о том, что мы не можем ограничить наше понимание математики тем, что можно
сделать путём вычислений без глубокого понимания задачи. Таким образом, мое мировоз-
зрение сформировалось частично благодаря курсу Дирака, который познакомил меня с
недостатками квантовой механики (то есть, почему нам необходимо нечто, выходящее за
рамки квантовой механики), и благодаря курсу логики, который научил меня понимать,
насколько нам необходимо нечто, что выходит за пределы вычислений чтобы объяснить,
как мы понимаем математику. Это то, что сформировало мою философскую точку зре-
ния, которую я высказывал в своей популярной книге «Новый ум короля», которая была
переведена на русский язык.
Также большое влияние на меня оказала космология. Космология и теория относитель-

ности, которые я так хорошо изучил благодаря Герману Бонди. Не только и не столько
благодаря этому курсу, а благодаря моей дружбе с Деннисом Сиама. Он много време-
ни посвятил тому, чтобы «обратить меня в вою веру», чтобы я перестал заниматься ис-
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ключительно чистой математикой, а обратил внимание на физику и космологию. Думаю,
до некоторой степени у него это получилось. Он был очень вдохновляющим учителем. Он
объяснял мне всё, что происходит в современной космологии. Он был очень явным сторон-
ником одной космологической теории, которая в то время стала популярной в Кембридже.
Другими поборниками этой теории были Бонди, о лекциях которого я рассказывал минуту
назад, и Голд. Бонди и Голд были авторами того, что в космологии называется теорией
стационарной Вселенной. Третьим сторонником этой теории был Хойл, Фред Хойл. В то
время основной теорией было то, что большого взрыва не было, вселенная продолжала
развиваться (то, что называется теорией непрерывного творения). Предполагалось, что
происходит непрерывное создание водорода. С философской точки зрения, всё выглядело
убедительно. И все были довольны. И не требовалось обсуждать вопрос о возникновении
вселенной.
Одной из причин того, почему была введена эта модель, является противоречие, каса-

ющееся возраста вселенной, которая была моложе некоторых известных звездных систем,
шаровых звездных скоплений, а шаровые звездные скопления — это звездные системы, ко-
торые являются очень древними. И такой теорией стала модель стационарной вселенной.
Из-за ошибки в наблюдениях полагали, что большой взрыв произошел позднее, чем заро-
дились эти шаровые скопления. Таким образом, нужна была теория, которая объяснила
бы этот парадокс. И одной из таких теорий, которая объясняла парадокс, была модель
стационарной Вселенной. С философской точки зрения всё было логично, потому что не
стоял вопрос о возникновении вселенной.
Но затем, когда было открыто космическое микроволновое фоновое излучение (ре-

ликтовое излучение), и появились некоторые другие наблюдения, эта модель перестала
работать. И существование большого взрыва, казалось, получило подтверждение.
Спустя много лет я сформулировал теорию, о которой только что сказал. Я называю

её конформной циклической космологией. Я написал книгу «Круги времени», которая
была опубликована полтора года назад... когда это было? Да, может быть, два с поло-
виной года назад. Эта книга была переведена на русский, не знаю, вышла ли она уже в
свет. Книга называется «Круги времени» и объясняет эту модель, которую с философ-
ских позиций можно сравнить с моделью стационарной вселенной, потому что нет начала
вселенной. Эоны постоянно сменяют друг друга. Но они не стационарны. Каждый начи-
нается с большого взрыва, затем происходит ускоренное расширение. За открытие этого
ускоренного расширения вселенной была присуждена Нобелевская премия полтора года
назад. И сейчас очевидно, что это хорошо обосновано. Это является частью, одним из
элементов сценария, который я предложил. Надеюсь, в будущем у этой теории появится
больше сторонников. Мне интересно будет увидеть, существуют ли какие-то другие объяс-
нения тем наблюдениям, тому анализу, который мы с Гурзадяном предложили, и который
был опубликован в «Европейском физической журнале» около месяца назад. Я ответил
на вопрос, возможно несколько многословно.

Ведущий

Пожалуйста, сначала второй ряд, прошу Вас!

Алекс Т.

У меня есть два вопроса к российским коллегам. Поскольку они собираются создавать
центр научного образования, хотели бы Вы принять участие в работе этого центра? И
ещё два вопроса к русским коллегам. Что Вы можете сказать о том, когда центр будет
открыт? И второй вопрос. Будут ли выпускникам выдаваться официальные дипломы,
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какие-то сертификаты? Будут ли курсы включены в официальную систему обучения науке
и систему научных исследований? Спасибо!

Р. Пенроуз

Вы хотите, чтобы я прокомментировал?

Д. Павлов

Наверно, ко мне.

Ведущий – Пенроузу

Сначала Вы.

Р. Пенроуз

Могу сказать, что, несомненно, хотелось бы посетить центр. Но надо подождать.

Д. Павлов

По поводу сроков, о них говорить еще рано. Это, по сути дела, рождается только сейчас,
как идея. Но фактическую работу мы ведем уже давно — 10-12 лет. То что мы делали
до этого — это тот же самый научно-образовательный центр. У нас есть конференции,
семинары, школы для старшеклассников, студентов и аспирантов. Все это мы проводим,
но только на базе очень маленькой инфраструктуры. То здание, которое мы построили не
позволяет реализовать идею, которую я озвучил: приглашать на постоянной и временной
основе профессоров и принимать у себя не десятки студентов и школьников, как мы это
делаем сейчас, а несколько сотен в год. Вот такой уровень, конечно требует более серьез-
ной подготовки, более серьезного финансирования, чем осуществляли мы в предыдущие
десять лет. Если я сейчас смогу получить поддержку от соответствующих госструктур и
от моих коллег-бизнесменов в плане финансирования, я думаю все реально сделать в те-
чение 2-3 лет. По крайней мере все отстроить, запустить и это будет работать, ну может в
меньших масштабах, чем мы видим на примере Института высших научных исследований
под Парижем, но, все-таки это будет.

Ведущий

Ну, насколько я понял, источник финансирования — это в основном бизнес-план?

Д. Павлов

Наш институт не имеет ни копейки в уставном капитале от государства. Мы только па-
ру раз воспользовались небольшими грантами от министерства образования и еще одной
организации. Поняли, что с государством работать очень сложно. Правильно профессор
Пенроуз сказал, что мы идем по пути, который еще не получил одобрения, не стал обще-
признанным. А в этой ситуации государство просто не может позволить себе финансирова-
ние, поскольку это может закончиться и не очень результативно. А бизнес частный может
и рисковать. Я вот рискую своими средствами. Уговариваю своих друзей-бизнесменов,
потому что если мы все-таки окажемся правы и если будущее физики хотя бы отчасти
будет связано с гиперкомплексными числами, с геометриями, которые более интересно
устроены, чем доминирующая сегодня псевдориманова геометрия и ее производные, то-
гда оправдаются не только наши инвестиции, а вообще любые, потому что это будущее
науки в этом случае. Хотя вероятность этого вообще говоря не 100 процентов.
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Ведущий

Спасибо! Пожалуйста, ваши вопросы!

Учительская [газета].

У меня первый вопрос к сэру Рождеру Пенроузу, может быть несколько юмористический.
Вот мне интересно как комментируют Вашу теорию сознания простые люди, не ученые?
Я тоже не имею никаких научных степеней. Как я поняла, из книги «Новый ум короля»,
Вы там критикуете теорию сторонников сильного искусственного интеллекта, которая
сводит сознание к логическим операциям. Любой обычный человек согласится с этим и
конечно скажет, что на наши решения влияют эмоции, интуиция и т.д. Вот мне интересно
как комментировали не ученые Вашу теорию? Это — первый вопрос. И второй: все-таки
достижимо ли создание искусственного интеллекта и в каком виде? Спасибо!

Р. Пенроуз

Да, это еще одна из тех тем, о которых я говорил в своих лекциях здесь. О проблеме
искусственного интеллекта (ИИ) и моей точке зрения по этому вопросу, которую я выска-
зывал в своей книге «Новый ум короля», и о которой подробно говорил в более поздней
своей книге «Тени разума». Идея, о которой я упомянул, отвечая на предыдущий вопрос,
была сформулировала мною очень давно, когда я был аспирантом. Думаю, что до это-
го я мог бы легко стать сторонником того, что называется «сильным ИИ» (ИИ означает
искусственный интеллект). Это означает, что компьютеры, в основном. . . я имею в ви-
ду наш мозг производят вычисления — в этом заключается ответ. Нам надо понять, как
он это делает. И если бы мы поняли, как он это делает, тогда мы могли бы создать ма-
шину, которая делала бы эти операции лучше нас. Потому что мощность современных
компьютеров превосходит вычисленную мощность, которая может быть получена путём
понимания взаимодействия нейронов. Я сформулировал свою точку зрения об этом, что
этого не может быть.
Это то, что предполагает наше сознательное мышление. Думаю, важно понять, какие

процессы происходят при сознательном мышлении, и что происходит, когда мы думаем
подсознательно. Потому что, например, когда вы идете по улице, вы определённым обра-
зом передвигаете ноги, мышцы соответствующим образом контролируются; или когда вы
размахиваете руками, вам не приходится контролировать каждое своё действие — вам не
надо думать о том, как сделать то или иное движение. Всё это делается подсознательно
и, в основном, той частью мозга а именно мозжечком, который, как правильно полагают,
отвечает за подсознательные действия. То есть можно считать, что мозжечок, эта часть
мозга в конечном итоге, представляет собой некий компьютер. Думаю, что в мозге че-
ловека происходят разнообразные процессы, которые можно объяснить с помощью очень
мощных компьютеров. С другой стороны, есть те качества мозга, которые участвуют в со-
знательном процессе понимания, а я делаю особый упор на понимании. Многие люди при
этом думают о несколько других качествах. Когда они говорят о сознании, они думают о
боли, об эмоциях, о восприятии цветов, о восприятии прекрасного, о том, как музыкальное
произведение вызывает в нас определённые чувства и так далее. И это, несомненно, то, в
чем участвует наше сознание. Но у меня нет по этому поводу никаких комментариев, по-
тому что я не знаю, что сказать. Мысли, которые уже давно появились у меня по данному
предмету, имеют отношение именно к пониманию, и, в частности, пониманию математи-
ки. Мне кажется, что можно убедительно доказать, что наше понимание математики не
является тем, что можно в полной мере смоделировать на компьютере. В основном, это
теорема Гёделя, которая была сформулировала, в частности, благодаря Алану Тьюрин-
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гу. Например, если вы хотите доказать определённый класс математических результатов,
касающихся обычных чисел, то существуют четко определённые формулировки. Знамени-
тым примером является Великая теорема Ферма (Fermat), которая была доказана Андрю
Уайлcом (Andrew Wiles) несколько лет назад. Таким образом, в случае с подобными ма-
тематическими формулировками, можно сказать, как вы определяете, являются ли они
истинными. Вы сможете сказать, что они истинны, если можно использовать такие-то
правила с целью доказательства их истинности.
Гёдель (Kurt Gödel) и Тьюринг (Alan Turing) продемонстрировали, что каковы бы ни

были эти правила, если они могут быть проверены компьютером, просто проверены ком-
пьютером для оценки их правильности, и если вы полагаете, что следуя этим правилам,
вы будете получать только истинные результаты – это не даст вам возможность дока-
зать, что два равно трем — вы получите только истинные результаты. Затем вы можете
показать. . . Гёдель и Тьюринг показали, как создать формулировку, которая не может
быть доказана с помощью этих правил. И всё же, сама формулировка будет оставаться
истинным утверждением.
Итак, это истинное утверждение, истинность которого вы видите на основе вашей ве-

ры в правила. То есть, если вы принимаете правила как истинные, то вы должны верить
и в то, что утверждение является истинным. С другой стороны, вы также должны ве-
рить и в то, что формулировка является невыводимой с помощью этих правил. Что это
значит? Если бы мы были созданы на основе правил, которые мы понимаем. . . Но ведь
этого не может быть. Потому что, мы понимаем, что что-то является истинным, тогда
как правила этого не доказывают. Да, здесь есть загадки. Возможно, мы можем делать
выводы о том, как мы были созданы на основе правил, которые мы не можем понять... Я
думаю, специалисты, работающие над искусственным интеллектом, часто думают: «Хо-
рошо, мы можем использовать какой-нибудь прибор для создания таких правил, которые
выше нашего понимания...». Но мне кажется весьма маловероятным, что это объяснит
наше происхождение, потому что — возьмите хотя бы естественный отбор — как он может
создавать правила, которые мы не в состоянии понять, доказать теоремы, которые мы
не можем доказать иным путём, чем через опыт, полученный от наших далеких предков.
Мне кажется, что это совершенно невероятно. Это тот аргумент, который я использо-
вал, и, по-моему, он достаточно убедительный, он заключается в том, что наши действия
не могут быть объяснены исключительно вычислительными процедурами. И следующий
шаг заключается в понимании – если это не так, то как? Некоторые люди. . . а вы меня
спрашивали, как это воспринимает широкая публика. . . часто люди говорят: «Есть нечто
загадочное в нашем мозге, что наука не в состоянии объяснить». Это, возможно, звуча-
ло бы убедительно, если бы мы не желали объяснить своё происхождение научно. Я не
разделяю эту точку зрения. Моя точка зрения заключается в том, что это можно было
бы научно объяснить, но это не та наука, которая нам известна, т.е. не создана ещё та-
кая наука. Это наука, выходящая за рамки нашей существующей науки. В соответствии
с существующей, известной нам наукой, да, мы знаем, в принципе, как всё это ввести в
компьютер. Следовательно, нет пока такой науки, это не та наука.
Так где же тот пробел в нашем понимании, та наука, которая нам пока неведома, но

которая объяснила бы функционирование мозга? Здесь, если хотите, можно вспомнить мой
опыт учебы у Дирака и изучение квантовой механики. Потому что я пришел к выводу, что
квантовая механика не является законченной теорией. Я здесь также мог бы сослаться на
великих ученых — я знаю, что этого не следует делать в науке, но я всё равно это сделаю.
Галилео предупреждал нас, что не следует считаться с традиционными авторитетами. Но
я могу сослаться на Эйнштейна, который полагал, что квантовая механика не является
законченной и не есть истина в последней инстанции. Или на Шредингера, от знаменитого
уравнения которого зависит квантовая механика, и который сказал, что квантовая теория
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не является окончательным ответом, и его уравнение не является окончательным ответом.
Или даже на Дирака, который, как известно, сказал, что квантовая механика не является
окончательной.
Я полагаю, что то, что нам нужно, находится за пределами квантовой механики, я имею

в виду, то, от чего зависит наше понимание. Это довольно нестандартно, то, что я говорю,
и большинство со мной не согласятся. Потому что, в первую очередь, они скажут: «Даже
квантовая механика?.. Так как же это может быть важно для человеческого мозга?» Всё
это потому что температуры были слишком высоки, и все эти сложные события. . . и как
всё это... понимаете, я думаю, что просто неверно.
Вообще, это не единственная причина, по которой я написал «Новый ум короля». Я

также думал о том, что это может быть ценно для того, чтобы дать молодым людям
мотивацию для занятий наукой. Может, книга эту задачу и выполнила. Но кроме того,
я стремился к тому, чтобы люди, работающие в других областях науки, заинтересова-
лись проблемами, которые волнуют меня. Стюарт Хамерофф, который был учёным в
Соединённых Штатах, он был анестезиологом, то есть его работа заключалась в том, что-
бы давать пациентам наркоз, усыплять людей — обратимым способом — я имею в виду,
что позже они просыпались. В отличие от своих коллег, он интересовался тем, что делает
в действительности, когда он даёт пациенту наркоз. Как действует общий наркоз, на что
действуют препараты. И он придерживался точки зрения, что эти препараты воздейству-
ют на определённые микроструктуры мозга под названием микроканальцы, о которых я
совершенно ничего не знал. Таким образом, для меня оказалось полезным соединить эти
две науки – то, что меня интересовало, и то, чем интересовался он. Это совершенно разные
области, но он знал о микроканальцах и других структурах, биологических структурах,
о которых мне ничего не было известно. Мне представляется, что такой подход являет-
ся наиболее вероятной фундаментальной составляющей в поисках того, что выходит за
пределы квантовой физики.
Вы спросили меня, возможен ли искусственный интеллект. Мой вывод таков: если ис-

кусственный интеллект означает компьютеры, тогда мой ответ — нет. Компьютеры не
достигнут настоящих интеллектуальных (умственных) способностей и они не будут обла-
дать сознанием. Нет никаких доказательств, что им присуще хотя бы одно из этих качеств.
Даже сейчас, разве компьютеры не могут делать то, что не могут делать люди? Да,

конечно, могут. Но если вы используете компьютер в современной науке, например, для то-
го, чтобы понять какие-то астрофизические процессы, происходящие взрывы, удаленные
галактики; вы хотите понять, что происходит, и вы проделываете очень сложные вычи-
сления, чтобы понять, насколько это соотносится с теорией. Но понимание того, какие
именно вычисления вы производите, от каких физических законов это зависит. . . Ком-
пьютер выдаёт вам какие-то графики, но вам надо знать, что именно они значат. То есть
вы привносите в этот процесс своё понимание. Понимание, сознание – это не то, чем обла-
дает компьютер. Хотя компьютеры являются чрезвычайно полезными инструментами для
нас, понимание процессов — это то, что мы вносим. Тогда как компьютеры управляются
человеком, наукой занимается человек.
Вы можете сказать: «Хорошо, есть ведь что-то, что происходит в наших головах, в на-

шем мозге, что понятно с научной точки зрения. И это могут быть вовсе не компьютеры.
Можем ли мы это смоделировать?» Может быть. Но здесь существует минимум три боль-
ших и важных этапа, которые надо пройти (ни один из них не был пройден): во-первых,
нам нужна новая физика, нам нужен новый Эйнштейн или кто-то другой, кто скажет нам,
что же это, что выходит за рамки квантовой механики. Во-вторых, мы должны понять,
как использовать эту новую физику. Общая теория относительности Эйнштейна — заме-
чательная теория, но только совсем недавно люди поняли, как ею пользоваться, например,
для спутниковых навигационных приборов. В самом деле, сейчас вы можете использовать
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общую теорию относительности Эйнштейна для того, чтобы найти местоположение объ-
ектов, для вождения автомобилей и так далее. И это второй шаг. Третий шаг – это, даже
если у нас есть новая физика, и мы знаем, как её использовать, каким образом приме-
нить это в каком-то устройстве искусственного интеллекта? Я думаю, что это ещё более
сложный этап, чем два других. Мы очень далеки от этого.
Я узнал из интервью на днях, что Обама инициировал новую программу, новый проект,

целью которого будет понять, каким образом функционирует мозг во всем разнообразии
связей с другими объектами. Я точно не знаю, в чем она заключается. Но даже если этот
проект будет направлен на понимание взаимодействия между нейронами и так далее, в
результате это всё-таки не даст нам понимания того, что такое человеческое мышление, и
что такое сознание. Если бы была более широкая программа, направленная на понимание
других, более сложных процессов, участвующих в функционировании человеческого моз-
га, это, возможно, да, на мой взгляд, это было бы гораздо более ценно. Было бы интересно
узнать об этой программе подробнее.

Ведущий

Пожалуйста, Ваш вопрос, прошу!

Комсомольская правда

Может мои вопросы не совсем серьезные, но Ваши ответы будут интересны двум милли-
онам наших читателей. Следует ли из Вашей квантовой теории сознания, что существует
или не существует душа? Это первый вопрос. Второй вопрос: Вы так хорошо изучили Все-
ленную, даже то, что было до Большого взрыва, может Вы знаете где прячутся «братья
по разуму»? И третий вопрос — будет ли создан в 2045 году аватар?

Р. Пенроуз

Это несерьёзный вопрос? Во-первых, вы спрашиваете о душе. Я думаю, мне понадобится
научное определение того, что такое душа. Я имею в виду, да, сознание действительно су-
ществует. Некоторые люди считают, что душа — это нечто, что существует после смерти.
И можно было бы представить себе продолжение жизни нашего сознания после смерти.
Это обычно связано с каким-бы то ни было вероисповеданием. Должен сказать, что я —
человек не религиозный, считаю себя атеистом. Поэтому я себя неловко чувствую, когда
мне приходится отвечать на вопросы о душе. Я верю в то, что существует нечто, что невоз-
можно понять с точки зрения существующей, современной науки, и что связано с нашим
сознанием. Существует ли продолжение, дальнейшая жизнь нашего сознания в какой-бы
то ни было в форме — об этом я представления не имею. У меня нет доказательств этого.
Вторая часть вашего вопроса интересна. Это имеет отношение к таким проектам, как

SETI, целью которого является выяснить, существовала ли разумная жизнь с развитой
цивилизацией на других, удаленных планетах. Возможно, какие-то сигналы могут быть
от них получены. Моя точка зрения — возможно, ближайшая такая разумная цивили-
зация на какой-нибудь планете может находиться чрезвычайно, очень и очень далеко от
нас. Поскольку это связано с большим количеством катастроф, предшествовавших появле-
нию разумной жизни на нашей планете, и на каких-то других планетах также, вероятно,
произошел целый ряд катастроф. Но я представления не имею, как далеко, как глубоко
нам надо заглянуть, чтобы найти удаленную цивилизацию, посылающую нам сигналы.
Тем не менее, это очень интересный вопрос, который вытекает из космологической тео-
рии, которую я предложил. Не могу сказать, что я знаю, как возможная цивилизация
может передавать сигналы из одного эона в следующий. Но я сейчас говорю не о таких
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цивилизациях, которые достигли нашего уровня развития. Мы рассматриваем возможную
историю какой-то цивилизации, которая могла существовать в галактике в предыдущем
эоне, ну и так далее. Да, конечно, возможно, это лишь досужие домыслы, но можно было
бы представить себе возможность существования высокоразвитой цивилизации, облада-
ющей настолько развитой техникой, что она может передавать сигналы какого-то очень
сложного типа, которые могли бы распространяться из одного эона в другой. Возможно,
стоит заниматься такими поисками. Но в данный момент я не имею ни малейшего пред-
ставления о том, каким именно образом такая цивилизация могла бы передавать сигналы,
способные проникать из одного эона в другой. Думаю, было бы сложно себе представить,
что такая цивилизация могла бы манипулировать сверхмассивными чёрными дырами и
контролировать их столкновения друг с другом. Думаю, что вряд ли такое возможно.
Однако, возможно, существуют какие-то другие способы передавать сигналы, способные
таким образом распространяться. Я просто не имею представления, каким именно образом
это могло бы происходить. Но не исключаю такой возможности.
Был вопрос об аватаре. Я знаю термин «аватар», который используется в компьютер-

ных играх. Когда игрок представляет себя каким-нибудь героем в этой игре. Думаю, что
вы не это значение слова имели в виду, не так ли? Аватар? Что такое аватар? Это когда
вы входите в какую-то вычислительную систему, что-то вроде этого?

Ведущий

Уточните, пожалуйста!

Комсомольская правда

У человека будет свой робот и в него будет перенесено сознание, как в фильме Кэмеруна
«Аватар». Вы будете участвовать в конференции «Глобальное будущее 2045» в Нью-Йорке
этим летом и они там обсуждают как раз очень активно эту проблему — создание аватара
к 2045 году.

Р. Пенроуз

Если это предполагает отдельное сознание, то, как я сказал ранее, я в это не верю. Посколь-
ку для этого необходим компьютер, обладающий своим собственным сознанием. Между
прочим, должен отметить, что иногда говорят: «Ну разве не отлично было бы, если бы
у нас был робот, который можно было бы отправить на какую-нибудь удаленную плане-
ту?» И если бы этот робот обладал интеллектом, то он мог бы исследовать эту удаленную
планету, и нам не надо было бы беспокоиться о возвращении его на Землю. Но если он
обладает сознанием, то вы морально ответственны за то, чтобы вернуть его. Вы не мо-
жете отправить робота, обладающего сознанием, на удаленную планету и не вернуть его
обратно. Мне кажется, здесь есть парадокс.
Я думаю, ваш вопрос всё-таки немного не об этом. Потому что так-называемый ава-

тар. . . в первую очередь, это зависит от вопроса, насколько я понимаю, может ли робот
быть наделен независимым сознанием. В это я не верю. Если бы это было независимое
существо, обладающее сознанием, а это связано с тем, что выходит за рамки квантовой
механики, о чем я говорил ранее, то это было бы человеческое существо, хотя и не похожее
на нас.
Однако есть ещё один аспект — возможно, вы о нём говорите. То есть представьте, что

есть некое существо, подобное роботу, которое не является роботом, потому что оно кон-
тролируется мною. Это та идея, которой ученые занимаются. То есть у него есть датчики,
а я, сидя здесь, имею возможность видеть всё, что видит это существо. Я будут шевелить
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руками, и это существо будет повторять мои движения. С технической точки зрения, это
не робот, поскольку контролируется мною. Ну, в каком-то смысле, существуют подобные
вещи, например, самолет меняет положение крыльев, когда элероны меняют положение.
Ну и так далее. Но весь процесс контролируется человеком с помощью штурвала.
Это довольно отдаленное будущее. Нет, в этом нет ничего плохого. За исключением тех

моментов, когда он будет находиться от вас слишком далеко, поскольку есть задержка во
времени. Понимаете, если вы отправите такой объект на Марс, это не будет очень хорошо.
Можно сравнить это с ситуацией, когда вы пытаетесь влезть на скалу. Это может занять,
ну, не знаю, сколько времени это занимает, 20 минут или что-то вроде этого. Всё зависит
от того, насколько удален от вас «Марс». Вы ставите одну руку сюда и затем ждете целый
час, пока сможете сделать следующее движение. Это не очень эффективно. Конечно, если
это всё близко от вас, то может быть. Если же это в Австралии, то задержка во времени
будет очень неприятным фактом.

Ведущий

Так, коллеги, мы уже перебрали свое время, отведенное нам. Давайте два завершающих
вопроса.

Наталья Бодарь, газета «Вечерняя Москва».

Сэр Роджер, я, когда еще училась в средней школе, увидела в одном научном журнале
рисунок, который поразил мое воображение, произвел «Большой взрыв» в моей голове
и, вообще, повлиял на мое мировосприятие очень сильно, на пространственное воображе-
ние. Это треугольник, невозможный треугольник. Я хотела бы спросить Вас. Скажите,
благодаря каким законам геометрии или вопреки каким законам геометрии возможно су-
ществование в нашем мире невозможных фигур?

Р. Пенроуз

Картинка, которую я нарисовал, этот невозможный треугольник (рис. 1) что меня побу-
дило нарисовать его? — это была работа голландского художника Маурица Эшера. У него
была выставка в Амстердаме, которую я посетил, когда был ещё студентом в начале 50-х
годов. Я приехал домой и задался вопросом, смогу ли я тоже изобразить нечто невозмож-
ное. Оказалось, что многие пытались сделать нечто подобное, ещё до моего треугольника.
Я подумал, что треугольник может послужить хорошим примером невозможной фигуры,
имея в виду его простую форму. Гораздо позже я понял, что это в самом деле доволь-
но хорошая иллюстрация такого математического понятия, как когомология. Я нашел её
полезной в применении к теории твисторов (не хочу объяснять, что такое теория тви-
сторов), к уравнениям Максвелла и другим уравнениям физики. Мне необходимо было
понять математику, которая имеет отношение к этому представлению.

Рис. 1: Треугольник Пенроуза. Источник: http://ru.wikipedia.org/wiki/



30 Гиперкомплексные числа в геометрии и физике, 1 (19), том 10, 2013

Однажды я участвовал в какой-то телевизионной программе, и ведущие спросили ме-
ня: «Можете ли вы объяснить, что означает это понятие?» А я неосмотрительно упомянул
этот термин. Я тогда сказал: «Всё, что вам нужно для этого, это когомология?» И они
спросили: «Можете ли вы объяснить, что такое когомология?», на что я сказал: «Нет, нет,
я не в состоянии это объяснить доступно для широкой публики». Потом я приехал домой и
подумал: «Да, может быть, с помощью невозможного треугольника можно объяснить ко-
гомологию». В чем заключается идея? У вас есть картинка, каждая часть которой понятна
и логична. Можно ли сделать такие элементы этой фигуры из дерева, такую 3-х мерную
фигуру из дерева? Да, можно. Можно сделать каждый отдельный элемент этой фигуры и
понять, каким образом эти элементы соединяются. А фигуру в целом — нет, нельзя. В чем
ключ к пониманию этого. Видите ли, фигура логична с локальной точки зрения. Но она
нелогична как единое целое. Здесь всё зависит от наличия свободы интерпретации этого
явления. Потому что именно вот в этом случае, если вы что-то изображаете на бумаге, то
какие-то вещи могут находиться близко от вас, и они изображаются в меньшем масштабе,
тогда как некоторые объекты, расположенные дальше — крупнее. Это очень знакомая си-
туация. Когда вы рисуете картину, на ней могут быть изображены объекты, находящиеся
далеко и те, которые находятся близко. Существует некоторая неопределенность, вы не
знаете, с которым из объектов вы имеете дело. Именно с этой неопределенностью вы стал-
киваетесь, когда вы идете вдоль сторон треугольника. Пока вы таким образом огибаете
фигуру, она логична. Но возвратившись в начало, вы находите противоречие с тем, что
было, когда вы начали свой путь. Но нельзя обнаружить такие невозможные точки. Где
картинка, где фигура неправильна? Нет, не здесь, не здесь и не здесь. Нет такой точки,
где она была бы неверной. Неверно всё в целом. И описание того, что именно неправиль-
но, это, если хотите, элемент когомологии. И это очень хорошая иллюстрация, я думаю,
того, что можно объяснить идею, которая представляет собой очень тонкую и сложную
математику, используя простую картинку. Мы не часто это делаем. И это то, что назы-
вается первым типом когомологии. Я часто показывал это своим студентам и говорил:
«Вот хороший пример первой когомологии (когомологии первого порядка). Как насчет
примера когомологии второго порядка, которая является немного более сложным явлени-
ем?» Такую задачу я ставил перед студентами. То и дело ко мне подходили студенты и
говорили: «Как вам вот это?». Я смотрел, и оказывалось, что это совсем не то. И это всё
ещё загадка. Представления не имею, как представить вторую когомологию. Но, видите
ли, здесь интересно то, каким образом можно не только заниматься математикой, но и
найти способ продемонстрировать математические явления так, чтобы они были доступ-
ны и понятны. И не только непосвященным, но и самим математикам. Поскольку иногда
такое понимание необходимо. Это даёт возможность, используя простые представления,
понять сложные вещи. Я думаю, что мой пример выполняет эту задачу.

Ведущий

Пожалуйста, Ваш завершающий вопрос. Прошу!

Корреспондент

Вы знаете, настолько насыщенная пресc-конференция! Во-первых я хочу поблагодарить
директора института. Потому что, честно говоря, я не знала, что есть такой институт,
который частный, тем более. И всех представителей, профессоров тоже за участие. И
за то, что вы привезли сюда сэра Роджера Пенроуза. К нему у меня такой вопрос. Вы
так увлечены своей наукой, что я просто завидую Вашим студентам, которым Вы читаете
лекции. А есть ли у Вас, среди Ваших учеников перспективные, кем Вы можете гордиться
и кто может быть продолжателем, на Ваш взгляд, Вашей науки и Ваших исследований?
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И еще вот такие вопросы: «Как изменилась Москва на Ваш взгляд за эти 40 лет которые
Вы не были здесь? И действительно ли у вас есть (были?) предки в России?» Спасибо и
удачи Вам! Больших творческих успехов!

Р. Пенроуз

Я бы сказал, да. У меня в настоящее время есть такой студент. Вообще у меня было
много хороших студентов, интересовавшихся многими из этих идей. В прошлом у меня
было несколько, студентов, которые добились больших успехов в науке. Многие из них
не добились выдающихся успехов. Тем не менее, некоторые их них были очень успешны.
Но несколько человек отлично потрудились, думаю. Да, я думаю, что для меня это было
колоссальным опытом — иметь успешных студентов. Да, вы меня еще спросили... Да, о
Москве. Конечно, Москва разительно изменилась. И это очевидно. Изменилась во многом:
в политике и в других областях. Однако всё то, что я ценил в прошлом и всё ещё высоко
ценю — приятно видеть, что то, чем славилась Россия, то, о чем я ранее упоминал —
балет, и концерт были изумительны — было приятно видеть, что такая высокая культура
сохранена. Я также побывал в Санкт-Петербурге. Там также произошли разительные
перемены. Также очень приятно видеть, что те вещи, которые имеют огромное культурное
значение, не были разрушены. Там мы также ходили на балет.
Вы также спросили меня о предках. Есть ли у меня связи в России? В самом деле,

когда я был здесь в первый раз — это очень странно и любопытно – когда я был раньше
и в Москве, и в Санкт-Петербурге, моя мама попросила меня, среди прочего, попытаться
найти дом, в котором жила её мать. Её мама выросла в Санкт-Петербурге, но родилась
она в Латвии, а выросла в Санкт-Петербурге. Затем она уехала в Англию и вышла за-
муж за моего дедушку. И считалось, как-то странно, что она «обесчестила» свою семью.
Возможно, потому что её семья её же и обесчестила. Высказывались предположения, что
она вышла замуж за человека другой национальности, и не просто другой национально-
сти, а другого вероисповедания. Подозреваю, что это как-то с этим связано. Моя бабушка
происходила из еврейской семьи. Она полностью порвала со своей семьей. А возможно, её
семья порвала с ней. Было интересно найти этот дом. И когда я был в Санкт-Петербурге
— да, я должен объяснить, что девичья фамилия моей бабушки со стороны матери была
неизвестна даже моей маме. Оказалось, что её фамилия Натансон, как моя мама позже
узнала через каких-то своих знакомых. Ей фамилии не сообщили, но она её всё же узнала.
Она также нашла место, где жил её отец, извините, где жил её дед. То есть её дед жил там,
где жила её мать в детстве. И этот дом, где была квартира, я увидел вместе с некоторыми
моими коллегами из Ленинградского университета (как он раньше назывался). В универ-
ситете был один человек, преподаватель математики в Ленинградском университете, его
фамилия была Натансон. Не исключаю возможности, что он приходился мне родственни-
ком. Но поскольку фамилия эта довольно распространенная, это всё же маловероятно. Я
спросил его, связан ли он или его предки с этим домом, и он сказал, что ничего об этом не
знает. У него была какая-то родственница, которая жила в Москве. И когда мы вернулись
в Москву, он попытался связаться с этой женщиной. Он позвонил этой женщине, когда мы
вернулись в Москву, и эта женщина, которая, по-видимому, много знала о родственных
связях с другими членами семьи, отказалась с нами разговаривать. Она нервничала – это
был 1971 год — и она волновалась по поводу контактов с иностранцами.
Я уже стал об этом забывать. Но когда я в этот раз приехал в Москву, оказывается, что

... я встретился с той женщиной здесь, которая была замужем за Григорием? Да, кажется,
Григорием Натансоном. И он, по всей видимости, был потомком той женщины, с которой
мы говорили по телефону. Оказалось, что она помнила об этом и очень переживала по
поводу того, что так нервничала, разговаривая с иностранцами — конечно, это объясняется
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политическими причинами. И оказалось, что позже она пыталась связаться со мной, но
мы так и не пообщались, я так и не получил от неё никакого сообщения. Впоследствии
она умерла. И думаю, что её муж также умер. Так что связь стала ещё более эфемерной.
Однако кажется, эта женщина была замужем за кем-то, кто был, я думаю, внуком – нет,
не уверен, кем они приходились друг другу — женщины, с которой говорили по телефону.
Интересно дальше исследовать эти связи. Для меня было бы очень интересно понять

точно, какие у меня здесь связи были. Есть вероятность, что существуют связи, которые
мы можем исследовать, чтобы понять, имеются ли у меня родственники по крови в Моск-
ве и Санкт-Петербурге в настоящее время. Было бы замечательно, если бы удалось это
выяснить.

Ведущий

Спасибо! Я благодарю наших уважаемых гостей за интересный разговор с журналистами.
Всем спасибо за участие в пресс-конференции. На этом наша встреча завершена. Спасибо
всем!
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КРАСОТА И СИЛА КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ И ИХ РОЛЬ В
РАЗВИТИИ ТВИСТОРНОЙ ТЕОРИИ

Роджер Пенроуз1

Публичная лекция сэра Роджера Пенроуза, прочитанная 2 апреля 2013 года в МГТУ
им. Баумана, г.Москва. Лекция представляет некоторые аспекты комплексных чисел,
их физические приложения, а также связь с теорией твисторов.

Ключевые слова: комплексные числа, световой конус, сфера Римана, конформное
преобразование, когомология, теория твисторов.

Комплексные числа — тема достаточно известная, поэтому я хотел бы остановиться толь-
ко на некоторых аспектах, касающихся их. В первую очередь, существует очень извест-
ное представление комплексных чисел на плоскости, сделанное первоначально норвежцем
Весселем и позднее развитое многими другими исследователями.

Рис. 1: Геометрическое представление комплексного числа. Комплексная плоскость Весселя (Ар-
ганда, Гаусса, . . . ).

Говоря о комплексных числах, мы имеем в виду мнимую единицу i, которая есть корень
квадратный из минус единицы:

i2 = −1 (1)

Любое комплексное число z может быть представлено вещественным числом x плюс i,
умноженным на другое вещественное число y: x+ iy. То есть мы представляем x и y —
действительную и мнимую части комплексного числа z в виде двух координат на плоско-
сти. Действия сложения и умножения двух комплексных чисел z и w

w + z = (u+ z) + i(v + y), w = u+ iv, z = x+ iy, (2)

wz = (ux− vy) + i(uy + vx) (3)

1Запись лекции сэра Роджера Пенроуза, прочитанной 2 апреля 2013 года в МГТУ им.Баумана, г.
Москва. Перевод данной лекции и ее запись осуществлена Кирсановой Г.В.
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легко представить с точки зрения геометрии, это хорошо известно. Здесь действует пра-
вило параллелограмма, рис. 2, для действия сложения (2). Действие умножения (3), вы-
полняется в соответствии с правилом подобных треугольников, рис. 3. Как я уже сказал,
это всё очень знакомо и понятно. Приятно, что существует геометрическое представление
этих алгебраических действий.

Рис. 2: Геометрическое представление правила параллелограмма для сложения комплексных
чисел.

Рис. 3: Умножение комплексных чисел в соответствии с правилом подобных треугольников:
треугольники с вершинами 0, 1, z и 0, w, w ∙ z подобны.

В комплексных числах есть нечто завораживающее. Я бы хотел пояснять два из наи-
более известных загадочных свойств комплексных чисел. Первое из них очень хорошо
известно. Рассмотрим вот это достаточно простое полиномиальное уравнение, являющее-
ся, если хотите, определением i:

z2 + 1 = 0 (4)

Если у нас имеется одно решение: i, будет и ещё одно решение: −i. Это всё хорошо из-
вестно. Из простого утверждения, что (4) имеет решения z=± i мы выводим, что любое
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нетривиальное полиномиальное уравнение (5) имеет n решений для многочлена степени n:

zn + azn−1 + bzn−2 + . . .+ gz + h = 0. (5)

Когда я был студентом, больше всего меня завораживал тот удивительный факт, что то-
гда как для вещественных функций мы имеем разнообразнейшие порядки гладкости и мы
можем продифференцировать функцию не один раз, а два или три, и даже бесконечное
число раз, и всё же не найти возможность представить это в виде степенного ряда. Но если
функция является гладкой с точки зрения комплексных чисел и поддается дифференци-
рованию хотя бы один раз, то это означает, что её можно продифференцировать сколько
угодно раз. И, более того, мы автоматически можем вывести разложение в степенной ряд
этого числа, то есть если она является гладкой в точке начала координат или рядом с
этой точкой, то мы наблюдаем разложение в степенной ряд, и затем вблизи другой точ-
ки мы можем наблюдать перенос степенного ряда. Это замечательные свойства, которые
являются следствием решения этого простого уравнения.
У комплексных чисел существует и много других магических свойств. Я постоянно

открывал для себя всё новые и новые свойства по мере того, как изучал комплексные
функции, в особенности, при изучении комплексных функций более одной переменной.
В этом случае у комплексных чисел и комплексных функций есть много замечательных
свойств.
Ещё одна интересная характеристика комплексных чисел заключается в следующем.

Пусть мы имеем простую на первый взгляд функцию, такую, как 1/(1+ z2). На рис. 4
представлен график этой функции для случая, когда z — вещественное число. На нем
она выглядит идеально однородной и гладкой. Для этой функции мы имеем разложение
в степенной ряд (6), расходящийся при |z|> 1:

1

1 + z2
= 1− z2 + z4 − z6 + z8 − . . . (6)

Если мы рассмотрим частичные суммы ряда (6), то обнаружатся две точки при z=± 1 в
которых графики частичных сумм «отрываются» от графика рассматриваемой функции,
несмотря на то, что функция не имеет каких-либо особенностей в этих точках. Как я уже
сказал, при z=± 1 здесь происходит нечто странное и интересное.
Ситуация проясняется, если рассматриваемая функция будет комплексной. В данном

случае существуют сингулярности в точках ± i. Известен следующий результат: для любо-
го степенного ряда вида (6) существует некоторый круг, названный кругом сходимости и
обладающий следующим свойством: если комплексное число z лежит строго внутри круга,
то при таких значениях z ряд сходится, если же z лежит вне круга, то ряд является рас-
ходящимся. Радиус круга определяется ближайшей к началу координат сингулярностью
(внутри круга не должно быть сингулярностей).
Следовательно, в нашем случае, мы имеем круг сходимости единичного радиуса, кото-

рый пересекает действительную ось точках ± 1. Это объясняет почему данная функция в
обоих случаях сходится и расходится в одних и тех же областях.
Так или иначе, мы получаем больше информации о вещественных функциях, рассма-

тривая комплексную плоскость. Существуют и многие другие интересные аспекты, кото-
рые я поясняю позже.
Итак, волшебство, магия комплексных чисел. Я всегда ловлю себя на мысли, что «за

кулисами» происходит нечто интересное и неведомое. Для того чтобы понять функциони-
рование вещественных функций, нам часто приходится рассматривать комплексные числа,
нам необходимо более глубокое понимание природы функций комплексной переменной.
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Рис. 4: График функции (6) в предположении, что z — вещественное число.

Комплексно-аналитическая функция, то есть функция, являющаяся гладкой и, следо-
вательно, имеющей разложение в степенной ряд, называется «голоморфной функцией»
f(z), и именно этим термином я собираюсь пользоваться.

Всё это можно показать с помощью геометрического представления. Предположим,
мы рассматриваем отображение, где w является функцией от z, и хотим отобразить её
в какой-то области на комплексной плоскости или плоскости Весселя, это отображение
переходит из одной области в другую. То есть здесь — плоскость z, а здесь — плоскость
w, и эта область отображается в эту область. Но, с точки зрения геометрии, свойство, ко-
торым обладает эта голоморфная функция, заключается, в первую очередь в том, что она
является конформной, На рис. 5 вы видите отображение в виде двух кривых, расположен-
ных под углом друг к другу. Они являются одинаковыми, т.е. конформными. Это можно
представить и другим образом, изобразив небольшую фигуру, которая при отображении
может вращаться, расширяться или сокращаться. Тем не менее, форма фигуры остаётся
прежней, например, небольшая окружность на z-плоскости будет отображаться в такую
же небольшую окружность на w-плоскости.

Это природа голоморфной функции: она является конформной, и, кроме того, надо
сказать, сохраняющей направление, то есть она не отражается. Таким образом, в голо-
морфном отображении направление сохраняется. Это очень ценное свойство. Вы, конечно,
слышали о функцииЖуковского. Это буквально завораживало меня, ещё когда я был сту-
дентом, например, возможность понять, что происходит в случае потока воздуха, я имею
в виду функцию формы аэродинамического профиля и соответствующие преобразования.
Идея заключается в том, что если имеется бездивергентный и бесповоротный поток, мы
можем отобразить такой поток в двухмерном пространстве как другой такой же поток,
используя одно из этих конформных или голоморфных отображений.

Если нам известны характеристики потока в некоторой небольшой области и эта
область не возмущает поток вовсе, тогда с помощью одного из голоморфных преобразова-
ний эта область отображается в окружность, и мы получаем поток, обтекающий окруж-
ность или цилиндр (в данном случае двумерный), рис. 6. Свойства потока, обтекающе-
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Рис. 5: Голоморфная функция f(z). (= комплексная гладкость = комплексная аналитичность).

го цилиндр, можно понять из голоморфного отображения. Преобразование Жуковского,
простое и явное, помогает преобразовать окружность, рис. 6, например, в форму аэро-
динамического крыла. Свойства потока, огибающего крыло, можно понять с помощью
комплексного анализа. Помню, когда я узнал об этом, будучи ещё студентом, я нашёл это
чрезвычайно интересным.
Ещё одна вещь, которую я узнал в студенческие годы, это теория электрических цепей,

более глубокое представление о которых можно получить, используя комплексные числа.
Например, колебания и тому подобное можно очень легко понять, если рассматривать
поведение системы с точки зрения комплексных чисел. Это всё очень красиво.
Существует множество совершенно разных областей применения комплексных чисел

как, например, уже упоминавшиеся, динамика жидкостей и теория электрических цепей.
Но вы можете сказать, что в некотором смысле это всё ухищрения, остроумные матема-
тические приемы, которые могут оказаться полезными для понимания свойств, например,
потока особого рода, характеризующегося определенной вязкостью. Но когда речь идёт о
трёхмерном пространстве, все уже не так просто и могут возникнуть осложнения, которые
сделают анализ не таким уж изящным. Возможно, в этих случаях комплексные числа не
играют основополагающей роли? Но надо понять, что с их помощью вы можете выполнять
действия, которые с помощью других способов и методов не будут столь же изящными.
Пытаясь глубже понять структуру вселенной, мы находим, что есть область, в которой

комплексные числа играют основополагающую роль. Я говорю о квантовой теории.
Напомню, что такое квантовая теория. На рис. 7 а) представлены два идеализирован-

ных эксперимента, которые демонстрируют корпускулярную или волновую природу света.
Здесь показан лазер Л, испускающий, скажем, фотоны. В первом эксперименте (рис. 7 а))
— изображен расщепитель пучка Р. Д1 и Д2 — фотонные приемники. Мы обнаруживаем,
что фотон может двигаться либо по пути А, либо по пути В, и при имеющемся расще-
пителе пучка будет активироваться то один, до другой детектор. То есть этот детектор
Д1 будет активироваться в 50% случаев, а Д2 — в остальных 50%. Для частиц это очень
хорошо можно себе представить, потому что всегда можно сказать, что частица двигается
либо так, что активирует детектор Д1, либо иначе, активируя Д2. Полагая, что ситуация
идеальна, вы понимаете, что движение всегда происходит либо по пути А, либо — по пу-
ти В. И это очень интересная ситуация. Невозможно представить себе, что один и тот же
фотон будет детектироваться обоими детекторам или не будет детектироваться ни одним
из них. Всегда будет активироваться только один из детекторов. Это то, что представляет
собой поведение объектов, подобных частицам.
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Рис. 6: Иллюстрация преобразования Жуковского для двухмерного ламинарного потока жид-
кости.

С другой стороны, можно несколько видоизменить наш эксперимент, добавив интер-
ферометр. На рис. 7 б) изображён расщепитель пучка Р1, далее имеются два обычных
зеркала З1 и З2, находящиеся под углом в 45 градусов по отношению к направлению
луча. Далее — второй расщепитель Р2. В случае с частицами вы можете сказать, что
частица двигается либо в направлении А, либо — в направлении В. И можно ожидать,
что на протяжении половины времени она будет двигаться по одному пути, а на протя-
жении остального времени — по другому. Но, в действительности, полагая все расстояния
одинаковыми, мы обнаруживаем, что частица всегда будет регистрироваться только де-
тектором Д2, и никогда — Д1. То есть объяснение с точки зрения физики частиц больше
не работает.

Пусть теперь вместо частиц мы будем рассматривать волновые пакеты. Представьте
себе небольшой объект в форме волны. Волна делится на две части, то есть этот пакет волн
делится на две части, и обе части попадают в Д2 усиливая друг друга. А распространяясь в
другом направлении к Д1, они будут взаимно уничтожаться, поэтому они никогда не будут
регистрироваться в этом направлении. Результаты, приведённые на рис. 7 б), объясняются,
используя пакет волн.

Необходимо сделать следующее, и это достаточно нестандартно - необходимо рассма-
тривать любую из ситуаций с точки зрения двух альтернативных способов поведения фо-
тона. Рассматривая ситуацию с точки зрения корпускулярной теории, вы не можете ска-
зать, что частицы или волны двигаются в одном из двух направлений. Вы должны будете
сказать, что фотон делает и то, и другое, двигаясь в обоих направлениях одновременно,
что было бы по меньшей мере странно. Если следовать уравнениюШрёдингера, то процесс
происходит следующим образом. Существует эволюция двух альтернатив: системы А, и
системы В. И надо рассматривать эти альтернативы как происходящие одновременно. Т.е.
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a)

b)

Рис. 7: Идеализированные эксперименты, демонстрирующие корпускулярную (а) и волновую (б)
природу света.

имеет место суперпозиция этих двух альтернативных состояний:

w ∙ альтернатива А + z ∙ альтернатива B , w, z ∈ C

Что обозначают коэффициенты w и z? Можно сказать, что они представляют собой веро-
ятности того или другого сценария; иногда исследователи рассматривают волновые функ-
ции как волны вероятности. Но на самом деле такое объяснение не работает. Для того
чтобы имела место интерференция, эти коэффициенты должны представлять собой ком-
плексные числа.
Представим себе, что w и z представляют собой точки на плоскости комплексной пере-

менной, а коэффициенты являются комплексными числами. Надо понять, что на кванто-
вом уровне имеет место суперпозиция комплексных чисел. Они создают интерференцию.
Однако необходимо рассмотреть ещё кое-что. Я имею в виду эволюцию, описываемую
уравнением Шрёдингера, при которой эти числа сохраняются. Видите ли, каждая из си-
стем эволюционирует отдельно, т.е. имеются альтернативы А и В. Если хотите, имеют
место две ситуации, два мира, развивающиеся одновременно. Чтобы всё это имело смысл,
необходимо произвести измерения, предполагается, что это должны делать детекторы. Я
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обозначил буквой C комплексные числа, а буква U обозначает унитарную эволюцию, ко-
торая описывается уравнением Шрёдингера. Я не буду здесь подробно это рассматривать.
Уравнение Шрёдингера — это особенное уравнение, объясняющее появление этих аль-

тернативных состояний, остающихся согласно данному уравнению в положении суперпо-
зиции. Это линейное уравнение, в котором сохраняются две одновременно эволюциониру-
ющие системы. Однако когда мы производим измерения (это то, что делают детекторы),
мы внезапно сталкиваемся с необходимостью изменить правила. И вот эти элементы w
и z, в некотором смысле, становятся вероятностями. Затем |w|2 и |z|2 становятся относи-
тельными вероятностями для А и В соответственно.
Теперь о второй части квантовой механики. Первая часть — это унитарная эволюция

U. Вторая часть называется редукцией квантового состояния R или коллапсом волно-
вой функции. Я хотел бы рассказать об этом немного подробнее в конце лекции. Вообще,
это несколько странно для меня, но для того чтобы квантовая механика имела смысл,
приходится выполнять две совершенно разные операции, одна из которых является голо-
морфной, то есть U, а вторая — нет. Вещь весьма странная, есть здесь парадокс своего
рода.
Конечно, вы можете сказать: «Но ведь детекторы сами состоят из квантовых частиц,

и они также должны вести себя как квантовые системы. Так почему же они не ведут
себя так, как вы говорите?». Занимаясь квантовой механикой, вы должны учитывать,
что вы в процессе меняете правила, например, вы говорите: «Нет-нет, здесь я использую
другую процедуру, определю вот эти вероятности (это называется правилом Борна)». Вы
применяете правило Борна и получаете вероятностный ответ. УравнениеШрёдингера само
по себе не имеет вот этой вероятностной составляющей. Итак, мы имеем дело с двумя
тесно, но несколько туманно, связанными процедурами.
Я бы хотел рассмотреть их с точки зрения комплексного, голоморфного поведения. Го-

ломорфную функцию можно рассматривать (а это новый взгляд на голоморфную функ-
цию) как результат действий сложения и умножения (это то, что мы обсуждали ранее,
рассматривая геометрическое представление). При операции сложения w и z происходит
смещение всей плоскости в направлении w. С другой стороны, используя правило умно-
жения, умножение на w приводит к повороту и стягиванию плоскости.
Таким образом, имеют место две основные операции, то есть мы рассматриваем дей-

ствия сложения и умножения, а также действие нахождения предела. И это ещё один
взгляд на то, что представляет собой голоморфная функция.
Ещё одним действием, которое является применимым и полезным, является нахожде-

ние комплексно сопряжённого числа. Это отражено на рис. 8 z принимает вид z̄, это ком-
плексно сопряжённое число, отражённое относительно действительной оси. Мнимая часть
комплексного числа z̄ изменяет знак, а его действительная часть остаётся неизменной.
Слово «голоморфный» означает, что мы можем произвести действия сложения, умно-

жения и нахождения предела, но не можем произвести комплексного сопряжения. Если мы
введём комплексное сопряжение, мы рискуем потерять всю красоту комплексных чисел и
фактически вернёмся к вещественным функциям.
Но если комплексное сопряжение не используется, то мы остаёмся в области голо-

морфности. Как видим, унитарная часть квантовой механики лежит внутри области го-
ломорфности. С другой стороны, при проведении измерений мы вдруг уходим из этого
мира голоморфности и остаёмся, если ходите, в объективном (реальном) мире, с которым
мы знакомы лучше по сравнению с квантовыми явлениями, с квантовым миром, в каком-
то смысле нам для нас незнакомом. И всё это находит отражение в поведении комплексных
чисел.
Подробнее остановимся на комплексной геометрии, представляющей собой вещь весьма

полезную. На этом слайде изображено действие, которое носит название стереографиче-
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Рис. 8: Геометрическая иллюстрация операции комплексного сопряжения.

ской проекции. Недавно я читал одну лекцию, в которой затрагивал некоторые древние
устройства. Стереографическая проекция, которая изображена на рис. 9, была известна
по крайней мере в 150 году до нашей эры Гиппарху — очень древняя вещь! Астролябии,
которые использовались в древности для отображения звёзд, основывались на принципе
стереографической проекции.
Они знали всё об одном замечательном свойстве стереографической проекции. Я имею

в виду, представление сферы (говоря о древних, это карта небосвода) и отображение её
таким интересным образом на плоскости (я буду рассматривать эту плоскость как про-
ходящую через экватор). Вверху изображён северный полюс N. Cтереографическая про-
екция является конформной, то есть если на сфере имеется окружность, то она будет
отображаться на плоскости в виде окружности. Это удивительный факт, известный ещё
Гиппарху много веков назад, использовался в астролябиях. Интересно и то, что древним,
по-видимому, было хорошо известно, что если строить отображение от южного полюса, то
есть, если мы возьмём окружность на плоскости, отобразим её на сфере (от южного по-
люса), то, мы будем иметь две стереографические проекции: в одном случае окружность
проецируется в окружность на сфере, а в другом случае мы имеем обратное отображе-
ние. Фактически, это было известно задолго до древних греков. Вообще для подробного
изложения нужна ещё одна лекция. Моя же задача здесь – показать этот удивительно
красивый способ представления плоскостей на сфере.
Это свойство очень удобно также в квантовой механике. Я уже упоминал о плоскости

Весселя. Но если вы пожелаете рассмотреть отношения чисел (а это особенно заметно
при рассмотрении частиц с полуцелым спином, таких, как электрон, нейтрон, протон),
тогда спин частиц в квантовой механике может рассматриваться с точки зрения двух
основных состояний, которые часто условно называют спином, направленным вверх, и
спином, направленным вниз: spin-up и spin-down, рис. 10.
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Рис. 9: Стереографическая проекция.

Рис. 10: Суперпозиция spin-up и spin-down состояний.

Любое другое направление обусловлено одной из квантовых суперпозиций этих напра-
влений вверх и вниз. Интересным фактом, который мы получаем для полуцелого спина
является то, что различные состояния спина соответствуют пространственным направле-
ниям. Мы можем рассматривать их с точки зрения римановой сферы. Это способ предста-
вления, если хотите, отношений двух комплексных чисел — вспомните, когда я говорил об
измерениях и отношениях, которые нас здесь интересуют, эти отношения могут быть рав-
ными нулю, или только одно из этих чисел может быть равно нулю. Это будет означать,
что это отношение бесконечно большое.

То есть надо также как-то представить бесконечность. Как я заметил раньше, можно
строить проекцию или от северного полюса, или от южного. В данном случае я строю
проекцию от точки южного полюса. Экватор сферы выделяет на плоскости Весселя еди-
ничную окружность, проходящую через точки ±1, ±i. Все точки на этой плоскости соот-
ветствуют точкам на сфере. Но в дополнение к этому мы имеем бесконечность, каковой
является сам южный полюс. По мере того, как эта точка движется вниз в бесконечность,
отображение её двигаться в бесконечность на плоскости (эта точка южного полюса на сфе-
ре обозначена знаком бесконечности). Таким образом, мы включаем также бесконечность.
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То, что Риман открыл, представляет собой очень удобную вещь в том смысле, что это
позволяет правильно и красиво представлять многие явления, связанные с комплексными
функциями. Риманова сфера — это также способ геометрического представления состо-
яния частиц с полуцелым спином. Рассмотрим отношение равное z/w= u, где u предста-
вляет какую-то точку на плоскости. В стереографической проекции это точка на сфере, и
проекция от начала координат — это ось, относительно которой определяется спин части-
цы, если вы измеряете его в этом направлении. Квантовая механика хорошо вписывается
в геометрию пространства.
Я всегда повторяю, что это построение очень красиво и до некоторой степени зага-

дочно. Числа, которые выглядят как отвлечённые, я имею в виду комплексные числа,
которыми мы манипулируем в квантовой теории, по крайней мере в случае частиц с полу-
целым спином, имеют очень чёткое геометрическое отображение с точки зрения геометрии
пространства.
Комплексные числа также играют особенную роль при рассмотрении трёхмерного про-

странства, т.к. существует связь между направлениями в пространстве и комплексными
числами в квантовой механике. Поскольку, видите ли, эта сфера — двухмерная сфера, а
мы рассматриваем направления в обычном трёхмерном пространстве.
Я всегда находил удивительным факт, что любая квантовая система, характеризуется

двумя состояниями. Я использую здесь систему обозначений, которую использовал Дирак.
Ничего страшного, если вам это не знакомо. Буквой |A〉 обозначено состояние, |B〉 также
обозначает состояние. Если у нас имеется система с двумя возможными состояниями, до-
пустим, что это переменные или ортогональные состояния, тогда любое состояние можно
представить как линейную комбинацию этих двух. И это только концептуальная схема —
отношение этих двух чисел даёт нам риманову сферу. Это не связано непосредственно с
геометрией с точки зрения рассмотрения частиц с полуцелым спином. Но если это систе-
ма с двумя состояниями, то опять-таки риманова сфера играет важную роль, которую я
демонстрировал ранее, но в данном случае мы не думаем о направлении от начала коор-
динат до точки на сфере. Возможно, это имеет отношение к направлению спина, а, может
быть, является чем-то более абстрактным.
Посмотрим на геометрическое представление процедуры измерений. |Ψ〉 представляет

собой суперпозицию состояний |A〉 и |B〉. Затем проводим измерения в другом направлении
с тем, чтобы найти вероятность того, в каком направлении будет происходить движение.
Довольно несложная геометрия здесь имеет место. Вероятность «нет» показана вот этим
отрезком, а вероятность «да» — этим. Вы проводите измерения и получаете ответ «да» или
«нет», в зависимости от того, в каком месте на сфере располагается начальное состояние.
Имеет место простое соотношение. Я бы не хотел на этом подробно останавливаться. Это
геометрия.
Итак, что касается полуцелого спина, то здесь прослеживается очень отчётливая связь

с геометрией пространства. Это особенный случай. Как увидеть что-то подобное у частиц
с другим значением спина?
Существует очень красивое описание, знакомое физикам благодаря итальянскому фи-

зику Майорана. Он умер очень молодым, успев сделать замечательные вещи в физике.
Одним из таких достижений, не очень хорошо известным, является то, что имеет место
нечто похожее на то, что я описал для случая частиц с полуцелым спином. Здесь состояние
спина представлено точкой на сфере; все возможные состояния всегда представляют раз-
ные точки на сфере, другими словами, они направлены в разных направлениях от начала
координат.
Если имеется частица со спином n/2, то это значит, что есть n точек, неупорядочен-

ных на сфере. Это общее состояние. Не хочу вдаваться в подробности, я просто хотел дать
общее представление. Основная мысль состоит в том, что представление Майораны осно-
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Рис. 11: Геометрическое представление квантовомеханической процедуры измерений.

вывается непосредственно на данном представлении. Немного подробнее об этом скажу
чуть позже. Это основная теорема алгебры. Я говорил ранее, что это одно из замечатель-
ных свойств комплексных чисел. Полиномиальные уравнения могут быть разложимы на
множители, полиномиальные уравнения разрешимы.
Это основная теорема алгебры. Любое полиномиальное уравнение имеет решение. Это

то свойство, которое используется здесь, и разные корни дают нам разные направления.
Представление Майораны даёт нам прямое применение основной теоремы алгебры. Фи-
зики обычно рассматривают основные состояния, которые представляют собой приме-
ры, частные случаи, применения представления Майораны. Все направления — это либо
«вверх», либо «вниз». В первом примере видим, что все направления (в данном случае их
шесть) — «вверх»; все они могут быть направлены только вверх; или все, кроме одного, или
кроме двух (направленных вниз) и так далее до случая, когда все они направлены вниз.
Существует несколько основных состояний, согласно представлению Майораны, которые
мы получаем, просто произвольно выбирая n; то есть на сфере имеется n неупорядочен-
ных точек. Это представление Майораны, которое непосредственно вытекает из основной
теоремы алгебры, и которое здесь находит особенное применение.
А как ведут себя безмассовые частицы? Например, фотон? Существует два основных

состояния поляризации фотона: правосторонняя поляризация и левосторонняя поляри-
зация по отношению к направлению движения. Известно, что для безмассовых частиц
существует только два, а не n состояний, которые характерны для частиц с более высо-
ким спином. Неважно, каким конкретно является спин, если он больше нуля; существует
только два независимых состояния. На рис. 12 я представил фотон, для которого су-
ществует два основных состояния: правостороннее и левостороннее. В общем случае мы
имеем линейную комбинацию правостороннего и левостороннего состояний, что даёт нам
эллиптическую поляризацию.
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Рис. 12: Состояния поляризации фотона.

Рис. 13: Состояния поляризации фотона.
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Рис. 14: Представление пространства-времени в теории твисторов.

Рассмотрим это с точки зрения геометрии. На рис. 13 мы видим представление Стокса.
На сфере Римана представлен квадратный корень отношения w/z. Предположим, фотон
движется в вверх. На рис. 13 направление движения фотона показано стрелкой. В этом
случае q представляет состояние поляризации. Изображаем плоскость, перпендикуляр-
ную направлению q и получаем окружность, рассекающую сферу, проецируем её вниз, в
направлении движения. Получаем эллипс на плоскости, который представляет собой эл-
липс поляризации. Используя это комплексное геометрическое представление, видим, как
эти эллипсы поляризации соотносятся с отношениями этих комплексных чисел на сфере
Римана. Это всё, что касается темы комплексного представления.

Теперь я бы хотел поговорить о теории твисторов. Я должен сказать, что разрабатывая
эту идею, я использовал теорию относительности. Теория основана на специальной теории
относительности. Но и для общей теории относительности здесь также есть место, но у
меня, к сожалению, нет времени, чтобы рассказать об отношении теории твисторов и
общей теории относительности. Поэтому будем рассматривать ситуацию только с точки
зрения специальной теории относительности.

На рис. 14 изображено представление пространства-времени. Три вектора на плоскости
— направления пространства (на самом деле, здесь должно быть трёхмерное простран-
ство), и ось вверх — направление времени. А здесь представлен световой луч. В соответ-
ствии с тем, что я рассказал вам о фотонах (рассматривая их, мы говорили о состояниях
поляризации, основных состояниях, левосторонней и правосторонней поляризации, круго-
вой поляризации относительно направления движения), это классическое представление
движения фотона.

На рис. 14 слева, мы предполагаем, что имеет место пространство-время. Фотон бу-
дет представлен, по крайней мере, с классической точки зрения, прямой линией, а мы
рассматриваем скорость света. Световые лучи направлены под углом 45 градусов к верти-
кали на изображении справа. Здесь представлена, так сказать, история фотона, который
характеризуется так называемой спиральностью, то есть существует закручивание миро-
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Рис. 15: Два наблюдателя (1 и 2) и небесная сфера, которую видит каждый из них.

вой линии фотона. В теории твисторов, по крайней мере в её первоначальном виде, мы
рассматриваем эту иллюстрацию — а я собираюсь говорить о световых лучах, как об
основополагающих вещах — вместо того, чтобы рассматривать ситуацию с точки зрения
пространства-времени, мы говорим здесь о пространстве светового луча. Этот световой
луч представлен точкой на рис. 14 справа, в пространстве твисторов.
Как представить точку на этой картинке (рис. 14)? Мы полагаем, что все световые лучи,

проходящие через эту точку, образуют сферу. То есть представим, что я нахожусь в этой
точке и наблюдаю мир. Все фотоны, движущиеся навстречу мне с разных направлений
(а это и есть световые лучи, проходящие через эту точку), будут образовывать сферу,
небесную сферу, которая, если хотите, будет представлять сферу, образованную этими
точками.
Мы говорим о геометрии пространства-времени и геометрии твисторов. Геометрия тви-

сторов – это геометрия спиральных лучей света, скажем так, а вот эти точки (рис. 15)
представлены сферами, которые я изобразил как небесные. Подчёркиваю, что эти небес-
ные сферы являются римановыми сферами. Я имею в виду, что эти сферы – конформные.
На рис. 15 изображены также два наблюдателя. Эти наблюдатели передвигаются до-

вольно близко друг к другу на очень большой скорости. Когда они смотрят на небосвод,
в тот момент, когда они встречаются, они видят один и тот же небесный свод, но из-за
эффектов аберрации небесная сфера будет выглядеть искажённо. Это — небесная сфера
для первого наблюдателя, а это — для второго. Но это искажение совершенно особого
рода. Это конформное искажение. Это означает, что углы небесной сферы для одного
наблюдателя будут соответствовать углам на небесной сфере другого наблюдателя.
Более того, если вы видите расположенные соответствующим образом звёзды на не-

босводе, которые для одного наблюдателя будут находиться в пределах окружности, то
для другого наблюдателя картина расположения звёзд будет такой же, т.е. звёзды будут
находиться в пределах окружности. Это довольно примечательный факт. Я действитель-
но считаю это удивительным. Я имею в виду преобразование Лоренца при переходе от
одного наблюдателя к другому. Так каким образом действует преобразование Лоренца в
случае небесной сферы?
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Посмотрим на это несколько иначе. Если мы принимаем, что окружности отражаются
в окружности, вместо того, чтобы рассматривать быстро двигающихся наблюдателей, я
мог бы предположить, что один из наших наблюдателей наблюдает сферу, а сфера всегда
выглядит как объект, ограниченный окружностью.
Если эта сфера является стационарной для одного наблюдателя, а другой наблюда-

тель смотрит на ту же сферу, двигающуюся с большой скоростью, что же он увидит? В
соответствии с тем, что я сказал ранее, для него это также будет выглядеть как объект,
ограниченный окружностью. Но это должно быть эквивалентно, в соответствии со спе-
циальной теорией относительности, тому, что видит наблюдатель, который смотрит на
быстро движущуюся сферу. Это часто вызывает недоумение. Поскольку мы знаем, что
если сфера движется очень быстро, она должна сплющиваться в соответствии с сокраще-
нием Фицджеральда-Лоренца.
Так почему же эта сфера не кажется плоской? Когда мы смотрим на точку, которая

находится на заднем плане на сфере, она выглядит для нас как удалённая. Тогда как
если мы наблюдаем точку впереди, то она кажется нам ближе. Свету требуется больше
времени, чтобы пройти расстояние от более удалённой точки на сфере, чем от точки,
расположенной на передней части сферы, поэтому этот свет достигает вас раньше. То
есть происходит расширение сферы. Понадобится некоторое объяснение, чтобы понять,
почему и как работает этот довод.
Дж. Синг, занимавшийся общей теорией относительности, высказал очень интересное

соображение о том, как это можно рассматривать с геометрической точки зрения. По-
дробно не буду на этом останавливаться. Важно, что это подтверждает тот факт, что
окружности небесной сферы отображаются в окружности. Если считать окружности бес-
конечно малыми и использовать конформное преобразование, мы должны понимать, что
это преобразование получается с помощью (а мы рассматриваем здесь сферу Римана)
комплексных билинейных преобразований, которые приводят к преобразованию Лоренца.
Отложим это в сторону. Поговорим о том, что явилось основным толчком к созданию

теории твисторов. Допустим, мы хотим получить математическое исчисление с точки зре-
ния пространства-времени, которое представляет собой трёхмерное пространство с одной
размерностью, связанной со временем.
Видите ли, это очень отличается от философии теории струн. В теории струн рассма-

триваются пространства, имеющие большое число дополнительных измерений. По разным
причинам я не очень уютно чувствую себя в таких размерностях. Одной из причин явля-
ется то, что теория твисторов была в значительной степени обусловлена необходимостью
рассматривать трёхмерное пространство в сочетании с одномерным временем. Её методы
не работают так же хорошо в других размерностях. С точки зрения физики существует
ещё одна, более очевидная, причина беспокоиться по поводу дополнительных простран-
ственных измерений — они чрезвычайно нестабильны, все эти дополнительные степени
свободы, от которых вы не можете избавиться. Трудно представить себе вразумительную
теорию, в которой существовала бы полная свобода в иных измерениях. В самом деле, это
приводит к огромной нестабильности, обусловленной всеми этими скрытыми степенями
свободы.
Я никак не мог постичь логику такой многомерности, физики большого числа измере-

ний. В любом случае, это противоречит теории твисторов, поскольку это в значительной
степени определяется теми двумя ролями, которые играет сфера Римана. Одной из них
(рис. 16) проявляется роль сферы Римана в квантовой механике: во-первых, она играет
важную роль в понимании структуры спина, в частности, она играет непосредственную
роль в объяснении полуцелого спина. Во-вторых, сфера Римана играет важную роль при
рассмотрении объектов небесной сферы. До некоторой степени эти вещи очень похожи, но
понимаются по-разному. Сфера Римана играет две важные роли: с одной стороны, теория
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Рис. 16: Две роли, которые играет сфера Римана: первая — спин в квантовой механике и про-
странственная направленность, вторая – небесная сфера и преобразование Лоренца. Фрагмент
презентации Р.Пенроуза (Фото А.Склярова).

относительности и небесная сфера; с другой стороны, квантовая механика и простран-
ственная направленность. Всё это явилось побуждающим стимулом для теории твисторов.
Кроме того, отметим безмассовые частицы, которые в каком-то смысле являются более

основополагающими, чем частицы, обладающие массой. Это хорошо перекликается с тем,
над чем работают в современной физике высоких энергий. Безмассовые частицы являются
для нас основным объектом исследования, например, частица Хиггса, которая обладает
массой, но в этом случае масса является второстепенным понятием.
Я должен также упомянуть квантовую нелокальность и магию комплексных чисел,

которая постоянно здесь присутствует, обнаруживая интересные особенности. Я уже де-
монстрировал подобную иллюстрацию небесной сферы, на которой изображены звёзды.
Практически я обо всём этом говорил уже ранее.
К сожалению, я смогу лишь коротко рассказать о том, как работать с элементами

теории твисторов. Подробно не буду об этом говорить, за исключением одной весьма при-
мечательной вещи, почву для которой я должен подготовить. Что касается геометрии,
это во многом повторяет то, о чём я говорил ранее. В этом случае мы рассматриваем
пространство-время, а точка в пространстве-времени представляет собой сферу Римана. В
этом пространстве твисторов луч света является точкой. На самом деле мы называем это
пространство проективным пространством твисторов или, точнее говоря, это частично-
проективное пространство твисторов. Пространство твисторов или проективное простран-
ство твисторов представляет собой комплексное проективное трёхмерное пространство.
Мы имеем пространство комплексной размерности, здесь шесть вещественных размер-

ностей. Мы называем его комплексным также с целью подчеркнуть важность его струк-
туры. Что представляет это пространство? Во-первых, подчёркиваю, что световой луч
является точкой. Говоря о количестве степеней свободы, которыми обладает этот световой
луч, надо отметить, что это пространство является пятимерным. Если нам надо перейти
в комплексное пространство, то мы должны иметь чётное количество размерностей. Если
мы рассмотрим момент импульса и энергию, то световые лучи становятся лишь аппрокси-
мацией, когда момент импульса стремится к нулю. Зная момент импульса этих фотонов,
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Рис. 17: 2-спинорное исчисление. Фрагмент презентации Р.Пенроуза (Фото А.Склярова)

мы обнаруживаем, что нам необходима более полная картина, изображающая шестимер-
ное пространство или пространство с комплексной размерностью 3. Анализируя это, мы
видим, что имеется 4 координаты, z0, z1, z2 и z3, а отношения, три независимых отно-
шения, дают нам комплексное проективное пространство твисторов. Не буду вдаваться в
подробности.
Удобным также является и то, что мы называем два-спинорным исчислением, рис 17.

В случае с частицами с полуцелым спином, мы рассматриваем два основных состояния
спина, и здесь приводится исчисление. Я использую заглавные буквы для обозначения
показателей степени. Заглавная буква соответствует состоянию спина и состоит из двух
компонентов. То есть, скажем, А принимает два значения: 0 и 1, которые представляют
изотропное направление и небольшой флаг. Трудно себе это представить, поскольку необ-
ходимо ещё одно измерение. На этой иллюстрации (рис. 17) я попытался представить это с
точки зрения пространства-времени, а здесь – с точки зрения пространства. Эта – сечение
светового конуса. Сам световой луч является точкой, и существует флаговая плоскость,
обозначенная направлением стрелки вот здесь. Это то, что представляют собой спиноры.
Если бы мы интересовались подробностями теории, я бы объяснил, как работает система
обозначений.
Я думаю, что я дал вам небольшое представление об этой теории, не вдаваясь в по-

дробности. И всё же надо отметить ещё некоторые моменты.
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Рис. 18: Изображение нуль-твистора Z =(ω, π).

Что же такое твистор? Твистор Z может быть представлен, как пара 2-спиноров π и ω.
Первый из них описывает 4-момент безмассовой частицы со спином (p= ππ̄, где π̄ — ком-
плексно сопряженная), второй описывает угловой момент относительно выбранного нача-
ла O (более точно 6-угловой момент M линейно выражается в терминах ωπ̄ и πω̄).
Две из них — это один двухкомпонентный спинор; две другие — другой двухкомпонент-

ный спинор. Можно посмотреть, как они функционируют с геометрической точки зрения.
Я обозначаю эти спиноры буквами ω и π. На рис. 18 дана геометрическая интерпретация
нулевого твистора Z =(ω, π).
Отмечу, что твисторы стали довольно популярным предметов в физике высоких энер-

гий в настоящее время. Правда, физики используют другую систему обозначений, предпо-
читая обозначать их λ и μ. Причина — печальная: дело в том, что в своей первой работе,
посвящённой твисторам, я использовал неправильные условные обозначения. Потом я это
поправил. Когда я говорю «неправильные», на самом деле трудно сказать, что считать
правильным, что — неправильным. Я думаю, они в определённом смысле были неверны-
ми. К сожалению, когда Эдвард Виттен (Edward Whitten) заинтересовался идеей твисто-
ров (которая стала довольно модной), он использовал условные обозначения, которыми я
пользовался в своей первоначальной работе и которые оказались не совсем верными. Но
это неважно.
Я собираюсь использовать свою систему обозначений: ω и π. Причина в том, что π —

это греческая версия английской буквы P , а — это обозначение энергии-импульса. Итак,
это энергия-импульс безмассовой частицы. А ω — это буква, часто использующаяся в мате-
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Рис. 19: Квантовая теория твисторов. Фрагмент презентации Р. Пенроуза (Фото А.Склярова).

матике для обозначения момента импульса движения. С геометрической точки зрения это
выглядит так. π — это спинор, направленный вдоль светового конуса; это двухкомпонент-
ный спинор, направленный в направлении движения фотона. ω указывает направление от
отправной точки (здесь надо знать, где она находится) до световой волны. Если известны
и ω и π, то это и составляет целостный твистор z. Итак, если ω и π — это два двухком-
понентных спинора, ω направлена вдоль светового конуса в точке O, а π — тоже вдоль
светового конуса, рис. 18, это и составляет твистор, который характеризует конкретный
световой конус.
Как уже говорилось ω и π связаны с энергией-импульсом и моментом импульса дви-

жения в обычной системе обозначений. Я не буду подробно об этом говорить. Достаточно
сказать, что если известны ω и π, то можно получить P и M , то есть энергию-импульс и
момент импульса.
Перейдём к квантовой теории твисторов, рис. 19. В обычной физике вы рассматриваете

положение в пространстве и энергию-импульс, которые представляют собой сопряжённые
переменные. В квантовой теории твисторов они не коммутируют. В теории твисторов мы
говорим, что эти величины — сопряжённые переменные, т.е. твистор и его сопряжённая
переменная.
Мы имеем Zα и Z̄α, которые являются некоммутирующими. Говоря о коммутационных

соотношениях, Zα и Z̄α коммутируют только сами с собой. Буквой S обозначена спи-



Р. Пенроуз Красота и сила комплексных чисел и их роль в развитии твисторной теории 53

ральность и приведены коммутационные соотношения для энергии-импульса и момента
импульса движения.
Всё логично и красиво. В традиционной физике получение энергии-импульса и мо-

мента импульса движения выглядит сложно. Одним из преимуществ теории твисторов
является то, что эти тензорные выражения очень простые. Здесь присутствует простое
каноническое сопряжённое выражение.
Твисторная волновая функция, рис. 20. Что такое твисторная волновая функции? Если

Zα и Z̄α являются сопряжёнными переменными, как вы запишете волновую функцию?
Если рассматривать координаты и энергию-импульс, мы берём либо представление поло-
жения в пространстве, и тогда сопряжённая переменная энергия-импульс становится диф-
ференциалом по отношению к положению, либо рассматриваем представление энергии-
импульса, тогда положение в пространстве является дифференциалом по отношению к
энергии-импульсу. Что происходит в теории твисторов? Это сопряжённые переменные, и
вы используете представление либо с Zα либо Z̄α. Возьмём, например, Zα. Это означает,
что волновая функция должна быть функцией только одной из них. Сравним с традици-
онной физикой: рассматривая энергию-импульс или положение в пространстве, мы полу-
чаем волновую функцию либо энергии-импульса, либо положения в пространстве. Если
мы рассматриваем положение в пространстве, то появляется дифференцирование по от-
ношению к энергии-импульсу, а если вы рассматриваете энергию-импульс, то появляется
дифференцирование по отношению к положению в пространстве. Мы здесь делаем нечто
похожее. Волновая функция твистора, f , должна быть функцией либо Zα либо Z̄α. Го-
воря о дифференцировании относительно Zα, f не зависит от Z̄α. Это означает, что она
голоморфна. f должна быть голоморфной комплекснозначной аналитической функцией.
Итак, f — голоморфная функция.
Говоря о собственных состояниях спиральности, необходимо отметить, что они одно-

родны. Я просто хотел показать вам суть, главную идею, как представить волновую функ-
цию. Волновая функция — это твисторная функция, характеризующаяся степенью одно-
родности. Если умножить Z на какое-нибудь число, то происходит умножение этого числа
на показатель степени этого числа. Степень однородности представлена этим показателем
степени. Если это скалярная величина, то показателем степени является −2, для Z в ска-
лярном поле у меня будет простая функция такого типа. Опять-таки я не буду говорить об
этом подробно. Подчеркну только, что в этих функциях имеют место сингулярности. А что
мы делаем с сингулярностями? Мы проводим операцию интегрирования. Таким образом,
мы имеем криволинейный интеграл. Твисторная функция находится здесь. Вы выводите
криволинейный интеграл и получаете пространственно-временную функцию. Это обыч-
ная волновая функция с точки зрения пространства-времени. А это твисторная волновая
функция с точки зрения твисторных переменных. Это голоморфная комплексная анали-
тическая функция, имеющая сингулярности.
Когда я впервые встретился с этими выражениями, должен признать, что я понятия

не имел о том, что какие-то из этих вещей рассматривались ранее Уиттекером (Edmund
T.Whittaker), Бейтманом (Paul T. Bateman), в основном, Бейтманом. Какие-то вещи бы-
ли уже известны, но не существовало общих принципов, то есть того, что появилось с
созданием теории твисторов.
Это очень красивый способ представления волновой функции. Если мы говорим о бес-

спиновой функция, то всё сводится к решению волнового уравнения, которое мы получаем
автоматически из этих криволинейных интегралов твисторной функции.
Посмотрим, как это выглядит с точки зрения геометрии. В этом случае, рис. 20 име-

ются две сингулярности. Это типичный случай. Выражения являются линейными, и гео-
метрическое представление выглядит следующим образом. Имеется нулевое твисторное
пространство. Я должен был упомянуть, что вот этот объект в центре – это то место, где
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Рис. 20: Безмассовое поле. Контурный интеграл. Фрагмент презентации Р.Пенроуза (Фото
А.Склярова).

твисторная норма обращается в ноль, и спиральность, если хотите, равна нулю. Не буду
вдаваться в детали. Следует отметить, что эти плоскости представляют собой сингулярно-
сти этих функций. Функция становится сингулярной в этой плоскости и в этой плоскости.
Затем мы получаем волновую функцию. Для этого мы берём линию (я говорил уже о
сфере Римана, обращённую в точку в моём описании твисторов). Вот эта прямая линия
соответствует точке здесь, слева. Итак, в твисторном пространстве мы имеем прямую ли-
нию, которая отображена как точка в пространстве-времени. Как получить значение поля
в точке ? — это прямая линия в пространстве твисторов. Где находится эта прямая линия?
Она соответствует точке на сфере Римана. Где находятся сингулярности? На этой плос-
кости есть две такие сингулярные точки. Криволинейный интеграл будет представлять
собой кривую или виток между этими двумя сингулярными точками. Это достаточно об-
щие соображения. У нас есть сингулярности, которые имеют вот такой вид (похожи на
горбы верблюда).

Я нахожу это весьма странным. Если вы хотите представить волновые функции, если
у вас имеются сингулярности, что это означает? Это выражение для высокоспинового
случая, не будем об этом подробно говорить.

Ясно, что комплексный анализ — вещь достаточно сложная. Что мы пытаемся сделать
— так это. . . На этой картинке представлена часть твисторного пространства, об этом я
тоже не буду подробно рассказывать. Отмечу, что это верхняя половина твисторного про-
странства, где должны находиться наши волновые функции. Что это означает? Если часто-
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Рис. 21: Пучок когомологий твистора. PT+=U1∪U2, твисторная функция f определена (голо-
морфна) на U1∩U2. Фрагмент презентации Р.Пенроуза (Фото А.Склярова).

та представляет собой положительную величину, что волновая функция должна обладать
положительной частотой или положительной энергией. Итак, говоря о положительной
энергии, мы имеем в виду верхнюю половину твисторного пространства.
Рассмотрим сингулярности. Имеются два места, характеризующиеся сингулярностью.

И в этих пределах мы должны провести интегрирование. Будет правильно рассматривать
это следующим образом. Это — наша твисторная функция с двумя максимумами сингу-
лярности. Запишем выражение для пространства в целом как множество без учёта каждо-
го из этих максимумов поочерёдно. Итак, это полное пространство. Твисторная функция
сама по себе предполагает выключение обоих максимумов. И наша функция определяется
на пересечении этих двух областей U1 и U2. Нас интересует здесь область сопряжения
этих двух элементов.
Это то, что называется когомологией пучка твисторов. Я узнал об этом, когда учился в

аспирантуре в Кембридже, но в то время я не понимал всего этого глубоко. Гораздо позже
я встретился с этими функциями и задался вопросом о странном поведении этих функций.
У меня был коллега в Кембридже Майкл Тиа, который объяснил мне явление когомологии
пучка, и как оно работает. Здесь представлены некоторые общие соображения.
Всё это проливает свет на загадки, о которых я говорил. Твисторная функция — это

на самом деле не функция в обычном смысле слова. Это гораздо более тонкое понятие,
потому что мы можем описать одну и ту же сущность, добавив сингулярности, движение
и т.д. Что мы на самом деле делаем — это то, что носит название когомологии пучка.
Здесь (рис. 21) представлено более подробное описание того, что происходит – мы

разрезаем наше пространство на две части U1 и U2, а сопряжение этих двух частей пред-
ставляет собой полное пространство. Пересечение этих двух частей и есть место, где нахо-
дится наша твисторная функция. Если бы мы рассматривали ситуацию с более широкой
точки зрения, если бы мы разделили пространство на множество частей, нам пришлось
бы выполнить много довольно сложных операций, которые показаны на этом рисунке.
Об этом я тоже не буду говорить подробно. Я хотел вам показать более наглядное пред-

ставление того, чем я занимаюсь. Что это? Что за фигура изображена на этой картинке
(рис. 22)? Здесь изображён невозможный объект. Эта фигура появилась очень-очень давно
и была навеяна работами голландского художника Маурица Эшера. Я был заинтригован
такими невозможными объектами.
Эта фигура, если мы рассматриваем её локально, вполне логична и возможна. Вы мо-

жете вырезать элемент фигуры в любом месте, и получите трёхмерный объект, имеющий
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Рис. 22: Невозможный треугольник.

a) b)

Рис. 23: Иллюстрация когомологии первого порядка. Фрагмент презентации Р.Пенроуза (Фото
А.Склярова).
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смысл. Но фигура в целом нелогична. Как описать это противоречие с математической
точки зрения? Это делает когомология. И это именно то, что мы видим в описании тви-
сторных функций. Как я уже говорил, всё это трудно себе представить. Всё это можно
рассматривать с точки зрения поведения сложных объектов, их взаимодействия, перекры-
тия одного элемента объекта другим, взаимосвязи между различными элементами и так
далее.
На самом деле мы делаем следующее. Зададимся вопросом о том, какова мера невоз-

можности этого объекта. Мы можем разделить фигуру на составляющие её элементы,
например на три элемента (рис. 23 а).
Здесь показана та же фигура, которая сделана, предположим, из трёх кусков дерева.

Это три отдельных элемента. Теперь мне надо написать инструкцию по применению: ка-
ким образом склеить этот кусок с этим (это часть моей твисторной функции), как склеить
следующий кусок вот с этим, и как склеить третий элемент с первым (рис. 23 б). Каждое
из этих описаний было бы логично с локальной точки зрения.
Но получу ли я реальный, возможный объект? Чтобы понять, возможен этот объект

или нет, вы должны будете проделать то, о чём я говорил, демонстрируя слайд, посвящён-
ный когомологии. Надо посмотреть, является ли этот элемент конструкции нулевым или
нет; если да, то всё сработает. Если нет, вы получаете меру невозможности, а это уже
элемент когомологии. Этот очень интересный способ понять суть когомологии первого
порядка (а это всё, что нам здесь необходимо для получения твисторной функции оди-
ночной частицы). Эта нелокальность не видна в каждом из этих отдельных элементов
локально. Однако если мы соединяем все элементы вместе, появляется несовместимость,
которая выражается в этом когомологическом представлении. Это очень интересное опи-
сание. Мне понадобилось много времени, чтобы осознать, что есть нечто в этом описании,
что отражает одну из наиболее озадачивающих особенностей квантовой механики Видите
ли, квантовая механика характеризуется нелокальностью. Одной из основных идей, воз-
никших при разработке теории твисторов, является нелокальность. Если вы знакомы с
нелокальностью Эйнштейна – Подольского – Розена (ЭПР), вы можете сказать, что ча-
стицы движутся в разных направлениях, в каком-то смысле, они движутся параллельно
друг другу, правда, это едва заметно: вы не можете отправить информацию от одной ча-
стицы к другой. В любом случае невозможно создать модель, в которой обе эти части
не были бы задействованы. Один фотон движется в этом направлении, другой — в этом.
В экспериментах, проводимых в настоящее время, они могут находиться на расстоянии
150 км друг от друга, и всё же они связаны друг с другом (запутаны). Они не являются
отдельными, независимыми, даже если находятся на таком расстоянии друг от друга.
Всё это гораздо сложнее и тоньше, потому что здесь я говорю только об одиночных

частицах. Твисторная волновая функция – это волновая функция одиночной частицы, в
которой играет роль когомология первого порядка.
В квантовой механике есть нелокальность, которая является более основополагающей,

но не так часто упоминаемой. Это нелокальность одиночной частицы. Вы не рассматрива-
ете здесь две частицы на расстоянии 150 км друг от друга. Важно понять, что одиночная
частица обладает нелокальностью. Это очень важно.
На рис. 24 показан источник, например, фотонов. Фотон характеризуется волновой

функцией, распространяющейся по всему этому экрану, то есть волновая функция дости-
гает изображённого здесь экрана. Предположим, по всей площади экрана установлены
детекторы. Возможно, в каком-то месте один из детекторов регистрирует обнаружение
фотона. Можно представить себе, что детектор находится здесь, т.е. фотографическая
пластинка — здесь. И детектор сообщает: «Я обнаружил фотон». Здесь интересно то, что
волновая функция всё-таки является нелокальным объектом. Её нельзя сравнить с волной,
распространяющейся в воде. Это можно сравнить с экспериментом, о котором я упоминал:
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Рис. 24: Нелокальность волновой функции одиночной частицы.

один фотон движется в одном направлении, другой — в другом. Мы не можем рассма-
тривать эти два объекта вне зависимости друг от друга. Они являются парой запутанных
фотонов. Итак, это нельзя сравнить с волной, распространяющейся в воде, в этом случае,
когда волна достигает определённой интенсивности (плотности) с вероятностью обнару-
жения вот здесь, а в случае другой волны вероятность обнаружения — вот здесь. Эти
вероятности являются независимыми. Обнаружение может иметь место и в этом месте, и
в этом. Или ни здесь, и ни здесь.

В квантовой механике происходит совсем другое. В этом случае обнаружение имеет
место либо здесь, либо здесь (возможно, во многих местах). Это очень важно.

Что это означает? Как только фотон регистрируется здесь, отправляется сообщение:
«Ты опоздал. Я тебя уже увидел. Я обнаружил фотон. Ты увидеть его не сможешь. Слиш-
ком поздно». То есть если он уже обнаружен в одном месте, то, его нельзя обнаружить в
другом.

Это невозможно рассматривать с точки зрения обычной каузальности. Поскольку ско-
рость здесь будет больше скорости света. Вот эти два события должны происходить мгно-
венно. Мы не можем послать кому-то ещё сигнал со скоростью, превышающей скорость
света: «Нет-нет. Поздно. Я засёк фотон». Это подлинно нелокальное явление, даже когда
речь идёт об одиночной частице.

В теории твисторов именно так мы описываем волновую функцию одиночной части-
цы. Это можно сравнить с невозможным треугольником на рис. 22, когда вы говорите (а
в нашем случае вы обнаруживаете фотон): «Мы потеряли информацию». В когомологии
нет больше информации, она распалась, и это было обнаружено. Нелокальность, наблю-
даемая в твисторной функции, отражает нелокальность, которую мы рассматриваем в
этом примере с одиночной частицей. Интересно посмотреть, сможет ли система, состоя-
щая из нескольких частиц, рассматриваться с точки зрения твисторной теории. У меня
есть студент, который в настоящее время это исследует.
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На самом деле, нелокальность рассматривалась многими исследователями: вспомните
теорию нелокальности Белла, результаты исследования парадокса Эйнштейна, Подоль-
ского и Розена. Нелокальность в квантовой механике обычно описывается с точки зрения
нескольких частиц — двух или больше. И это также можно понять с точки зрения когомо-
логии. Это немного не та когомология, которую мы рассматриваем в теории твисторов. Я
убеждён, что когомология в теории твисторов (когда вы рассматриваете две частицы, три
частицы, четыре частицы) — вещь более утончённая. Когомология, о которой я говорю
— это когомология первого порядка. Когда мы имеем дело с твисторной функцией оди-
ночной частицы, это явление, относящееся к когомологии первого порядка. Если имеется
две частицы, это когомология второго порядка; три — когомология третьего порядка. Это
сложнее проиллюстрировать. Я не могу вам дать столь же простой пример второй или
третьей когомологии. Тем не менее, когомология даёт возможность понять, каким обра-
зом теория твисторов связана с нелокальностью, присутствующей в квантовой механике.
Я думаю, это очень интересная тема для будущих исследований.
Большое спасибо.
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ВОПРОСЫ
Вопрос: Одной из самых больших загадок нашего мира является время, но его перво-

причина и природа — это огромная загадка для человечества. Оно просто существует.
Существует единожды. Существует ли какое-либо математическое заклинание, кото-
рое приоткрыло бы для нас эти загадки, и которое позволило бы нам повернуть время
вспять?

Р. Пенроуз: Всё, о чём я здесь говорил. . . я рассматриваю время с точки зрения специ-
альной теории относительности или общей теории относительности. Минковкий рас-
сматривал пространство-время как 4-мерную структуру. Наверно, вы имеете в виду,
что есть какие-то вещи, которые не укладываются в наше представление. Поскольку
восприятие времени не объясняется статической картинкой такого плана. Это не то,
что вы не можете. . . Предположим, когда вы изучаете физику, вы изучаете теорию от-
носительности с точки зрения времени. На самом деле это представление, основанное
на описании пространства-времени. Но если вы захотите увидеть зависимость между
течением времени, вы должны будете рассматривать сложную проблему сознательного
восприятия времени. А мы очень мало что здесь понимаем. Я убеждён, что это тесно
связано с нашим пониманием квантовой механики, сознания с точки зрения физики,
но это тема для отдельной лекции. Лично я думаю, что существует тесная связь с той
загадкой, о которой я упоминал ранее. Я имею в виду примечательное, даже стран-
ное, понимание квантовой механики, понимание в кавычках. Поскольку мы должны
иметь в виду, что мы и не ожидаем, что кто-то глубоко поймёт квантовую механику.
По-моему, для этого существует веская причина — квантовая механика является логи-
чески непоследовательной. Но с другой стороны, мы понимаем, что в мире происходит
что-то, что необходимо понять и объяснить. Я думаю, что понять это можно будет с
помощью доработанной, усовершенствованной квантовой механики с процедурами из-
мерения, которые сделали бы её более логичной. То, что мы обсуждали здесь, — это до
некоторой степени голоморфное описание. Мы находимся в этом мире, голоморфном
мире. Эта ситуация не включает в себя процедуры измерения. Для того чтобы доба-
вить этот недостающий элемент, надо освободиться от этого мира. Я думаю, что вопрос
о восприятии хода времени — весьма глубокий вопрос, нуждающийся в исследовании.
А это процесс длительный. Наверно, я не ответил на ваш вопрос, потому что требуется
много времени, чтобы это понять.

– Спасибо.

Вопрос: Я бы хотел обратиться к одной из программ радио BBC с вашим участием в 2005
году. Вы говорили о тёмной материи. В этой программе вы сказали, что для того, чтобы
понять явление времени, нам необходимо модифицировать современную квантовую
механику. А это именно то, над чем работают исследователи теории струн в настоящее
время. Насколько я понял, вы чувствуете себя «не в своей тарелке», обсуждая теорию
струн с её множеством измерений. Вы увереннее чувствуете себя в 4-х мерном мире.
Как вы думаете, этот подход, подход, который вы предлагаете, приведёт ли он к каким-
то успехам в нашем понимании? Думаю, мой вопрос, конечно, связан с предыдущим.

Р. Пенроуз: Да. Что-то я хотел сказать. . . [забыл]. Вы видели эту программу довольно
давно, я полагаю.

– В 2005 году.

Р. Пенроуз: Да. Я выступал с лекцией вчера. И я собираюсь читать ещё одну лекцию
здесь, по-моему, послезавтра. В этой лекции я буду говорить о моём нынешнем пред-
ставлении о квантовой гравитации. Понимаете, квантовая гравитация, я заявляю это,
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— это не то, что происходит в большом взрыве. Есть что-то, что можно лучше понять
с точки зрения классической физики, как ни странно. Но, конечно, и с квантовой ме-
ханикой всё это также тесно связано. Да, я должен признать, что я не вполне доволен
квантовой механикой, простите, не вполне доволен теорией струн из-за дополнитель-
ных размерностей. По причинам, о которых я говорил ранее, нам нужна физика с
тремя пространственными измерениями и одним временным измерением. Это не озна-
чает, что мы глубоко понимаем эти вещи. Но я думаю, мы из этого должны исходить.
Теория твисторов как раз об этом. Я уверен (и я думаю, ваш вопрос заключается имен-
но в этом), что меньшинство исследователей, занимающихся теориями струн, хотели
бы изменить квантовую механику. Большинство идут по проторенному пути. Мало
исследователей (я думаю, Джон Эллис – один из них) увлечены этими вопросами. Мо-
жет быть, это не совсем классическая теория струн. Честно говоря, не совсем уверен,
что такое классическая теория струн. В любом случае, обычно они не озадачиваются
квантовой механикой. Да, я думаю, что одной из особенностей исследований, связан-
ных с квантовой механикой, является то, что необходимо разобраться с квантовыми
нелокальностями. С точки зрения современной квантовой механики, нелокальность —
это не то, что их волнует. Они хотели бы уйти от реальности. Я никогда не способен
был осознать, каким образом можно понять реальную физику, уйдя от реальности.
Люди часто придерживаются этой точки зрения. Возможно, это просто удобный ин-
струмент для исследований. Если мы говорим о реальности на квантовом уровне, эта
реальность должна быть нелокальной. Тип локальности должен, по моему мнению,
описываться с помощью когомологии. Теория твисторов для этого подходит. Когда я
только задумался над этим, я начал заниматься нелокальностью, которая послужила
толчком для теории твисторов. Тогда я рассматривал нелокальные световые лучи и
нелокальные точки несколько приближённо. Здесь же представлена значительно бо-
лее сложная и тонкая схема, в которой мы рассматриваем квантовые нелокальности,
свойственные структуре голоморфной функции. Когомология первого порядка, кото-
рая проявляется в твисторных функциях и когомологии более высокого порядка – я
думаю, что нелокальности скрыты именно здесь. Какая бы теория не заменила кванто-
вую механику, она должна быть более логичной и здравой, но она непременно должна
включать нелокальности. Теория твисторов, несомненно, является, хорошей основой
для этого.

– Спасибо.

POWER AND BEAUTY OF COMPLEX NUMBERS AND ITS
ROLE IN TWISTOR THEORY DEVELOPMENT

Roger Penrose

Russian translation of public lecture of Professor Roger Penrose organized by Bauman
Moscow State Technical University and the Research Institute of Hypercomplex Systems
in Geometry and Physics. The lecture presents some aspects of complex numbers, its
physical applications and fundamentals of twistor theory.
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В СОСТОЯНИИ ЛИ МЫ УВИДЕТЬ ДРУГОЙ МИР СКВОЗЬ
БОЛЬШОЙ ВЗРЫВ?

ЭЛЕМЕНТАРНОЕ ВВЕДЕНИЕ В КОНФОРМНУЮ
ЦИКЛИЧЕСКУЮ КОСМОЛОГИЮ

Р. Пенроуз1

Публичная лекция сэра Роджера Пенроуза, прочитанная 4 апреля 2013 года в МГТУ
им. Баумана, г. Москва. Лекция представляет собой введение в идеи, развиваемой
автором, конформной циклической космологии.

Ключевые слова: конформная циклическая космология, Большой взрыв, световой
конус, темная материя, гиперболическая геометрия, термодинамика.

Первый слайд презентации Р.Пенроуза с на-
званием настоящей лекции. Дословно: «Взгляд
через Большой взрыв в другой мир». (Фото
А.Склярова).

Эта лекция будет в значительной степени перекликаться с лекцией, которую я читал в по-
литехническом музее в понедельник, но она будет немного более насыщена техническими
подробностями. Название лекции «В состоянии ли мы увидеть другой мир сквозь Боль-
шой взрыв?». Это название в какой-то степени эпатажно, но мне хотелось бы убедить вас
в том, что именно это мы и пытаемся сделать.
Прежде чем перейти собственно к теме, я попытаюсь описать историю нашей вселен-

ной, как мы видим ее в настоящее время. На моих иллюстрациях; по крайней мере, на мно-
гих из них, время показано уходящим вертикально вверх; а пространство направлено го-
ризонтально. Внизу на этой иллюстрации, рис. 1, вы видите Большой взрыв, который счи-
тается началом вселенной в традиционной космологии. С течением времени мы двигаемся
вверх и в каком-то месте делаем поперечный разрез в этом пространственно-временном

1Запись лекции сэра Роджера Пенроуза, прочитанной 4 апреля 2013 года в МГТУ им.Баумана, г.
Москва. Перевод данной лекции и ее запись осуществлена Кирсановой Г.В.
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Рис. 1: Схематическое изображение эволюции вселенной: от Большого взрыва до настоящего
времени.

отображении. Вы заметите, что на заднем плане картина несколько размыта. Это объ-
ясняется тем, что я не хочу создавать предвзятое впечатление относительно того, какую
вселенную мы здесь рассматриваем: пространственно-закрытую или открытую. Она мо-
жет быть либо закрытой, либо открытой, продолжаться, уходя в бесконечность, то есть
пространство может быть бесконечным. Вселенная может быть либо пространственно-
конечной, либо бесконечной в пространстве. Это не имеет Большого значения для того, о
чем я собираюсь говорить.

На этой иллюстрации, рис. 1, вы видите то, что обозначено словом «инфляция», но
сама инфляция не изображена. Это расширение вселенной, которое, как предполагается,
имело место очень и очень давно, в самом начале ее образования. Есть две причины,
почему я не показал ее на этой картинке. Одной из них является то, что, если бы я и
нарисовал ее здесь, она была бы настолько мала, что вы ее просто не увидели бы, так как
она находилась бы внутри этой маленькой черной точки. Есть и другая причина, я вскоре
скажу об этом подробнее, которая заключается в том, что на самом деле я в это не очень
верю.

Чтобы понять, что именно современная космология говорит об инфляции вселенной,
нам нужно мощное увеличительное стекло. Очень мощное! Я нарисовал его здесь. Что
мы можем увидеть? Это всего лишь рукоятка увеличительного стекла, край лупы. Мы
видим инфляционную стадию, которая, как полагают, имела место в глубокой древности
вселенной, возможно во временном интервале около 1032 секунд или что-то около того, на
самой ранней стадии ее зарождения.
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a)

b)

Рис. 2: Инфляционная стадия развития вселенной.



Р. Пенроуз В состоянии ли мы увидеть другой мир сквозь Большой взрыв? 65

Для того чтобы объяснить некоторые явления, которые являются загадками вселен-
ной,. . . я всегда испытывал проблемы, несколько с недоверием относился к инфляцион-
ной теории вселенной, поскольку, как мне представляется, многое из того, что эта теория
должна была объяснить, не нашло объяснения. Это одна из причин, почему я считаю эту
теорию проблематичной.
Она должна была объяснить, почему вселенная является однородной. Но это часть

гораздо более сложной и важной проблемы, которая, несомненно, теорией инфляции все-
ленной не объясняется. Позже поговорим об этом.
Тем не менее, инфляция сыграла определенную роль в некоторых экспериментальных

космологических наблюдениях. Если у нас нет инфляции вселенной, то нам нужно что-то
другое, что послужило бы объяснением явлений.
Одной из наиболее удивительных характеристик инфляции, рис. 2 а) является тот

факт, что она очень напоминает экспоненциальное расширение, которое существует во
вселенной, рис. 1. Если мы вернемся назад, в начальную точку, рис. 2 б) обратите вни-
мание, что имеется первоначальная фаза расширения, а позже происходит ускоренное
расширение. Это то, что было открыто в конце 20 века, и за это была присуждена Но-
белевская премия — не в последний, а в предпоследний раз. Несомненно, это признано
фундаментальным наблюдением, касающимся вселенной.
Так выглядит картина вселенной. Кажется, ученые, которые это впервые заметили, бы-

ли этим несколько озадачены. Однако, это представление хорошо знакомо специалистам в
области космологии, которые рассматривают его как возможный сценарий развития все-
ленной, с тех пор, как Эйнштейн ввел свою космологическую постоянную в 1917 году по
— и это общепризнанно — ошибочной причине. Экспоненциальное расширение согласует-
ся с космологической постоянной Эйнштейна, обозначаемой Λ, Большой буквой лямбда.
Введена она была, потому что Эйнштейн хотел видеть вселенную стационарной. Вскоре
после этого наблюдения убедительно показали, что вселенная не является стационарной,
она расширяется, и поэтому Эйнштейн сожалел о том, что ввел космологическую посто-
янную. Ибо если бы он этого не сделал, то он мог бы предсказать расширение вселенной.
Тем не менее, экспоненциальное расширение является следствием космологической по-

стоянной или за этим стоит нечто другое, например, то, что часто называют темной энер-
гией. Однако наблюдения действительно убедительно указывают на то, что это является
следствием космологической постоянной. Космологическая постоянная Λ должна обла-
дать небольшим положительным значением, и тогда имеет место экспоненциальное рас-
ширение, если вселенная не является закрытой и относительно небольшой. Но даже и
при закрытой вселенной мы имели бы это экспоненциальное расширение, если вселенная
является достаточно большой. Все это играет ключевую роль в том, о чем я собираюсь го-
ворить. Принимая, что имеет место экспоненциальное расширение вселенной, я принимаю
и возможность Большого взрыва. Но я не могу принять обязательного наличия инфляци-
онной стадии. Я уже отмечал, что экспоненциальное расширение и инфляционная стадия,
в каком-то смысле, очень сходные явления. Итак, мы могли бы говорить о каком-то экспо-
ненциальном расширении другого рода, о котором здесь пойдет речь, и которое сыграло
роль инфляционной фазы, но она имела место не после Большого взрыва, а перед ним.
Может возникнуть вопрос: почему до Большого взрыва, если Большой взрыв был на-

чалом, моментом возникновения вселенной? Идея о том, что инфляционная стадия опре-
деленного рода имела место до Большого взрыва, принадлежит известному итальянскому
физику Венеционо. Его модель имеет много общего с тем, о чем я собираюсь говорить.
Отличие заключается в том, что его теория основана на идеях теории струн, а я в своей
модели теорию струн не рассматриваю.
Она совсем не подходит к моей теории. Для того чтобы понять эту модель, я бы хотел

ввести два остроумных математических приема. Здесь используется некоторая матема-
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Рис. 3: Конформное преобразование расширяющейся вселенной: бесконечное расширение сингу-
лярности Большого взрыва и бесконечное сжатие будущего состояния бесконечного расширения.

Рис. 4: Картина М.К.Эшера Circle Limit может служить хорошей иллюстрацией идей гипербо-
лической геометрии.
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тика, которая удобна, но которая на данный момент не играют никакой особенной роли
в физике. Один из них заключается в том, чтобы сплющить бесконечность, так чтобы
она превратилась в конечную границу, рис. 3. Мы делаем это с помощью конформного
отображения. Чтобы продемонстрировать вам идею того, что я пытаюсь здесь сделать,
можно использовать известную картину (рис. 4) нидерландского художника М.К.Эшера
(Maurits Cornelis Escher).
Фактически это — модель гиперболической геометрии, геометрии Лобачевского. С по-

мощью этой геометрии можно представить всю плоскость, всю гиперболическую плоскость
внутри этой окружности. Это представление Бельтрами (Eugenio Beltrami), итальянского
геометра, позже вновь открытое Пуанкаре (Jules Henri Poincar?). Это изображение, так
или иначе, называют диском Пуанкаре. Бельтрами выполнил несколько хорошо извест-
ных представлений, не только это, но и несколько других. Это очень изящный способ
представления гиперболической поверхности.
Ключевым моментом, основной мыслью, которую я хочу донести, является то, что

данное представление является конформным. Это означает, что все эти размеры. . . обра-
тите внимание, что все эти элементы, эти существа, напоминающие рыбок, находящиеся
ближе к границе, должны рассматриваться как конгруэнтные или совпадающие с теми,
которые находятся в центре. Благодаря способу представления они сплющены. Поэтому
они кажутся нам меньшими по размеру. Но преобразование, которое представляет эти
фигуры на евклидовой плоскости, является конформным. То есть углы, например, угол,
который имеется на изображении, напоминающем рыбку, представлен правильно вне за-
висимости от того, насколько близко к краю находится другое такое же изображение.
Более того, изображения, напоминающие глаза этой рыбки, которые являются круглыми
по форме, остаются круглыми независимо от того, насколько близко к краю изображения
они расположены.
Это преобразование сохраняет формы, но не сохраняет размеры. Думаю, что формы

фигур, бесконечно малые формы фигур, сохраняются на конформном изображении, но
масштаб может быть иным. Это позволяет нам представить всю гиперболическую плос-
кость, уходящую в бесконечность, как конечную область с гладкой конечной границей.
Существует также трехмерная версия этого изображения, когда имеется сфера, а внутри
этой сферы находится свободное гиперболическое пространство. Такое преобразование да-
ет нам возможность в пространстве-времени сплющить бесконечность так, чтобы получить
в этом месте конечную границу.
Я также принимаю и возможность обратного преобразования Большого взрыва, рас-

тягивая его до гладкой конформной границы, рис. 3. Итак, это были два математических
приема для представления изящным, конечным образом и бесконечное будущее, и син-
гулярный, бесконечно сжатый Большой взрыв, как конечную область. Это весьма ценно,
если вы хотите проанализировать обе эти области с точки зрения математики.
Необычным в модели, которую я здесь представляю, является то, что я серьезно к это-

му отношусь и с точки зрения физики. Почему? Подробности — позже. Скажу лишь, что
идея состоит в том, чтобы рассматривать историю вселенной без инфляционной стадии,
так что один эон (я называю это эоном), один эон неопределенной продолжительности, как
в прошлом, так и в будущем, является продолжением другого эона. То есть это изобра-
жение, рис. 5, можно продлить до бесконечности в обоих направлениях. Таким образом,
существовал эон, предшествовавший нашему Большому взрыву. И будет другой эон в
будущем относительно нашего Большого взрыва. И все они компонуются гладким, кон-
формным образом. Конформная геометрия – гладкая геометрия, геометрия перехода от
одного эона к другому.
Итак, это была иллюстрация. А теперь я бы хотел обосновать правомерность такого

изображения, а также то, что послужило толчком для его появления на основе экспери-
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Рис. 5: Бесконечная последовательность эонов.
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ментальных физических наблюдений, а также показать его целесообразность для физики.
Вернемся, на минутку, к нашим двум математических приемам и более подробно рас-
скажем о них. Рассматривая эти математические приемы, надо сказать, что существует
логическое различие между их применениями.
Существует теорема Гельмута Фридриха, который показал, что по существу это рас-

ширение — явление весьма общего характера. Мы можем рассматривать модели, которые,
если хотите, являются достаточно неоднородными, но мы все же можем использовать этот
прием (я имею в виду то, что он работает в обстоятельствах общего характера).
Однако ситуация является совершенно другой с точки зрения логики при рассмотре-

нии второго приема, с помощью которого мы растягиваем Большой взрыв. Это наклады-
вает чрезвычайно сильное ограничение на природу Большого взрыва. Я пытаюсь убедить
вас в том, что нам необходимо это чрезвычайно строгое ограничение. Эта идея принад-
лежит, в основном, моему коллеге из Оксфорда Майклу Тодду, который сформулировал
ограничение, которое мы должны накладывать на Большой взрыв именно этим спосо-
бом, алгебраически. Я хочу сказать вам, объяснить вам, почему нам необходимо такое
колоссальное ограничение, накладываемое на Большой взрыв. Фактически, оно связано
с одним из основных и элементарных принципов (возможно, элементарных — слово не-
сколько неверное), с одним из основополагающих принципов физики, а именно, вторым
законом термодинамики.
Существует некая загадка, связанная со вторым законом термодинамики, о котором

мне хочется сейчас поговорить. Во-первых, какова наиболее убедительная причина, заста-
вляющая нас верить в то, что Большой взрыв вообще имел место? Я имею в виду причины,
объясняющие расширение вселенной, и если мы экстраполируем расширение вселенной в
обратном направлении, происходит сжатие на ранних стадиях развития вселенной. И урав-
нения Эйнштейна также говорят нам о том, что будет существовать сингулярное состояние
в самом начале. Это означает, что уравнения больше не работают, все становится беско-
нечным, плотности становятся бесконечными, кривизна становится бесконечной. Поэтому
именно в этом месте уравнения Эйнштейна перестанут выполняться. Это сингулярное пер-
воначальное состояние Большого взрыва. Мы располагаем некоторыми доказательствами
этого расширения вселенной. Мы могли бы предположить, что на ранних этапах разви-
тия вселенной произошло нечто другое. Но существуют некоторые прямые доказательства
существования Большого взрыва. И самым непосредственным доказательством является
микроволновое фоновое излучение, электромагнитное излучение, которое приходит к нам
со всех направлений пространства.
Существуют два важных свойства этого реликтового излучения, которые я хотел бы

здесь описать. Это фундаментальные свойства, оба играют важную роль в той загадке, о
которой я буду говорить. Одним из них является частотный спектр. Частотные характе-
ристики очень точно соответствуют кривой Планка. Это довольно старый слайд, рис. 6, и
я ожидаю более свежих результатов наблюдений. Вертикальные линии представляют со-
бой планки погрешностей, но они преувеличены на пять порядков. Даже в самом худшем
случае внизу графика, если сделать самую большую линию на пять порядков короче, то
эта точка потеряется в толщине линии типографской краски.
Таким образом, сама кривая является чрезвычайно точным преставлением кривой

Планка. Эта самая точная кривая Планка, известная в экспериментальной физике. Что
нам это дает? Кривая Планка — с нее собственно и началась квантовая механика, но со-
гласно этой теории мы рассматриваем состояние термического равновесия. Вычисления
построены, исходя из постулата, что существует тепловое равновесие. А если есть тепловое
равновесие, то мы можем видеть присутствие излучения конкретно на этой кривой. В со-
ответствии с новой формулой Макса Планка эмиссия и поглощение излучения происходят
в виде отдельных порций энергии. Это новый элемент, частота — тоже новый элемент.
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Рис. 6: Спектр реликтового излучения (по данным космического аппарата COBE). По вертикаль-
ной оси отложена интенсивность излучения в единицах Ян/стерад (1 Янский = 10−26 Дж/м2).
По горизонтальной оси — частота, деленная на скорость света. Сплошной линией показан спектр
излучения абсолютно черного тела при температуре T =2.7277 K. Вертикальные отрезки по-
казывают ошибки измерения интенсивности излучения с борта COBE, увеличенные в 400 раз.
(Источник: http://cosmo.irk.ru/part5-1.html).

Я хочу подчеркнуть, что мы рассматриваем тепловое равновесие. А тепловое равно-
весие означает максимальную энтропию. Если подумать над этим, здесь есть парадокс.
Поскольку если вернуться к ранним этапам существования вселенной, согласно второму
закону термодинамики энтропия увеличивается с течением времени, хаотичность увеличи-
вается. Но теория также говорит, что по мере возвращения назад во времени, хаотичность
должна уменьшаться, поэтому Большой взрыв должен был характеризоваться небольшой
энтропией, очень высокоорганизованным состоянием. А тепловое равновесие представля-
ет состояние с максимальной энтропией. Разве это не парадокс? Меня всегда занимал
вопрос: почему специалисты в области космологии не озадачиваются этим всерьез. Неко-
торые ученые, конкретно, выдающийся американский математик и специалист в области
космологии Толман (Richard C. Tolman), очень серьезно занимались вопросом трактов-
ки энтропии в космологии. Толман пришел к выводу, что нам необходимо нечто, модель,
которая не просто рассматривала бы вселенную как имеющую небольшие размеры — да,
в период Большого взрыва, как некоторые считают, мы должны иметь очень маленькую
вселенную, где, возможно, нет места для энтропии, что-то в этом роде. Но это неверно,
поскольку существует такое же большое число степеней свободы на ранних этапах заро-
ждения вселенной, как и на более поздних этапах. Поэтому тот факт, что вселенная была
физически мала — это вообще не аргумент.
Итак, расширение вселенной. Мы не можем, строго говоря, использовать термин «рав-

новесие», поскольку вселенная расширяется, энтропия по существу остается постоянной
по мере того, как вселенная увеличивается в масштабах. Поэтому это не является убе-
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дительным объяснением. Таким образом, необходимо искать другое объяснение того, что
представляла собой вселенная в момент Большого взрыва. Важно то, что мы здесь по
существу рассматриваем излучение. Мы рассматриваем электромагнитное излучение, а
излучение и материя являются частью этого процесса расширения вселенной, которая по
существу находилась в равновесном состоянии. То, что мы здесь не рассматриваем, это тот
факт, что существует у вселенной что-то еще, а именно гравитационные степени свободы.
Как мы это трактуем? Я должен отметить второй наиболее важный момент, связан-

ный с реликтовым излучением, к которому я хотел бы обратиться. Он состоит в том, что
это излучение является равномерно распределенным (однородным) по всему небесному
своду. Будет правильно говорить, что если земля движется, становясь немного теплее в
направлении движения и немного прохладнее в противоположном направлении, однород-
ность излучения по всему небосводу настолько велика, что отклонение составляет 1/100
тысячную часть. Таким образом, мы имеем однородность (равномерное распределение) из-
лучения. Что это означает? Это означает, что вселенная была очень однородной на ранних
стадиях. И эта однородность. . . ну, для начала давайте рассмотрим, скажем, газ в каком-то
резервуаре. Чтобы проиллюстрировать энтропию, мы можем рассматривать газ, рис. 7,
который на начальном этапе сдерживается в углу резервуара имеющимися границами.
При устранении границ газ равномерно распределяется по всему объему резервуара. Эн-
тропия возрастает. С течением времени энтропия возрастает. Это согласуется со вторым
законом термодинамики. Повторяю, имеется равномерное распределение, которое соответ-
ствует высокой энтропии. С точки зрения материи вселенной мы должны иметь что-то,
что будет характеризоваться высокой энтропией. Каким образом это согласуется со вто-
рым законом? Мы найдем ключ к объяснению, если будем говорить о гравитирующих
телах в масштабах галактик. Представим себе, что вместо резервуара мы имеем галакти-
ку, огромную галактику (ну, да это не важно), а вместо молекул газа — звезды. Поскольку
они гравитируют, притягиваются друг к другу, они будут образовывать скопления, часто
— черные дыры, в которых имеет место громадное увеличение энтропии.
Итак, рис. 7, здесь имеется повышение энтропии и увеличение неоднородности, но

ведь с увеличением энтропии однородность должна увеличиваться. Что мы здесь видим?
Мы видим высокую энтропию в случае среды, а в случае с гравитацией — очень низкую
энтропию. Это скорее загадка, чем парадокс. Это не парадокс, поскольку энтропия дей-
ствительно была очень низкой по сравнению с тем, что могло бы иметь место на ранних
стадиях. Все объясняется гравитацией и ничем больше. Надо понять, почему гравитация
отличается от того, что имело место на ранних стадиях зарождения вселенной. Часто
люди говорят: «Ну, нам нужна квантовая гравитация для того, чтобы объяснить, что
происходит в момент Большого взрыва и т.п.». Но употребление слова «квантовая» не
помогает делу. Необходимо понять, почему гравитация отличается, возможно, квантовая
гравитация отличается от других видов гравитации, квантовой теории другого вида. Это
то, во что я когда-то верил. Может быть, я и до сих пор в это верю. Но я не думаю, что
это решает проблему. Позже поговорим об этом.
А пока скажу о черных дырах. Поскольку они играют важную роль в том, о чем я со-

бираюсь говорить. Они представляют собой не просто увеличение энтропии, а абсолютно
колоссальное увеличение энтропии. Я думаю, ученые, когда они обнаружили микроволно-
вое фоновое излучений, были удивлены тем, насколько высока его энтропия. Но это ничто
по сравнению с энтропией в черных дырах. В нашей галактике есть черная дыра, которая
в 4 миллиона раз превышает массу солнца. В других галактиках есть черные дыры даже
больших размеров. Используя формулу Бекенштейна-Хокинга, описывающую энтропию
в черной дыре, мы находим, что данная энтропия предельно превосходит любую другую
энтропию во вселенной. Итак, если рассматривать черные дыры с точки зрения второго
закона термодинамики, то они являются определяющим фактором роста энтропии.
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Рис. 7: Второй закон термодинамики: энтропия (грубо говоря беспорядок) со временем возра-
стает.

Было время, когда рассматривая сингулярности, люди, подчеркивали сходство меж-
ду сингулярностью Большого взрыва и сингулярностью черной дыры. В обоих случаях
уравнения Эйнштейна не работают.
Однако существует огромное различие между этими двумя ситуациями. И это имеет

непосредственное отношение к энтропии. Мы доказывали, что Большой взрыв характе-
ризуется сингулярностью с очень низкой энтропией. Черные дыры характеризуются син-
гулярностями с чрезвычайно высокой энтропией. Сравнивая две ситуации, можем ли мы
понять это с точки зрения кривизны, которая используется в теории Эйнштейна? Мы
можем разделить тензор кривизны на две части. Одной из них является тензор Риччи,
который описывает материю, энергию-импульс, давление и так далее. Второй является
тензор кривизны Вейля, описывающий все остальное. Каждый из них имеет десять неза-
висимых компонентов. Кривизна Вейля измеряет гравитационные степени свободы, тогда
как тензор Риччи измеряет степени свободы источника. Мы находим, что кривизна Вей-
ля играет доминирующую роль. Я думаю, здесь уместно упомянуть анализ, проведенный
русскими физиками-теоретиками Лифшицем, Халатниковым и Белинским. Это очень хо-
рошее исследование, которое описывает общий случай сингулярности черной дыры. Что-то
действительно происходит в общем случае в черных дырах, и это нельзя игнорировать в
соответствии с теорией Эйнштейна. Но я хотел бы подчеркнуть, что сингулярность содер-
жит в себе ключ ко второму закону термодинамики. Итак, повторяю, существует очень
низкая энтропия в самом начале. Второй закон содержит в себе это понятие, но мы обя-
заны начать с малой энтропии, чтобы было, куда идти дальше. Энтропия увеличивается
и увеличивается, а в черной дыре она увеличивается несоизмеримо.
Это имеет отношение к таким вопросам, как инфляция вселенной, и почему вселенная

является такой однородной. Люди, которые ввели понятие инфляции вселенной, полагали,
что однородность вселенной должна объясняться чем-то вроде стадии инфляции. Но я бы
хотел попытаться убедить вас в том, что это на самом деле не работает. В любом случае,
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Рис. 8: Эволюция сжимающейся вселенной.

это не работает, не дает полного, убедительного объяснения. Возможно, это может быть
частью объяснения. Почему? Я бы хотел, чтобы вы представили себе, что вселенная в
настоящий момент сжимается, а не расширяется. Конечно, если это (рис. 1) есть решение
уравнений, то вот это (рис. 8) тоже — решение уравнений, так как ситуация одинаково
хорошо работает в обоих направлениях времени. Но здесь мы рассматриваем уравнения,
включающие в себя инфляцию вселенной. Фотонное поле симметрично во времени, как в
уравнениях Эйнштейна; и имеет место физика симметрий.
Если бы я несколько деформировал это изображение на микроскопическом уровне, а не

на макроскопическом уровне. Если вы посмотрите на энтропию внимательно, вы увидите,
что она должна увеличиваться в будущем. Вот здесь энтропия увеличивается таким вот
образом. А здесь мы видим сингулярности, неоднородности, которые приводят к обра-
зованию черных дыр. И если мы будем рассматривать коллапсирующую вселенную, то
согласно второму закону термодинамики в части, касающейся гравитации, неоднородно-
сти будут увеличиваться в будущем направлении. И будут образовываться черные дыры.
Мы можем себе представить нашу коллапсирующую внутрь вселенную, которая заканчи-
вается вот этой черной дырой, одним жутким беспорядком сингулярности в конце. То есть
мы имеем сингулярность с очень высокой энтропией в этом будущем состоянии, рис. 9.
Это значительно, намного более вероятная ситуация. Насколько она более вероятна?

Вернемся к этому позже.
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Рис. 9: Коллапсирующая вселенная, заканчивающаяся образованием черной дыры.

Продемонстрирую иллюстрацию того, что может представлять собой значительно бо-
лее вероятный сценарий начала вселенной. Есть инфляция или нет инфляции — это не-
важно для нашего обсуждения, поскольку ситуация симметрична во времени.

Итак, почему же вселенная не такая на ранних стадиях? Я должен отметить одну важ-
ную вещь, которая представляет интерес для многих. Для того чтобы эта картина предста-
вляла собой начало вселенной, здесь, если хотите, должно быть какое-то пространственно-
подобное начальное состояние.

Это свойство теории относительности, которое мы склонны принимать. Называет-
ся оно законом строгой космической цензуры. В соответствии с ним картина являет-
ся пространственно-подобной. Существует много решений, объясняющих это состояние.
Можно посмотреть, например, на размышления Лифшица, Халатникова и Белинского.
Когда мы говорим о пространственном подобии, мы имеем в виду, что это, возможно,
было мгновенным событием.
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А на изображении подобном рис. 1 ничего похоже нет, все выглядит очень правильно
в самом начале. Это событие могло быть мгновенным. И это значительно более вероятное
развитие событий при зарождении вселенной (с инфляцией или без нее – нет разницы,
поясню, нет разницы для нашей аргументации).
Это загадка. Что является началом нашей вселенной? Почему именно гравитационные

степени свободы подавлялись в самом начале, а не что-то иное? Это загадка, которую необ-
ходимо рассматривать, которую надо пытаться решить. И большинство космологических
моделей рассматривали эту проблему. Некоторые не рассматривали, Толман рассматри-
вал. Он не представлял себе, о каких огромных масштабах идет речь. Он не знал о черных
дырах. Пропорции просто устрашающе огромные.
Итак, проблема заключается в том, каким образом следует рассматривать начальное

состояние вселенной. По всей вероятности, на Большой взрыв должно быть наложено
огромное ограничивающее условие, обусловленное подавлением гравитационных степеней
свободы.
Здесь необходимо обратиться к формуле Бекенштейна-Хокинга, чтобы посмотреть, бы-

ли ли черные дыры или их противоположность — белые дыры, имели ли они место в на-
чале вселенной. И если они имели место, то значительно, значительно более вероятным
является этот сценарий. И можно было бы оценить, учитывая сколько видимой материи
наблюдается в доступной для наблюдения вселенной, насколько большой могла быть чер-
ная дыра, или насколько большой была бы белая дыра, которая могла иметь место. И
насколько вероятно увидеть именно эту вселенную. Невероятность того, что вселенная
возникла случайно, составляет что-то около 1 части на 10 в степени 10 в степени 124. Ра-
нее я полагал, что в степени 123. Но это было до того, как темная материя стала прочно
устоявшимся явлением, или если вы не верите в темную материю, то можно изменить это
на 123, а не 124 — не имеет значения. Разница с математической точки зрения очень боль-
шая, но для нашего обсуждения она не имеет ровно никакого значения. Здесь абсолютно
фантастическим образом имеется огромная степень уникальности, которая нуждается в
объяснении. Инфляционная модель вселенной этого не рассматривает.
Перед тем, как перейти к вопросу, почему не рассматривает, я бы хотел рассмотреть

вопрос о том, что именно не рассматривает. Как это выглядело? Каким образом можно
описать математически, каким могло бы быть это состояние?
Я работаю над этим много лет. Я пытался описать это с точки зрения того, что я

называю гипотезой кривизны Вейля. Я упоминал кривизну Вейля, которая описывает
гравитационные степени свободы. Но мне представляется, что если вообразить, что мы
находимся в ранней вселенной, то кривизна Вейля была бы нулевой или очень маленькой.
Оказывается, что математически это довольно странно, как-то нелепо. Почему? По очень
простой причине. Тензор кривизны Вейля нуждается в гладком пространстве, поэтому
если мы говорим, что тензор Вейля является нулевым в момент его определения, это по
меньшей мере странно. Однако мы можем сказать, что мы можем наложить какие-то
ограничения, применить определенные ограничивающие процедуры.
В любом случае существует много способов это трактовать. Не знаю даже, какой луч-

ше. Замечательно, что эта гипотеза кривизны Вейля может быть перефразирована, как это
очень точно сделал мой коллега Пол Тодд в 2003 году в гипотезе о том, что пространство-
время расширяется конформно (структура световых конусов является конформной струк-
турой, об этом немного позже) вплоть до Большого взрыва. Это именно то, что я уже вам
демонстрировал, рис. 3. Вернемся к этой иллюстрации, на которой показано, как можно
растянуть Большой взрыв.
Это та вселенная, которую мы видим. И такой вид вселенной объясняется, используя

гладкое конформное расширение до границы в прошлом. Это идея, которую высказал
Пол Тодд. И я принимаю эту идею, я думаю, что это замечательный способ формулиров-
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Рис. 10: Пара часов в качестве которых могут служить устойчивые частицы, обладающие массой.

ки гипотезы кривизны Вейля. Строго говоря, это не дает нам кривизну Вейля, которая
является нулевой. Это дает нам кривизну Вейля, которая является конечной. Существу-
ет большое ограничивающее условие, накладываемое на кривизну Вейля. Это не совсем
такая кривизна, о которой я говорил как о нулевой.
Однако если мы пойдем дальше, если вы будете развивать эту теорию, а я собира-

юсь это сделать вскоре, чтобы объяснить. . . Дело в том. . . Ведь что говорит Пол Тодд?
Пол Тодд говорит, что если растянуть Большой взрыв до правильной гладкой исходной
поверхности, есть ли это всего лишь остроумный математический прием или это нечто
другое? Придем к этому позже. Пока это только математический прием.
Вопрос заключается в том, имеет ли это значение с точки зрения физики, имеет ли

это отношение к нашей теории. То, к чему я хочу прийти — это какую геометрию следует
использовать для пространства-времени. Я уже упоминал световые конусы, как ключевую
особенность геометрии пространства-времени. Но световые конусы – это еще не все. Если
мы хотим иметь геометрию, в которой нуждается Эйнштейн для своей теории, нам нужна
4-метрика, которая часто записывается как Gig или Giν или Gij. Это тензорная величина,
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которая имеет 10 компонентов на одну точку, 10 чисел на точку. Отношения этих десяти
чисел представляют собой 9 чисел. И эти 9 чисел дают нам световой конус.
Я должен сказать, что световые конусы — это конформная геометрия с точки зрения

пространства-времени. Они определяют углы. Они не определяют масштабный коэффи-
циент, но они определяют конформную структуру. Конформная структура — это и есть
структура световых конусов. Мы хотим знать, каким образом ориентированы эти конусы.
Плюс это или минус. Конус с плюсом представляет будущее, конус с минусом — прошлое.
И мы все же говорим о причинной зависимости. Будущее и прошлое разделяются. Однако
мы не обязательно имеем масштаб.
Чтобы ввести масштабный коэффициент, нам нужны какие-то часы. Здесь у меня

(рис. 10) есть часы, которые измеряют время. Они измеряют время, и поскольку они
измеряют время, они автоматически фиксируют расстояние. Часы очень точные, мы мо-
жем использовать атомные, ядерные часы, и точность этих часов определяется в конечном
итоге этими двумя очень известными формулами: формулой Эйнштейна E=mc2 и фор-
мулой Макса Планка E=hν. Объединив их, получаем формулу, которая говорит нам о
том, что имеется частица с определенной массой, устойчивая частица. Эта частица и есть
наши часы.
Итак, мы имеем очень точные часы, которые в конечном итоге зависят от того. . . эле-

ментарные стабильные частицы автоматически представляют собой часы. Объединив фор-
мулы Эйнштейна и Макса Планка, находим, что масса такой частицы определяет частоту:

ν = m
c2

h
(1)

В этой формуле, c — скорость света, а h — постоянная Планка. Точные атомные часы,
которые у нас имеются, являются в конечном итоге результатом покоящихся масс частиц.
Итак, фактически это метрика пространства-времени. Мы знаем, что часто говоря о ме-

триках, мы имеем в виду также расстояния. Но это может компенсироваться измерениями
времени. Метры могут определяться секундами, то есть нам больше не нужны масштаб-
ные линейки, часы дадут нам масштаб. Итак, мы имеем двое часов, рис. 10, двигающихся
до одной и той же точки. Таким образом, мы имеем метрическую структуру.
Во многих областях физики нам нужна конформная геометрия. Теории Максвелла

являются конформно-инвариантными, и здесь нужны световые конусы, теория Янга-
Миллса нуждается исключительно в конформной геометрии, но здесь присутствуют также
массивные частицы, а массивные частицы как раз дают нам масштаб.
Итак, если массы нет, то мы имеем этот вид геометрии — конформную геометрию.

Если масса есть — геометрию 4-метрики, которую использовал Эйнштейн в своей теории
относительности.
Я придерживаюсь мнения, что во время Большого взрыва. . . По мере приближения к

Большому взрыву температуры намного выше, чем, скажем, температура Хиггса. Тем-
пература Хиггса, когда вселенная охлаждается до температуры, когда появляется масса
Хиггса, именно в этот момент частицы приобретают массу в прямом смысле этого слова;
до этого частицы являются фактически безмассовыми. Если частицы безмассовые, то ис-
пользуется конформная геометрия, которая как раз является в данном случае уместной.
Это то, что я пытаюсь до вас донести. Это не просто остроумный математический при-
ем. Практически с физической точки зрения мы можем увидеть, в чем заинтересована
вселенная, а она заинтересована именно в конформной геометрии.
Что я собираюсь сделать, в некотором смысле, — вещь достаточно оригинальная. Я

собираюсь заглянуть в отдаленное будущее, чтобы посмотреть, как оно будет выглядеть.
И это отдаленное будущее. . . да, мы должно еще кое-что пояснить относительно черных
дыр. Помните, я говорил об энтропии? Мы знаем, что черные дыры в соответствии с
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теорией Хокинга испускают излучение, поскольку они имеют температуру. Если вы спро-
сите, насколько эта температура высока, я скажу, что черные дыры с самой высокой
температурой являются самыми маленькими по размерам, а самая маленькая черная ды-
ра, известная нам, в несколько раз превосходит массу солнца. И температура ее очень
низкая, сравнимая, скажем, с самой низкой температурой, полученной когда бы то ни бы-
ло в лабораторных условиях на земле. Тем не менее, эта небольшая черная дыра имеет
самую высокую температуру, а в более крупных черных дырах температура еще ниже.
Мы знаем о существовании очень и очень больших черных дыр во вселенной, они имеют
чрезвычайно низкую температуру.
По мере того, как вселенная расширяется, температура становится сравнимой с тем-

пературой окружающей среды меньших по размеру черных дыр, при этом черная дыра
являет собой самое теплое место в окрестностях. Черные дыры испускают излучение, и
постепенно вся их масса испаряется, пока они не исчезают совсем, заканчивая свою жизнь
чем-то вроде хлопка, сравнительно небольшим в космологических масштабах взрывом.
Мы не знаем пока, какая физика за этим стоит. Сколько времени это займет? Для самых
крупных черных дыр, которые, как полагают, существуют во вселенной, должен пройти
период в гугол лет. Гугол — не очень научный термин, он означает число 10 в степени
100. Мы можем ждать 10 в степени 100 лет, пока черная дыра не исчезнет. В конце кон-
цов, согласно теории Хокинга, и я с ним согласен, происходит испарение черных дыр, как
показано здесь. Боюсь, что масштаб здесь не выдержан. Но черная дыра, в конце концов,
исчезает, и наступает то, что я называю очень «скучной, унылой» эпохой. Эпоха и при на-
личии черных дыр была скучной, но когда они исчезают, наступает еще более монотонная,
унылая эпоха.
Когда-то я этим интересовался, размышляя над тем, насколько неинтересна, скучна

эта эпоха; потом я подумал о том, а останется ли во вселенной кто-то или что-то, кого будет
донимать эта скука. И мне пришло в голову, что, в основном могут заскучать фотоны. Но
фотоны не испытывают связи со временем. Поэтому вряд ли они будут испытывать скуку.
Фотоны двигаются вдоль световых конусов, и они даже с первым импульсом сигнала

времени не сталкиваются. Итак, фотону все равно, скучна или нескучна вселенная; он
летит вдоль границы вселенной и ничего не замечает. Этот аргумент, конечно, нельзя на-
звать научным. Но мне кажется — я уже высказывал идею о хитроумных математических
приемах — будущее будет представлено конечной границей, что соответствует безмассо-
вому содержимому вселенной.
Отдаленное будущее вселенной — безмассовое. Нас это, несомненно, должно интересо-

вать. Черные дыры исчезнут. Однако останутся частицы, в основном, фотоны. Если гово-
рить о количестве частиц, фотонов будет гораздо больше. С другой стороны, логически
рассуждая, вы могли бы озадачиться вопросом о каком-нибудь случайном электроне и так
далее. Фотоны могут исчезнуть, вместо них могут появиться другие частицы. Электронам
и позитронам некуда будет распространяться, если они сохранят заряд. Вы знаете, что не
существует заряженных безмассовых частиц. Тем не менее, по моему мнению, в ранней
вселенной механизм Хиггса вступает в силу только на более позднем этапе.
Я выдвигаю гипотезу — и это нетрадиционный взгляд, хотя и не лишенный смысла —

что масса в очень отдаленном будущем будет вырождаться, следуя определенному обрат-
ному процессу Хиггса. Это, конечно, нестандартный взгляд, но данные наблюдений этому
не противоречат. Вероятно, пройдет очень и очень большой период времени, прежде чем
это произойдет. Существуют некоторые теоретические данные, подтверждающие, что мо-
жет иметь место нечто подобное. Если рассматривать космологическую постоянную, и то,
каким образом рассматриваются частицы в физике элементарных частиц с точки зрения
представлений с помощью группы Пуанкаре, мы видим, что покоящаяся масса предста-
вляет собой оператор Казимира, и поэтому для стабильной частицы он определенно дол-
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жен быть величиной постоянной. Но если учитывать космологическую постоянную, мы,
в основном, будем рассматривать группу Де Ситтера, играющую роль группы Пуанкаре,
и покоящаяся масса больше не будет оператором Казимира. Поэтому нет реальных при-
чин полагать, что он должен быть постоянным для стабильной частицы. Это не очень
сильный аргумент. Но мне представляется возможным, что масса будет распадаться. И я
собираюсь допустить здесь, что имеет место именно это.
Вместе с тем, необходимо использовать аргументы Гельмута Фридриха, мы должны со-

гласиться, что имеет место гладкое будущее, на которое нет необходимости накладывать
строгие ограничения. Это характеризует стадию перехода к Большому взрыву последую-
щего эона.
На рис. 5 мы видим, как один эон переходит в другой, и за этим стоит конформная

геометрия. Существуют также уравнения, которые я должен — не знаю, есть ли у ме-
ня достаточно времени для описания этого — но я должен коротко отметить некоторые
моменты, связанные с этими уравнениями. Видите ли, нам действительно необходимы
математические уравнения для описания условий перехода одного эона в другой.
Необходимо отметить, что для того, чтобы картина была последовательной, мы не

только должны согласиться с наличием кривизны Вейля, но также и с тем, что кривизна
Вейля должна быть нулевой. Причиной этого является то, что в отдаленном будущем
кривизна Вейля в обязательном порядке является нулевой. Существуют уравнения, позже
поговорим о них. Это означает, что для того, чтобы присутствовала гладкая конформная
геометрия, она должна быть нулевой в следующем эоне. Это дает нам очень сильную
версию гипотезы кривизны Вейля, думаю, даже более сильную, чем гипотеза Пола Тодда.
Наконец, я должен отметить еще два важных момента. Одним из них является вопрос,

связанный со вторым законом термодинамики. В самом начале нашего обсуждения вы
могли задаться вопросом, каким образом в условиях второго закона термодинамики, ко-
гда мы имеем дело с постоянно возрастающей энтропией, существует приведенная здесь
циклическая модель. Ответом на это является (мне понадобилось много времени, чтобы
понять, как это объяснить), мне кажется, ответом должно быть следующее. Когда черные
дыры исчезают, согласно первоначальной теории Стивена Хокинга, происходит потеря
информации, с технической точки зрения, имеет место потеря степеней свободы в чер-
ных дырах, и она исчезает. Потеря степеней свободы — вещь странная с точки зрения
общепринятой физики. Однако это означает — позвольте мне показать вам вот эту иллю-
страцию (рис. 11) — я хотел изобразить фазовое пространство. В традиционной физике
ничего подобного нет. У нас есть фазовое пространство, и эволюция вселенной описывает-
ся кривизной в фазовом пространстве. Но если вследствие динамики мы теряем степени
свободы, это означает, что мы расплющиваем пространство, а это значит, что нам необ-
ходимо построить проекцию этих линий вниз на меньшее пространство, рис. 11. Ничего
такого в традиционной физике не происходит, когда степени свободы не теряются. Но если
имеет место потеря степеней свободы — а это то, что утверждал «молодой» Хокинг, и я
с ним согласен, — то картина будет скорее похожа на ту, которую я вам продемонстри-
ровал на рис. 11. Что это означает? Это означает, что по мере испарения черных дыр,
энтропия должна восстанавливаться до исходного положения; нет, я не хочу сказать, что
нарушается второй закон термодинамики, он не нарушается.
Дело в том, что определение энтропии изменяет его, поскольку определение энтропии

(а я использую определение энтропии Больцмана), согласно которому фазовое простран-
ство, рис. 12, является крупнозернистой структурой, и мы рассматриваем объем фазового
пространства, энтропия определяется как этот логарифм, рис. 12, и этот логарифм делает
эту энтропию реальной — и это важный момент. Это значит, что когда степени свободы
теряются, мы должны вычесть большую величину постоянной из энтропии. Это не нару-
шение второго закона. Это просто меняет нашу точку зрения на то, какие степени свободы
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Рис. 11: Потеря степеней свободы в черных дырах.

Рис. 12: Определение энтропии через объем фазового пространства. Необходимо отметить, что
log (VW )= log V + logW , следовательно, для независимых систем энтропия обладает свойством
аддитивности.
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имеют значение для определения энтропии. Вся процедура здесь соответствует второму
закону. И все же нам приходится перенормировывать понятие энтропии всякий раз, когда
исчезает черная дыра.
Итак, это не дает нам противоречивой картины. Она последовательна и в деталях, и

в последующих вычислениях и так далее. Важно, что мы находим, что энтропия посто-
янно увеличивается. Фактически, исчезновение черных дыр, согласно теории Хокинга об
испарении, обусловлено вторым законом. Это не просто не противоречит второму закону,
это полностью обусловлено вторым законом. Таким образом, второй закон является осно-
вополагающим во всех этих процессах. Исчезновение фазового пространства происходит
в разные эпохи, не на границе раздела эонов, а (в каком-то смысле) раньше наступления
эона. На самой границе раздела нет вообще никакого изменения энтропии.
Итак, это был первый важный момент. Что касается второго момента он связан с

данными наблюдений.
В заключении я бы хотел очень коротко рассказать об экспериментальных данных.

Это новая, поразительная информация. Я думаю, что мы могли бы здесь рассматривать
следующий бурный процесс, который имеет место в эоне, имевшем место до нашего эона.
Если время жизни эона рассматривать с точки зрения световых часов, происходят опреде-
ленные процессы, и наиболее бурным из них будет столкновение сверхмассивных черных
дыр. Наша галактика, как я упоминал ранее, имеет черную дыру, масса которой равна 4
миллионам масс солнца.
В галактике Андромеды есть черная дыра, которая даже больше, чем в нашей все-

ленной. Мы находимся на пути Андромеды, и через не знаю, сколько миллиардов лет мы
столкнемся с Андромедой, и, возможно, наши черные дыры. . . возможно, это столкнове-
ние не будет фронтальным столкновением, но галактики могут закручиваться в спирали
и так далее. Но когда они поглотят друг друга, будет иметь место колоссальное испуска-
ние энергии в форме гравитационных волн. Лишь несколько процентов от общей массы
этих черных дыр будут в этом участвовать, но это будет нечто колоссальное, громадное, в
масштабах. . . с точки зрения масштабов, о которых я говорю, процесс будет практически
мгновенным. Итак, будет иметь место внезапный выброс энергии в виде гравитационных
волн.
Это эон, предшествовавший нашему, рис. 13. Это наш эон. Вот здесь — мы. Если мы бу-

дем рассматривать реликтовое излучение, которое регистрируется над этой поверхностью
границы раздела, если черные дыры внутри какого-либо галактического кластера погло-
тят друг друга, будет иметь место испускание энергии в форме гравитационных волн.
Очень бурный, мгновенный выброс огромной энергии. По мере того, как мы приближа-
емся к этой поверхности раздела, а это поверхность раздела, она (согласно этой теории)
будет преобразовываться в движение в первоначальной темной материи, которую мы мог-
ли бы увидеть, поскольку, когда имеется масса, имеется эффективная вязкость, и импульс
будет замедляться до относительно небольших движений в темной материи. Но это будет
проявляться в микроволновом фоновом излучении.
Посмотрим на эту картинку, рис. 14, на которой наша вселенная сравнивается с пру-

дом: прошел дождь, и каждая капелька дождя образовала рябь на поверхности. Это хоро-
шая аналогия с тем, что происходит. Предположим, дождь прекратился через некоторое
время, вы смотрите на поверхность пруда и видите рябь. И если провести тщательный
статистический анализ, мы сможем найти, что каждая отдельная капля дождя вызыва-
ет собственные круги на воде. В нашем случае мы имеем нечто подобное. Это по сути
отдельные капли дождя, а это те круги, которые они образуют, рис. 14.
Есть ли у нас какие-либо доказательства существования таких кругов? Я показывал

эти данные некоторым людям в Принстоне, они на это посмотрели, но их интерес не принес
никаких новых идей. Тем не менее, спустя несколько лет Вахе Гурзадян, я с ним связался,
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Рис. 13: Поверхность раздела между двумя эонами.

Рис. 14: Круги в космическом микроволновом излучении, дисперсия в которых ниже обычного
значения.
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Рис. 15: Скручивание небесной сферы. Фрагмент презентации Р.Пенроуза (Фото А.Склярова).

так вот у него другой взгляд на поиск таких кругов.
Его идея состояла в том, чтобы искать круги, вокруг которых дисперсия ниже

обычного значения. На этом изображении показано большое количество концентрических
кругов, некоторые из которых являются теплыми, другие — холодными. Теплые круги со-
ответствуют более удаленным источникам, поскольку темная материя двигается в напра-
влении к нам. И соответственно рябь, круги, которые приходят от близко расположенных,
относительно близко расположенных, источников, будут немного более холодными, пото-
му что они удаляются от нас. Таким образом, для любого случайного круга на небосводе
будут существовать круги обоих типов. Некоторые будут теплее, некоторые – холоднее.
Отсюда — дисперсия. Если вам удается, скажем, найти такой круг, то будет существовать
дополнительный вклад от самого этого круга, и будет учитываться влияние нелинейных
эффектов движения текучей среды.
Это идея, которую Вахе Гурзадян высказал. Он начал искать, исследовать эти явле-

ния, делал он это довольно приблизительно. Некоторые говорят: «Вы не учли здесь мно-
гих вещей, спектр излучения и так далее». Но в последней статье, мы написали статью,
посвященную этому вопросу, которая всего несколько недель назад была опубликована
в «Европейском физическом журнале плюс», да, это было несколько недель назад. И
ключевым аргументом, который мы высказали в этой статье, мы пытались показать, что
обнаруженные нами кольца представляют собой явления закономерные, а не нечто слу-
чайное.
Если вы скрутите вот таким образом реальную небесную сферу — это показано на

рис. 15, для такого скручивания существуют формулы (рис. 15), скручиваем сферу —
то при этом круги изменятся на эллипсы. Если вы будете искать окружности на скручен-
ном небосводе, это будет полностью соответствовать поиску эллиптических фигур, то есть
поиск окружностей на скрученном небосводе будет эквивалентен поиску эллипсов на ре-
альном небосводе. Вот это мы делаем, меняя степень скрученности: на каких-то участках
скручивания нет, на каких-то — имеет место слабое скручивание. Степень скрученности
обозначена буквой S. Когда S=± 2, эллиптичность составляет порядка 1-2%. Затем мы
записываем S=± 80, в этом случае эллиптичность равна от 2 до 1. Большая полуось где-то
в два раза больше малой полуоси.
Я должен сделать пояснение. Мы ищем не просто отдельные круги, но рассматриваем

целые кластеры галактик, которые время от времени сталкиваются друг с другом. Время
от времени их черные дыры будут поглощать черные дыры других галактик. Они будут
выглядеть как концентрические круги, вследствие чего галактические кластеры будут



84 Гиперкомплексные числа в геометрии и физике, 1 (19), том 10, 2013

Рис. 16: Результаты анализа космического микроволнового излучения.

сходиться в одной точке на небосводе, и круги будут концентрироваться вокруг этой точки.
На рис.16 представлен анализ космического микроволнового излучения. На двух верх-

них изображениях мы видим тройки, по крайней мере три такие точки, характеризующи-
еся низкой дисперсией, и находим 352 центра. Вы видите на этом рисунке слева вверху
перенасыщенное пространство. Сначала я был озадачен этим фактом. Непосредственная
интерпретация заключается в том, что вселенная в предыдущем эоне была достаточно не-
однородной. И это, возможно, не так уж удивительно, ведь мы знаем о сгустках квазаров
в нашем собственном эоне, что далеко от однородности. Возможно, это еще одно под-
тверждение того, что вселенная не является такой однородной, какой мы представляли ее
ранее.
Изображения ниже, рис. 16, соответствуют все большей и большей степени скрученно-

сти S. В первом случае (S=± 2) число центров падает более чем в три раза. И это такое
скручивание, для которого соотношение большой полуоси к малой составляет только 1-2%.
А на самой нижней иллюстрации вы видите эллипс... Эти фигуры совсем не выглядят эл-
липтическими, они выглядят как круги, но они действительно являются эллипсами. На
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нижней картинке степень эллиптичности составляет 2-1%, цифры падают значительно по
сравнению с ожидаемыми для совершенно случайного небосвода.
Возьмем произвольный небосвод со спектральной плотностью 15 или 11, ну, может

быть, 15 для совершенно произвольно выбранного небосвода. И находим по крайней мере
3 круга. Исследуя далее центры по крайней мере 4 кругов мы нашли количество центров —
56. Когда мы скручиваем сферу, мы имеем эллиптичность, равную только 1-2%. Число цен-
тров значительно уменьшается, а именно в 4 раза для степени скрученности 10. Не очень
эллиптическая форма. Наблюдается очень значительное уменьшение количества центров.
При степени скрученности, равной 50, наблюдаются лишь какие-то случайные точки слева
и справа. Практически все полностью теряется. Скручивание в середине не учитывается
вследствие засоренности плоскости галактики. В любом случае, эллиптичность равна 2-3;
и небесная сфера произвольна. Что бы это не означало, это не объясняется традиционной
теорией.
По какой-то причине существуют некие наборы концентрических кругов, которые ха-

рактеризуются низкой дисперсией.
Теория, о которой я здесь рассказываю, предсказывает это. Идея родилась до того,

как были проведены эти наблюдения. Конечно, я предполагал увидеть здесь круги, но я
не был уверен, что это будут концентрические круги. Вахе Гурзадян отмечал очень низ-
кую дисперсию. Этим также занимались, независимо от нас, некоторые ученые в Варшаве,
несколько польских физиков, но они использовали совершенно другой подход, другой ана-
лиз. По их данным, отдельные круги такого типа — забыл, каким английским словом это
называется — совпадение составляет практически 99,7%. Они проводили свои исследова-
ния совершенно независимо от нас. Это не было моделированием, это было наблюдение,
наблюдение совершенно реального небесного пространства. Ими получены данные, свиде-
тельствующие о существовании таких концентрических кругов неэллиптической формы.
Если для объяснения этого использовать традиционную теорию инфляции вселенной,

необходимо объяснить расширение пространства, трудно представить объяснение этого
неизотропного распределения. Теория инфляции объясняет это квантовыми флуктуаци-
ями в ранней вселенной, и эти квантовые флуктуации затем увеличиваются вследствие
инфляционных процессов, но они должны быть произвольными. Но почему же в таком
случае мы видим такую концентрацию в одном месте и полное отсутствие в другом?
Говоря об этом, я считаю, что информация об эоне, имевшем место до Большого взры-

ва, это не просто какая-то математическая теория, которая с одинаковым успехом может
быть обоснованной или необоснованной. Мы действительно видим некоторые доказатель-
ства некоторых явлений, которые были предсказаны данной теорией. Возможно, существу-
ет и другое объяснение, основанное на более традиционных представлениях, но я пока не
встречался с такими объяснениями этих эффектов. Большое спасибо.

SEEING THROUGH BIG BANG INTO ANOTHER WORLD.
CONFORMAL CYCLIC COSMOLOGY. BASIC INTRODUCTION

Roger Penrose

Russian translation of public lecture of Professor Roger Penrose organized by Bauman
Moscow State Technical University and the Research Institute of Hypercomplex Systems
in Geometry and Physics. The lecture presents basic introduction to Conformal Cyclic
Cosmology.

Key Words: Conformal Cyclic Cosmology, Big Bang, light cone, dark matter, hyperbolic
geometry, thermodynamics.
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Статья представляет собой расширенную версию доклада, представленного на
семинаре, проходившем 04.04.2013 в РУДН (Москва) с участием Р.Пенроуза. Рас-
сматриваются аналоги известных конструкций комплексных алгебры и анализа
на алгебре двойных чисел (полярная и экспоненциальная форма представления
двойного числа, элементарные функции двойной переменной, дробно-линейные пре-
образования двойной плоскости и гиперболические спиноры, голоморфные функции
двойной переменной и их свойства, голоморфные продолжения). Вторая часть статьи
содержит некоторые физические приложения алгебры двойных чисел (СТО и ее
конформное обобщение, «Теория Всего» Гиперлэнда, экстравариационный принцип).
Теорию Гиперлэнда можно рассматривать как низкоразмерную версию будущей
«Теории Всего», основанной на алгебре поличисел Pn.

Ключевые слова: двойные числа, h-голоморфные функции, гиперболические усло-
вия Коши-Римана, гиперболические спиноры, конформная теория относительности,
конформная деформация пространства-времени, Гиперлэнд, неголоморфность, экс-
травариационный принцип.

1 Введение

Принцип алгебраизации является ключевым инструментом для унифицированного описа-
ния пространственно-временных отношений, материи и физических взаимодействий. Он
вошел физику в первой половине XX века в период разработки основ и приложений кван-
товой теории, несколько уступая во времени принципу геометризации, лежащему в основе
ОТО. Оба принципа сегодня тесно переплетаются и взаимно дополняют друг друга и, в
действительности, (например, в теории суперструн) они работают совместно. Это плодо-
творное единство алгебры и геометрии наводит на мысль о существовании единой алгебро-
геометрической основы физической реальности, которая раскрывается с различных сто-
рон в зависимости от выбора точки зрения на реальность и средства ее описания [1–7].
Как принцип геометризации, так и принцип алгебраизации возвращают нас к иде-

ям древних греков о первичности простых математических конструкций: в первом случае
речь идет о теории платоновых атомов — правильных геометрических фигур, во втором —
об пифагоровом учении о числах, как основе природы [8]. Алгебра, по сути, и представля-
ет собой глубокое обобщение числовых отношений и операций над числами. На сегодняш-
ний день нам известны все числовые системы, допускающие стандартные арифметические
операции: сумму, разность, умножение и деление с привычными свойствами ассоциатив-
ности, коммутативности и дистрибутивности. Эти системы получили название числовых
полей. Все числовые поля изоморфны одному из следующих полей: полю рациональных
чисел Q, полю вещественных чисел R или полю комплексных чисел C [9]. Классический
анализ, лежащий в основе гладких структур, на которых в основном и строится совре-
менная фундаментальная физика, опирается на свойства поля вещественных чисел или
его многомерного расширения Rn. Интересные попытки аксиоматизации квантовой тео-
рии опираются на т.н. p-адический анализ, который строится на p-адическом расширении
поля рациональных чисел [10]. Поле комплексных чисел лежит в основе общепринятой ак-
сиоматики квантовой теории и ее многочисленных приложений [5]. Кроме того, множество
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задач классической физики (электро- и магнитостатики, гидродинамики и теории упру-
гости) эффективно решается с помощью методов комплексного анализа [11]. Последнее
обстоятельство обусловлено наличием замечательных дифференциально-аналитических
свойств комплексно-дифференцируемых функций, выражающихся т. н. условиями Коши-
Римана. Эти последние принимают вид физических уравнений (условий потенциальности
и соленоидальности соответствующих физических полей) и обеспечивают эффективный
алгоритм отыскания решений задач двумерной математической физики.
Общая теорема алгебры, перечисляющая все числовые поля, закрывает вопрос о

коммутативно-ассоциативных числовых полях размерности выше двух. Но так ли су-
щественны все свойства числовых полей для физических приложений? И не могут ли
некоторые свойства более общих алгебр отражать важные физические характеристики
пространства, времени и физических систем, наблюдаемых в реальности?
Пусть A2 — произвольная 2-мерная коммутативно-ассоциативная алгебра с единицей

над R:
A2 3 A = a+ Ib, a, b ∈ R,

с образующими {1, I} (I — мнимая единица). Алгебра A2 однозначно определяется парой
вещественных чисел p и q, задающих разложение I2:

I2 = p+ Iq ⇒ (I − q/2)2 = p+ q2/4. (1)

На самом деле [12], с точностью до изоморфизма тип A2 определяется знаком выражения
p+ q2/4: 





sign(p+ q2/4) = −1, → A2 ∼ C;

sign(p+ q2/4) = +1, → A2 ∼ H;

sign(p+ q2/4) = 0, → A2 ∼ Ω.

(2)

Первая строчка в (2) соответствует хорошо известной алгебре (числовом поле) комплекс-
ных чисел C, о которой шла речь выше. С помощью вещественного линейного преобра-
зования базиса A2 в этом случае можно преобразовать I→ i с i2=− 1. Вторая строчка
в (2) соответствует алгебре двойных чисел H, которые будут составлять основной пред-
мет исследования настоящей статьи. В этой алгебре заменой базиса можно преобразовать
I→ j, где j — гиперболическая мнимая единица, удовлетворяющая условию j2=1. Нако-
нец, третья строчка в (2) соответствует так называемой алгебре дуальных чисел, в которой
вещественной заменой базиса можно преобразовать I→ω, где ω2=0. В целом ситуация с
2-мерными ассоциативно-коммутативными алгебрами иллюстрируется на рис. 1

C I2 = −1

p = −q2/4 Ω (I2 = 0)

H I2 = +1

p

q

HYPERLAND: TERRA INCOGNITA

Рис. 1: Параметризация 2-мерных ассоциативно-коммутативных алгебр.
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Двойные и дуальные числа известны математикам давно1 [12–16] (и литература в по-
следней ссылке). Среди геометрических приложений алгебры двойных чисел отметим
наиболее важную и очевидную для физики связь алгебры двойных чисел с геометри-
ей 2-мерного пространства-времени Минковского (раздел 12). Цель настоящей статьи —
развить эту связь до физических теорий более общего типа, в которых нетривиальные
свойства пространства-времени и материи описываются с единых алгебро-аналитических
позиций.

Изложение материала статьи подчинено следующему плану.

В разделе 2 приводятся краткая сводка сведений и фактов из алгебры и анализа ком-
плексных чисел, аналоги которых мы будем исследовать в алгебре H и использовать далее
в ее приложениях. Основные определения и свойства алгебры двойных чисел приводятся
в разделе 3. Раздел 4 посвящен определениям и свойствам элементарных функций двой-
ной переменной. Алгебра двойных чисел в изотропном базисе и вопросы аналитического
продолжения излагаются в разделе 5. Важный для приложений вопрос о компактифи-
кации плоскости двойной переменной рассмотрен в разделе 6. Раздел 7 посвящен свой-
ствам дробно-линейных преобразований над алгеброй двойных чисел, модели геометрии
Лобачевского на двойных числах и свойствам гиперболической функции Жуковского. В
разделе 8 развивается гиперболическая версия спиноров и обсуждается их генетическая
связь с пространством M2,2. Класс голоморфных функций двойной переменной вводит-
ся в разделе 9. В нем же обсуждаются их характерные свойства. Раздел 10 посвящен
различным формулировкам гиперболических версий интегральных теоремы и формулы
Коши. В разделе 11 рассматриваются гиперболические аналоги полей элементарных ис-
точников. Изложение 2-мерной СТО на языке алгебры двойных чисел представлено в
разделе 12. h-голоморфное обобщение СТО (Конформная Теория Относительности) из-
лагается в разделе 13. Раздел 14 посвящен формулировке единой h-голоморфной теории
пространства-времени-материи («Теория Всего» в Гиперланде). Комплекс идей, связан-
ный с возможностью теоретического вычисления фундаментальных констант и лагран-
жианов (экстравариационный принцип), изложен в разделе 14.5. На основе этих идей в
разделе 14.7 приведен полный расчет свойств статической двумерной вселенной Гиперлэн-
да. Раздел 15 посвящен краткому освещению перспективы обобщений излагаемого подхода
на многомерные алгебры поличисел Pn, непосредственно обобщающие алгебру H на выс-
шие измерения. В Заключение собраны некоторые общие замечания и комментарии.

Статья представляет собой расширенную версию доклада, представленного на семи-
наре, проходившем 04.04.2013 в РУДН (Москва) с участием Р.Пенроуза2. Существенную
часть доклада и статьи представляют результаты опубликованных статей [17–20].

2 Алгебра C и некоторые ее приложения

В этом разделе мы сделаем краткий обзор (весьма фрагментарный) понятий и методов,
связанных с алгеброй комплексных чисел. В дальнейшем, при обсуждении свойств ал-
гебры двойных чисел, мы будем обращать внимание на аналогичные понятия и методы,
связанные с этой алгеброй.

1Двойные числа начал изучать У.Клиффорд во второй половине XIX века, а дуальные – Штуди при-
мерно в то же время.

2Ссылки на видео: http://www.youtube.com/watch?NR=1&v=NY7L7MRKlXo&feature=endscreen и
http://www.youtube.com/watch?vЪgj1R_rX8Q
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2.1 Алгебра C

Алгебру комплексных чисел можно рассматривать как 2-мерную ассоциативно-
коммутативную алгебру над R:

C = {z = x+ iy | i2 = −1, x, y ∈ R}. (3)

Фундаментальное свойство алгебры C выражается следующим утверждением: C является
алгебраически-замкнутым числовым полем. Другими словами в алгебре C определено
деление на ненулевые элементы и любое алгебраическое уравнение вида Pn(z)= 0 (Pn —
полином n-ого порядка с комплексными коэффициентами) всегда имеет корни (точнее,
ровно n корней, если учитывать их кратность (основная теорема алгебры)).

2.2 Геометрия C

Комплексное число z= x+ iy можно интерпретировать как точку или радиус-вектор на
R2 с координатами x=Rez и y= Imz. При этом сумма и разность комплексных чисел на
R2 геометрически изображается известным правилом параллелограмма для векторов. Для
геометрической интерпретации произведения комплексных чисел удобно ввести полярную
(или тригонометрическую) форму представления комплексного числа:

z = x+ iy = ρ(cosϕ+ i sinϕ), (4)

где ρ≡
√
x2+ y2≡ |z| — модуль комплексного числа z, ϕ= arg z — его аргумент,

определенный с точностью до 2πk, k ∈ Z. Нетрудно проверить, что |z1z2|= |z1||z2|,
arg z1z2= arg z1+ arg z2mod 2π.
Комплексной версией отражений относительно прямой является инволютивная опера-

ция комплексного сопряжения: z= x+ iy 7→ z̄= x− iy. Геометрически эта операция опи-
сывает отражение комплексной плоскости относительно оси Imz=0. Пару {z, z̄} можно
рассматривать как независимые комплексные координаты на плоскости, которые связаны
с декартовыми координатами посредством очевидных формул

x =
z + z̄

2
; y =

z − z̄
2i

. (5)

Геометрические свойства комплексной плоскости можно вывести из рассмотрения следу-
ющей эрмитовой формы:

β = dz1 ⊗ dz̄2 = η − iω. (6)

Ее вещественная часть
η ≡ Reβ = dx1 ⊗ dx2 + dy1 ⊗ dy2 (7)

определяет евклидову метрику, а мнимая часть

ω = −Imβ = dx1 ⊗ dy2 − dy1 ⊗ dx2 (8)

— 2-мерную симплектическую метрику. Комплексные числа представляют собой удиви-
тельно простой, компактный и содержательный язык для исследования различных геоме-
трических фактов, связанных с этими метриками [13].

2.3 Дробно-линейные преобразования

Одним из эффективных инструментов для решения задач евклидовой геометрии и для
построения моделей неевклидовых геометрий является семейство дробно-линейных пре-
образований PL(2,C):

z 7→ z′ = D(z) =
az + b

cz + d
, D ∈ PL(2,C), a, b, c, d ∈ C. (9)
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Если исключить вырожденные (постоянные) дробно-линейные преобразования, то семей-
ство PL(2,C) становится группой по композиции, изоморфной группе матриц SL(2,C):

M(D) =

(
a b
c d

)

, M(D1) ∙M(D
−1
2 ) =M(D1 ◦D

−1
2 ). (10)

Фундаментальным инвариантом группы PL(2,C) является двойное отношение 4-х точек:

{z1, z2; z3, z4} ≡
z1 − z3
z1 − z4

∙
z2 − z4
z2 − z3

. (11)

Следующие утверждения образуют основу для приложений группы PL(2,C) к задачам
евклидовой геометрии плоскости:

1. Двойное отношение вещественно тогда и только тогда, когда четыре точки z1, z2, z3, z4
лежат на одной окружности3.

2. Группа PL(2,C) действует транзитивно на семействе окружностей.

3. Для всякой окружности C ∈R2 группа PL(2,C) сохраняет отношение сопряженности
точек относительно C:

z1
C
∼ z2 ⇔ D(z1)

D(C)
∼ D(z2). (12)

Напомним, что пара точек A,B на плоскости называется сопряженной, относительно не-
которой окружности, если эти точки лежат на одном луче, проведенном из центра O этой
окружности, и расстояния OA и OB удовлетворяют равенству OA ∙OB=R2, где R —
радиус окружности.

2.4 Стереографическая проекция

Своеобразным «мостиком», между R2 и R3 является взаимно-однозначное соответствие
между точками сферы и точками расширенной комплексной плоскости C̄=C+ {∞}. Та-
кое соответствие проще всего устанавливается с помощью хорошо известной стереографи-
ческой проекции [21] стандартной единичной сферы (сфера Римана) S2: x21+ x

2
2+ x

2
3=1

на C:

Π+ : x1 =
2x

1 + |z|2
; x2 =

2y

1 + |z|2
; x3 =

|z|2 − 1
1 + |z|2

. (13)

Это отображение конформно:

Π∗+(
3η) =

4

1 + |z|2
η, (14)

(3η — евклидова метрика объемлющего R3, Π∗+ — кодифференциал отображения Π+), со-
храняет окружности и дает возможность компактной интерпретации многих геометриче-
ских и топологических фактов на C (например, некоторые расходящиеся последователь-
ности точек на C становятся сходящимися на сфере Римана S2' C̄).

2.5 Спиноры над C

Сферу Римана можно интерпретировать как пространство направлений изотропных пря-
мых в 4-мерном пространстве-времени Минковского M1,3. Эта интерпретация в совокуп-
ности с отображением Π+ приводит конструкции спинорных объектов и спинорному опи-
санию геометрииM1,3 [22]. Пространством спиноров называется линейное 2-мерное ком-
плексное пространство S(C), оснащенное антисимметричной метрикой:

ξ, ζ ∈ S : 〈ξ, ζ〉 ≡ ∗(ξ ∧ ζ). (15)

3При этом прямые тоже считаются окружностями (бесконечного радиуса), а значение {z1, z2; z3, z4}=∞
считается вещественным.
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Группой изометрии метрики 〈 , 〉 является 6-параметрическая группа SL(2,C). Предста-
вление этой группы в пространстве эрмитовых смешанных спиноров S(S⊗ S̄) действует
по правилу:

S(S⊗ S̄) 3 K 7→ K ′ =M ∙K ∙M †, M ∈ SL(2,C). (16)

Используя представление

K = V μσμ =

(
V 0 + V 3 V 1 + iV 2

V 1 − iV 2 V 0 − V 3

)

, {σμ} = {12×2,
−→σ },

где −→σ — набор стандартных матриц Паули, мы приходим к двум ключевым инвариантам:

detK =(V, V )M1,3 = invmod SL(2,C); TrK =2V0= invmod SU(2,C). (17)

Диаграмма (18) иллюстрирует отношение спинорных и пространственно-временных
групп, лежащее в основе математических и физических приложений спиноров к геоме-
трии пространства-времени Минковского.

SL(2,C) −−−→ SU(2)

2:1



y



y2:1

SO(1, 3) −−−→ SO(3)

(18)

Горизонтальные стрелки на диаграмме обозначают редукцию к подгруппе, а вертикаль-
ные — накрывающие гомоморфизмы. Их двухзначность можно объяснить с различных (и
внутренне глубоко связанных) точек зрения. С алгебраической точки зрения эта двузнач-
ность является следствием основной теоремы алгебры: в C существует ровно два значения√
1=± 1. Геометрически (или, точнее говоря, топологически) двузначность спинорного

представления связана со структурой фундаментальной группы π1(SO(3))=Z2, имеющей
два элемента4.

2.6 Голоморфные отображения C→ C.

Напомним, что произвольное гладкое отображение f : R2→R2 плоскости в себя можно
представить парой компонент

(x, y) 7→ (x′, y′) : x′ = f1(x, y); y′ = f2(x, y), (19)

где f1, f2 — гладкие функции R2→R. С помощью формул:

x =
z + z̄

2
; y =

z − z̄
2i

, (20)

где z= x+ iy, а черта обозначает операцию комплексного сопряжения, эти отображения
можно всегда записать в виде

(z, z̄) 7→ (z′, z̄′) : z′ = F1(z, z̄); z̄′ = F2(z, z̄). (21)

Среди всех гладких отображений рассматриваемого вида, целым рядом замечательных
свойств выделяются отображения, называемые голоморфными, которые удовлетворяют
условиям:

F,z̄ = 0, и ∃F,z, (22)

4Множество бустов в группе Лоренца устроено топологически тривиально, поэтому
π1(SO(1, 3))≈π1(SO(3)).
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и отображения, называемые антиголоморфными, удовлетворяющие условию:

F,z = 0 и ∃F,z̄. (23)

Условия голоморфности или антиголоморфности могут выполняться в точке или в неко-
торой области на комплексной плоскости5.

2.7 Аналитический аспект C-голоморфных функций

Напомним некоторые основные свойства голоморфных функций. Разделяя в функции F
вещественную и мнимую часть: F (z)= u(x, y)+ iv(x, y), используя связь операторов диф-
ференцирования по комплексным и вещественным переменным:

∂

∂z
=
1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)

;
∂

∂z̄
=
1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)

, (24)

формально вытекающие из (20) и расписывая условие (22) в декартовых координатах,
приходим к соотношению

∂F

∂z̄
=
1

2
[u,x + iv,x + i(u,y + iv,y)] = 0, (25)

вещественная и мнимая часть которого дает известные условия голоморфности (комплекс-
ной аналитичности) Коши-Римана:

u,x = v,y; u,y = −v,x. (26)

Аналогично для антиголоморфных функций получаем6 условия антиголоморфности:

u,x = −v,y; u,y = v,x. (27)

Действуя на голоморфную или антиголоморфную функцию F 2-мерным вещественным
оператором Лапласа

Δ ≡ 4∂z∂z̄ = ∂
2
x + ∂

2
y , (28)

приходим к тождествам:
Δu = 0; Δv = 0, (29)

выражающим факт гармоничности вещественной и мнимой частей голоморфных или ан-
тиголоморфных функций.
Отметим, что в силу нашего определения производная от голоморфной функции (факт

существования производных любого порядка доказывается в стандартном курсе ТФКП,
см. напр. [21]) снова является голоморфной функцией:

F,z̄ = 0⇒ (F,z),z̄ = 0⇒ ∙ ∙ ∙ ⇒ (F
(n)
,z ),z̄ = 0 (30)

(аналогично и для антиголоморфной с заменой z↔ z̄). С этим обстоятельством связа-
на возможность представления голоморфной в окрестности некоторой точки z0 функции
степенным рядом Тейлора:

F (z) =
∞∑

k=0

ck(z − z0)
k, (31)

5Обычно под функцией, голоморфной в точке понимается комплексно дифференцируемая функция
с условием (22), которое выполняется в некоторой окрестности этой точки. Иногда вместо термина «го-
ломорфная функция» мы будем употреблять термин «C -голоморфная функция», подразумевая, что в
дальнейшем речь будет идти о H-голоморфных функциях на плоскости двойной переменной.

6Фактически они получаются из условий (26) заменой знака у v на противоположный.
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где комплексные коэффициенты

ck =
1

k!

dkF

dzk

∣
∣
∣
∣
z=z0

. (32)

В окрестности точки z0, в которой свойство голоморфности нарушается, функция F ино-
гда может быть представлена более общим рядом Лорана:

F (z) =
∞∑

k=−∞

ck(z − z0)
k. (33)

В окрестности точек ветвления ряд Лорана должен быть заменен обобщенным рядом Пю-
изо, содержащим нецелые степени z− z0 или ln(z− z0).

Пример 1. Функция F (z)= ln z голоморфна всюду на комплексной плоскости за исключе-
нием точек z=0 и z=∞. Ее координатное представление дается выражением:

ln z = ln ρ+ 2πikϕ = ln
√
x2 + y2 + 2πik ∙ arg z, k ∈ Z. (34)

Особые точки z=0 и z=∞ — точки ветвления логарифма.

Пример 2. Рассмотрим функцию Z = 12
(
z+ z−1

)
, называемую функцией Жуковского. Эта

функция голоморфна всюду за исключением точек z=0 и z=∞, которые являются полюсами
1-ого порядка. Разложение этой функции на вещественную и мнимую часть имеет вид:

Z =
x(x2 + y2 + 1)

2(x2 + y2)
+ i

y(x2 + y2 − 1)
2(x2 + y2)

. (35)

2.8 Топологический аспект C-голоморфных функций.

Гармонические функции u и v, связанные условиями (26), не являются независимыми и
определяют друг друга с точностью до констант. Действительно, приписывая функции
v произвольное значение v0 в точке (x0, y0), ее значение в произвольной точке (x, y) в
силу условий Коши-Римана можно определить через функцию u посредством следующего
интеграла:

v(x, y) = v0 +

(x,y)∫

(x0,y0)

u,x dy − u,y dx, (36)

который вычисляется по любому пути, соединяющему точки (x0, y0) и (x, y) и лежащему
в области голоморфности функции F = u+ iv. Функции u и v называются сопряженными
гармоническими функциями.
На самом деле, результат интегрирования в (36) может зависеть от выбора пути, соеди-

няющего начальную и конечную точки. В таком случае мы будем иметь дело с многознач-
ной аналитической функцией, которая может иметь конечное или счетное число ветвей.
Более точно, на вопрос об однозначности определения сопряженных функций и вообще
об однозначности интегралов от голоморфных функций позволяет ответить фундамен-
тальная теорема Коши, которая для голоморфной в односвязной области D функции
выражается равенством ∮

γ⊂D

F (z) dz = 0, (37)
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где Γ — простой кусочно-гладкий замкнутый контур (для антиголоморфной функции сле-
дует заменить в этой формулировке z на z̄). Эта теорема следует из условия голоморфно-
сти (22) и равенства: ∮

γ

F (z) dz =

∫

Int(∂−1γ)

F,z̄ dz̄ ∧ dz, (38)

выражающего комплексную форму теоремы Пуанкаре-Дарбу об интегрировании диффе-
ренциальных форм.
Из теоремы Коши непосредственно вытекает следующее равенство:

∫

γ

F (z) dz = const[γ], (39)

выражающее факт независимости интеграла от пути в классе [γ] путей, гомотопных γ.
Из равенства ∮

γz0

(z − z0)
m dz = 2πiδm,−1, (40)

которое справедливо для любого замкнутого контура γz0 , охватывающего точку z0 и легко
проверяется на контуре в форме окружности с центром в z0, и теоремы Коши вытекает
интегральная формула Коши:

F (z0) =
1

2πi

∮

γz0

F (z)

z − z0
dz, (41)

где γz0 — кусочно-гладкий замкнутый контур, ограничивающий область D⊂C, F (z) —
произвольная голоморфная в области D функция, z0 ∈D. Формула (37) допускает обоб-
щение на многосвязные области, а формула (41) допускает обобщение на контуры, со-
держащие бесконечно-удаленную точку и контуры, проходящие через точку z0 и даже
имеющие там точку излома.
Многозначные аналитические функции удобно описывать с помощью их графиков в

4-мерном пространстве C×C. Они называются римановыми поверхностями соответству-
ющих функций. На своей римановой поверхности аналитическая функция по определению
однозначна.

2.9 Геометрический аспект C-голоморфных отображений.

Относительно преобразований, задаваемых голоморфными функциями F (z), форма η в
(7) ведет себя следующим образом:

η 7→ η′ = |F ′(z)|2η, (42)

где F ′(z)= dF/dz. Формула (42) означает, что функция F (z) в области своей голоморфно-
сти при условии F ′(z) 6=0 осуществляет конформное отображение комплексной плоскости
на себя, т. е. сохраняет углы. Отметим, что |F ′|2= |∇u|2= |∇v|2=ΔF , где ∇ — оператор
градиента в евклидовой метрике, а ΔF — якобиан отображения F. Как это следует из
условий (26) или соображений конформности, линии u= const и линии v= const для вся-
кой голоморфной функции F (z) образуют на плоскости C ортогональную криволинейную
систему координат, поскольку в каждой точке выполняется равенство:

∇u ∙ ∇v = u,xv,x + u,yv,y = −u,xu,y + u,yu,x = 0. (43)
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Это проясняет геометрический смысл отношения сопряженности функций u и v: сопря-
женные функции имеют взаимно-ортогональные поверхности уровня и равные нормы
градиентов в каждой точке.

Пример 3. В силу формулы zn= ρneinϕ и формулы (34) для логарифма очевидно, что сте-
пенная функция отображает ортогональную сетку полярных координат в другую ортогональную
сетку полярных координат на плоскости образов, а логарифм отображает полярную сетку в де-
картову сетку на плоскости образов. На рисунке показан образ полярной сетки при отображении,
осуществляемым функцией Жуковского.

Рис. 2: На левом рисунке представлены линии полярной системы координат, на правом — их
образы при отображении z 7→ (z+ z−1)/2.

Отметим, что конформное преобразование можно понимать как в активном (деформа-
ция плоскости), так и в пассивном (смена координат) смыслах. При этом независимо от
интерпретации метрика η остается евклидовой, в отличие от конформных преобразований
более общего вида: η→ η′= e2φη, где φ — произвольная гладкая функция координат x и
y. Можно показать, что условие обращения в нуль тензора кривизны для метрики e2φη
(η — евклидова метрика) равносильно равенству e2φ= |F ′|2 для некоторой голоморфной
функции F (z).

2.10 Физический аспект C-голоморфных отображений.

Напомним основные факты приложений голоморфных функций на примере задач элек-
тростатики [23, §3]. В области голоморфности с функцией F (z)= u+ iv можно ассоции-
ровать электростатическое поле в пространстве, свободном от зарядов. При этом веще-
ственная часть u этой функции является потенциалом электростатического поля (потен-
циальная функция, u= const — уравнение эквипотенциальных линий) , а мнимая часть
v является силовой функцией этого поля (v= const — уравнение для линий напряженно-
сти). Основная идея, на которой базируются приложения ТФКП для решения плоских
задач электростатики, заключается в отыскании такой голоморфной функции F (z), ко-
торая переводит границы Γi всех проводников рассматриваемой задачи в прямые линии
ReF (z)|Γi = consti. Действительно, при этом границы всех проводников станут эквипотен-
циалями, а в силу общей теоремы существования и единственности решения уравнения
Лапласа с заданными граничными условиями полученное решение будет единственным (с
точностью до физически несущественной перенормировки потенциала). Если требуемая
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голоморфная функция найдена (для ее отыскания не существует универсальных рецеп-
тов), то напряженность электростатического поля можно найти посредством формулы:

E = Ex + iEy = −
dF

dz
= −

dF̄

dz̄
= −u,x − iu,y, (44)

которую нужно понимать как комплексную форму для векторного поля градиента функ-
ции u. Отметим, что формула (44) получается с учетом соотношений (24) и условий Коши-
Римана (26).
В силу соотношения E=E(z̄) (антиголоморфность напряженности), вытекающего из

(44), с учетом (24) имеем тождество:

∂E

∂z
=
1

2
[Ex,x + Ey,y − i(Ex,y − Ey,x)] = 0, (45)

которое эквивалентно двум тождествам:

divE ≡ Ex,x + Ey,y = 0; rotE ≡ Ey,x − Ex,y = 0, (46)

выражающим соответственно соленоидальность и потенциальность электростатического
поля.
Рассмотрим теперь интеграл

Φ[E, γ] =

∫

γ

E dz̄ =

∫

γ

Ex dx+ Ey dy + i

∫

γ

Ey dx− Ex dy = Γ[E, γ]− iΠ[E, γ] (47)

по некоторому пути γ. Его вещественная часть Γ[E, γ] называется циркуляцией поля E
вдоль пути γ, а величина Π[E, γ], противоположная мнимой части, называется потоком
поля E через линию γ. С учетом определения (44) и условий Коши-Римана для этих
величин получаются следующие выражения через приращения компонент комплексного
потенциала:

Γ[E, γ] = −δγu ≡ u(z1)− u(z2); Π[E, γ] = −δγv ≡ v(z1)− v(z2), (48)

где {z1, z2} = ∂γ.
Рассмотрим несколько важных примеров.

Пример 4: поле точечного источника. Комплексный потенциал

F (z) = −q ln z (49)

описывает поле точечного заряда q на плоскости (в 3-мерном пространстве ему соответствует
бесконечно протяженная заряженная нить с линейной плотностью заряда q). Из выражения (34)
и формулы (44) следует формула для напряженности, которую можно привести к виду

E = q
z

|z|2
(50)

— 2-мерного закона Кулона. Из соотношений (48) получаем для любой окружности с центром в
начале системы координат, где находится заряд (а значит и любого замкнутого контура, одно-
кратно обходящего точку z=0):

Γ[E] = 0, Π[E] = 2πq. (51)
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Пример 5: проводящий нейтральный цилиндр в постоянном поле. Комплекс-
ный потенциал F (z)= 2iE0RZ(z/R)= iE0(z+R2z−1) описывает электростатическое поле вокруг
проводящего нейтрального цилиндра радиуса R, помещенного в однородное электрическое по-
ле E0, перпендикулярное его оси. Из выражения (35) и формулы (44) следует выражение для
напряженности

E = iE0 − iE0R
2 z
2

|z|4
. (52)

Силовые линии этого поля проще получить исходя из вида силовой функции в (35) (с учетом
множителя i это будет функция u). Они представлены на рисунке 3 слева.

Рис. 3: Слева: силовые линии электрического поля в окрестности цилиндра радиуса R=1. Внеш-
нее электрическое поле ориентировано вдоль мнимой оси. Справа: силовые линии магнитного
поля в окрестности диамагнитного цилиндра радиуса R=1. Внешнее однородное магнитное поле
ориентировано вдоль вещественной оси.

Рассмотренные выше примеры и вообще любое решение плоской электростатической
задачи, записанное с помощью комплексного потенциала, обладают замечательной ду-
альной симметрией. Для пояснения идеи дуальной симметрии рассмотрим комплексный
потенциал F (z) некоторой электростатической задачи и далее рассмотрим дуальный ему
потенциал iF. Для напряженности нового поля B в силу (44) получим выражение

B = iE, (53)

что геометрически означает поворот вектора напряженности E в каждой точке на угол
π/2. Физически такое преобразование можно интерпретировать как переход от электро-
статической задачи к сопряженной (дуальной) магнитостатической. Применяя такой
переход к ситуации с точечным зарядом (заряженной нитью) на плоскости, получаем маг-
нитное поле линейного тока с потенциалом:

F̃ = −q arctan(y/x) + iq ln
√
x2 + y2. (54)

При этом силовые линии поля B — концентрические окружности, а эквипотенциальные
поверхности — радиальные линии, исходящие из источника (силовая и потенциальная
функции поменялись местами). Формулы (48) теперь дают Γ[B] = 2πq, Π[B] = 0, что вы-
ражает закон полного тока в магнитостатике и соленоидальность магнитного поля соот-
ветственно.
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Переход к потенциалу F̃ = iF в примере с цилиндром приводит к задаче о цилиндри-
ческом диамагнетике, помещенном во внешнее однородное магнитное поле, перпендику-
лярное его оси. Силовые линии магнитного поля получаются теперь с помощью мнимой
части формулы (35) (рис. 3 справа).
Имеется интересная возможность объединить две дуально-сопряженные картины, рас-

смотренные выше, в одну. Обратимся к решению с точечным зарядом и рассмотрим ситуа-
цию, когда этот заряд является комплексным: Q= q− im.Очевидно, что логарифмический
потенциал с таким зарядом:

F (z) = −Q ln z = −q ln
√
x2 + y2 −m arctan(y/x)− i(q arctan(y/x)−m ln

√
x2 + y2) (55)

включает в себя как частные случаи как электрическую, так и магнитную картину, рассмо-
тренные выше и описывает их суперпозицию. Для избежания физически некорректного
суммирования электрического и магнитного полей, можно рассмотреть, к примеру, гипо-
тетическую дуально-симметричную электродинамику, в которой существуют магнитные
заряды (монополи) и магнитные токи. На рисунке 4 показан вид силовых линий электро-
статического поля в суперпозиции, когда q=m.

Рис. 4: Силовые линии электростатического поля в окрестности вихреисточника с равными мощ-
ностями вихря и источника.

3 Алгебра и геометрия двойных чисел H

В этом и последующих разделах мы постараемся систематизировать и дополнить сведения
о двойных числах, рассеянные по различным источникам [12–15, 17, 26, 27]. Определим
алгебру двойных чисел H как 2-мерный R-модуль с парой образующих {1, j}, и таблицей
умножения:

1 j

1 1 j

j j 1
. (56)

Элементы H будем записывать в виде: H 3h=1 ∙ t+ jx, где t, x∈R, имея ввиду дальней-
шие приложения этой алгебры для описания 2-мерного пространства-времени. По ана-
логии с комплексными числами, вещественное число Re h≡ t называется вещественной



100 Гиперкомплексные числа в геометрии и физике, 1 (19), том 10, 2013

частью двойного числа h, а вещественное число Im h≡ x называется мнимой частью
двойного числа h. Алгебра двойных чисел с таблицей умножения (56) не образует число-
вого поля, поскольку содержит делители нуля, т. е. уравнение h1h2=0 может выполняться
при отличных от нуля элементах h1 и h2. Геометрическая интерпретация двойных чисел
аналогична интерпретации комплексных чисел: на плоскости двойной переменной (корот-
ко — гиперболической плоскости) каждому двойному числу соответствует радиус-вектор,
координаты которого суть вещественная и мнимая часть этого числа При этом сумма и
разность двойных чисел изображается стандартным правилом параллелограмма для со-
ответствующих радиус-векторов на гиперболической плоскости.
Инволютивную операцию комплексного сопряжения для двойных чисел определим

следующим образом: h= t+ jx 7→ h̄= t− jx. Геометрически эта операция описывает от-
ражение гиперболической плоскости относительно оси Im h=0. Аналогично комплексно-
му случаю, пару {h, h̄} можно рассматривать как независимые двойные координаты на
гиперболической плоскости, которые связаны с декартовыми координатами посредством
формул (5) с заменой z, z̄ → h, h̄ и i на j.
Комплексная координатная билинейная форма G ≡ dh⊗ dh̄ разлагается на симметрич-

ную Ξ и кососимметричную Ω неприводимые компоненты следующим образом:

B ≡ dh⊗ dh̄ = Ξ− jΩ, (57)

где Ξ= dt⊗ dt− dx⊗ dx — псевдоевклидова метрическая форма, Ω≡ dt∧dx=− jdh∧ dh̄/2
— 2-мерная форма объема. Мы видим, что алгебра двойных чисел индуцирует на плоско-
сти двойной переменной 2-мерную пседоевклидову (гиперболическую) геометрию с метри-
ческой формой Ξ, что объясняет принятый нами термин «гиперболическая плоскость».
Определим (псевдо)норму ‖ ∙ ‖ и модуль | ∙ | элемента h согласно следующим формулам:

‖h‖2 ≡ hh̄; |h| ≡
√
|‖h‖2|, ‖hg‖2 = ‖h‖2‖g‖2. (58)

Отметим, что введенные норма и модуль не удовлетворяют евклидовому свойству нормы:
‖h‖2=0⇒ h=0. Это обстоятельство тесно связанно с псевдоевклидовой геометрией двой-
ных чисел, а точнее, с наличием в алгебре H вырожденных элементов (делителей нуля),
которые мы выделяем в отдельное подмножество

H◦ ≡ {h ∈ H | ‖h‖2 = 0}; H◦ 3 h = a(1± j), a ∈ R. (59)

Отметим важное свойство множества H◦: для всякого H ′⊆H, H ′ ∙H◦⊂H◦ (H◦ является
в H идеалом по умножению). Для невырожденных элементов определена операция их
обращения:

h 7→ h−1 ≡
h̄

h̄h
. (60)

Множество
Con(h0) = {h ∈ H |h− h0 ∈ H

◦} (61)

будем называть конусом точки h0.
Переход к гиперболическим полярным координатам и экспоненциальной форме пред-

ставления двойного числа имеет ряд особенностей, которых нет в случае комплексных
чисел. Con(0) (пара прямых t± x=0) разбивает всю гиперболическую плоскость на четы-
ре клиновидные области, обозначенные на рисунке цифрами I, II, III и IV (рис. 5).
Непосредственной проверкой можно убедиться, что в каждой из отмеченных областей

двойные числа допускают гиперболическое полярное представление вида:

h = t+ jx = J%(coshψ + j sinhψ), (62)
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Рис. 5: Область R t −R t R t −R изменения угла ψ на плоскости H. Ориентация согласована
в противоположных клиньях и противоположна в соседних. Для различения углов в различных
клиньях можно нумеровать угол ψ индексом k: ψk, (k = 1, 2, 3, 4).

где для каждого из клиньев имеют место следующие определения величин:

I : J = 1, % =
√
t2 − x2, ψ = Arth(x/t);

II : J = j, % =
√
x2 − t2, ψ = Arth(t/x);

III : J = −1, % =
√
t2 − x2, ψ = Arth(x/t);

IV : J = −j, % =
√
x2 − t2, ψ = Arth(t/x).

(63)

где %≡ |h| , ψ=Argh — гиперболический аргумент. Таким образом, в каждом из клиньев
0≤ %<∞, а сами клинья параметризуются отдельными экземплярами вещественных пря-
мых, которые в совокупности образуют многообразие Ψ угловых переменных в виде ори-
ентированной дизъюнктной суммы R t −R t R t −R. Более наглядно многообразие Ψ
можно представить себе, компактифицируя каждое из R в открытый интервал и склеи-
вая интервалы в их концах в окружность с четырьмя выколотыми точками.Отметим, что
множество двойных чисел с нулевой нормой не описывается ни одной из координатных
карт введенной выше гиперболической полярной системы координат.
Справедливость гиперболической формулы Эйлера: coshψ+ j sinhψ= ejψ проверяется

разложением левых и правых частей в формальные ряды Маклорена (которые сходятся
в H покомпонентно) и сравнением их вещественных и мнимых частей. Гиперболическая
формула Эйлера приводит к экспоненциальной форме представления двойных чисел:

h = t+ jx = J%ejψ = JeΘ, (64)

где в последнем равенстве мы перешли к «комплексному гиперболическому углу»

Θ = ln %+ jψ ≡ lnh. (65)

При этом произведение пары двойных чисел сводится к сложению их комплексных углов
и перемножению знаковых множителей J.
В завершение этого параграфа мы приведем для наглядной иллюстрации геометриче-

ских свойств плоскости H несколько гиперболических аналогов евклидовых геометриче-
ских объектов и отношений между ними. Поскольку геометрия плоскости H совпадает с
геометрией двумерного пространства-времени Минковского M1,1, группой непрерывных
изометрий H является 3-мерная группа Пуанкаре:

h 7→ h+ a; h→ rψ ∙ h, rψ ≡ ejψ. (66)

Хотя формально гиперболические вращения описываются множителем ejψ, вполне анало-
гичным комплексному eiϕ, некомпактность пространства углов и группы гиперболических
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вращений приводит к заметным визуальным отличиям в ситуациях, аналогичных простым
и привычным ситуациям на евклидовой плоскости. На рисунке 6 показана пара равных
друг другу равносторонних треугольников, которые получаются друг из друга гиперболи-
ческим вращением вокруг начала системы координат (зеленые линии (гиперболы) — это
компоненты метрической окружности на H, изображающие орбиты группы гиперболиче-
ских вращений).

Рис. 6: Конгруэнтные равносторонние треугольники на H.

На рисунке 7 представлены семейства гиперболических эллипсов и гипербол7, метри-
ческое определение которых формально совпадает с евклидовым: %1± %2= const, где %1,2
— гиперболические расстояния от точки кривой до пары фиксированных точек двойной
плоскости.

Рис. 7: Софокусные эллипсы и гиперболы на H.

Наконец, на рисунке 8 представлены семейства гиперболических спиралей: слева —
гиперболические спирали Архимеда с полярным уравнением %=Cψ, справа — гиперболи-
ческие логарифмические спирали с уравнением %=Ceψ.

7Обычные (евклидовы) эллипсы и гиперболы согласно принятой нами терминологии следует называть
эллиптическими.
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Рис. 8: Семейство спиралей на H.

4 Элементарные функции на H.
Для определения и выяснения свойств элементарных функций двойной переменной, т.е.
таких отображений H→H, которые на вещественной оси сводились бы к одному из пред-
ставителей стандартных элементарных функций вещественной переменной, достаточно
знания двух типов соотношений для вещественных функций:

1. f(x+ y)=Φ(f1(x), f2(y)) {1} — вещественного закона для «суперпозиции аргументов»
(типа правила «суммы синусов»);

2.
f(x) = (Sf)(x) + (Af)(x); (Sf)(jx) = (Sf)(x); (Af)(jx) = j(Af)(x) {2} (67)

— закона взаимодействия симметричной и антисимметричной компонент вещественной
функции с j.

Соотношения первого типа выводятся непосредственно из определений конкретных ве-
щественных функций, соотношения второго типа проверяется разложением в формальные
степенные ряды8 левых и правых частей с учетом равенства j2=1. В настоящем разде-
ле с помощью этих правил мы построим аналитические продолжения всех элементарных
функций с R на H.

4.1 Степенные функции F (h)=hn, n∈Z.

В отличие от степенной функции комплексной переменной случаи четных n и нечетных n
кардинально отличаются. Действительно, переходя к экспоненциальному представлению9

(64), получаем:

h = J%ejψ
hn
7→ Jn%ejnψ. (68)

Поскольку для любого четного n, Jn=1, можно заключить, что степенная функция
h 7→ hn при n=2k, k ∈ Z биективно отображает каждый из клиньев I, II, III, IV на

8Такая проверка, разумеется, годится лишь для аналитических функций вещественной переменной,
каковыми являются все элементарные функции.

9Для определения hn можно было бы воспользоваться биномом Ньютона и правилами, сформулиро-
ванными выше, но тот же результат получается быстрее в экспоненциальном представлении.
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клин I с сохранением конусов Con(h) → Con(hn). Напротив, при нечетном n каждый из
координатных клиньев при отображении h 7→ hn n=2k+1, k ∈Z биективно отобража-
ется в себя (снова с сохранением соответствующих конусов). При этом, как нетрудно
видеть из (68) координатная сетка %= const, ψ= const переходит в координатную сетку
%′= %n= const, ψ′=nψ= const для всяких целых n. В случае положительных целых n ра-
диальные линии растягиваются при %> 1 и сжимаются при %< 1. Кроме того, они повора-
чиваются от значения ψ=0 в сторону соответствующих им по знаку компонент конусов.
Для целых отрицательных n (степенное отображение определено для h 6∈H◦) дополни-
тельно имеется инверсия относительно единичных гиперболических окружностей %=1 и
инверсия пространства углов Ψ→ −Ψ.

1

2

1′2′

2′

1′

1′ 2′

Рис. 9: Глобальная структура отображения h 7→ h2k.

На рис. 9 представлена глобальная структура отображения h 7→ h2k: клин 1-2 переходит
сам в себя (его границы — в соответствующие границы), а отображения остальных клиньев
в клин 1-2 показано соответствующими цифрами (цифры со штрихами, помечающими
клин, показывают как именно соответствующий клин отображается в клин 1-2). Таким
образом, отображение h 7→ h2k является 4-листным.
Из свойств степенных функций легко вывести свойства корней различных порядков и

рациональных степеней: h 7→ h1/n, h 7→ hm/n. Любой корень n
√
h четного порядка опреде-

лен в клине I. Такой корень будет 4-значной функцией. Каждый лист гиперболической
римановой поверхности этой функции представляет собой идентичную копию клина 1-2,
показанного на рис. 9. На каждом из листов функция однозначна. Все листы склеиваются
в риманову поверхность, представляющую собой R2, при этом точка (0; 0) принадлежит
всем листам и является гиперболическим аналогом точки ветвления. Наглядно римано-
ву поверхность корня четного порядка можно реализовать листом бумаги, сложенным
вчетверо так, как показано на рис. 10.
Корни нечетной степени — однозначны в каждом из 4 клиньев.

4.2 Экспонента двойной переменной w= eh

Записывая eh= et+ jx= etejx и принимая во внимание соотношения:

S(ex) = cosh x; A(ex) = sinh x,



Д.Г. Павлов, С.С. Кокарев Алгебра, геометрия и физика двойных чисел 105
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Рис. 10: Гиперболическая риманова поверхность 4-значного отображения h 7→ h1/2k, k ∈ Z.

Рис. 11: Глобальная структура отображения h 7→ eh.

с учетом правил {1}, {2}, приходим к глобальной структуре экспоненциального отобра-
жения, представленной на рис. 11.
Прямоугольная псевдоортогональная сетка на плоскости переменной h отображается

экспонентой в псевдоортогональную сетку, состоящую из лучей и гипербол в первом кли-
не с вершиной в точке h=0. Отображение h 7→ eh — биективно. Очевидно, что обратная
функция lnh= ln %+ jψ определена во внутренности первого клина. На границах (т.е. на
конусе Con) полярная система координат не работает и требуется дополнительное иссле-
дование поведения отображения h 7→ lnh, на котором мы здесь не останавливаемся.

4.3 Тригонометрические функции sinh, cosh и обратные к ним

С учетом правил {1}, {2} получаем:

sinh = sin(t+ jx) = sin t cos x+ j sin x cos t. (69)
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Нетрудно видеть, что линии x= const и t= const отображаются в семейства эллипсов с
центром в точке (0; 0). Эти линии наматываются на соответствующие эллипсы бесконечное
число раз.
Глобальную структуру отображения h 7→ sinh удобнее представить с помощью системы

фундаментальных квадратов, один из которых представлен на рис. 12 (слева).

Рис. 12: Глобальная структура отображения h 7→ sinh. Фундаментальный квадрат (самый боль-
шой слева) отображается функцией sin в квадрат с вершинами в единичных точках на осях
(наибольший квадрат справа).

Вся плоскость переменной h покрывается такими квадратами, сдвинутыми на векторы
(k± jm)π/2, k ∈Z, то есть отображение h 7→ sinh бесконечнолистно. При этом отображе-
ние h 7→ sinh в двух соседних квадратах имеет противоположные знаки якобиана отобра-
жения, то есть, меняет ориентацию базиса на плоскости. Нетрудно убедиться, что отобра-
жение h 7→ cosh устроено аналогично, только все семейство «фундаментальных квадра-
тов» сдвинуто на плоскости переменной h влево на π/2 (поскольку cosh= sin(h+ π/2).)
Соответственно функции arcsin и arccos можно определить на квадрате с вершинами в
точках (1; 0), (0; 1), (−1; 0), (0;−1). Явные формулы для арксинуса и арккосинуса имеют
вид:

arcsin h =
1

2
[arcsin((t+ x)

√
1− (t− x)2 + (t− x)

√
1− (t+ x)2)+

j arcsin((t+ x)
√
1− (t− x)2 − (t− x)

√
1− (t+ x)2)] + 2π(m+ jn)

arccos h =
1

2
[arccos(t2 − x2 −

√
1− (t− x)2

√
1− (t+ x)2)+

j arccos(t2 − x2 +
√
1− (t− x)2

√
1− (t+ x)2)] + 2π(m+ jn),

где m,n ∈ Z.

4.4 Тригонометрические функции tan h, coth и обратные к ним

Выделяя с помощью правил {1}, {2} в функции w= tan h вещественную и мнимую часть
после элементарных преобразований получаем:

tan h =
sin 2t+ j sin 2x

cos 2t+ cos 2x
.

Эта функция отображает квадрат с центром в точке (0; 0) и стороной π/2 в область, огра-
ниченную гиперболами, а прямоугольную сетку в исходном квадрате — в симметричную
гиперболическую сетку внутри области (рис. 13).
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Рис. 13: Структура отображения h 7→ tanh.

В целом функция h → tan h бесконечнолистна. Ее листы представляют собой ква-
драты, получаемые из фундаментального квадрата (π/2; 0), (0; π/2), (−π/2; 0), (0;−π/2)
(см. рис. 12 слева) трансляциями на векторы кратные π по t и x.
Ввиду тождества coth=− tan(h− π/2), аналогично устроена функция w= cot h.

Функции arctan и arccot многозначны. К примеру, функция arctan h имеет следующий
явный вид в координатах:

arctan h =
1

2

{

arctan

[
2t

1− t2 + x2

]

+ j arctan

[
2x

1 + t2 − x2

]}

+ π(m+ nj),

где m,n∈Z.

4.5 Гиперболические функции sinh h, coshh, tanh h, coth h и обратные к ним

Выделяя с помощью правил {1}, {2} в функции w= sinh h вещественную и мнимую часть,
приходим к выражению:

sinh h = sinh t cosh x+ j sinh x cosh t.

Нетрудно видеть, что прямоугольная координатная сетка (t, x) отображается в гипер-
болическую сетку на плоскости образов w (рис. 14).
Отображение h 7→ sinh h — взаимно-однозначно, поэтому обратное отображение Arsh

определено на всей двойной плоскости. Его явный координатный вид дается формулой:

Arsh h =
1

2

(
Arsh[(t+ x)

√
1 + (t− x)2 + (t− x)

√
1 + (t+ x)2]+

jArsh[(t+ x)
√
1 + (t− x)2 − (t− x)

√
1 + (t+ x)2]

)
.

Ввиду двулистности гиперболического косинуса отображение

coshh = cosh t cosh x− j sinh t sinh x

устроено иначе.
Первый клин с вершиной в нуле отображение cosh биективно отображает в первый

клин с вершиной в точке 1. При этом декартова сетка переходит в сетку ортогональных
гипербол. В этот же клин переходят и остальные клинья с вершиной в точке 0 (рис. 15).



108 Гиперкомплексные числа в геометрии и физике, 1 (19), том 10, 2013

Рис. 14: Структура отображения h 7→ sinhh.

Рис. 15: Структура отображения h 7→ coshh.

В целом глобальная структура отображения coshh иллюстрируется рисунком 9, в ко-
тором вершины клиньев сдвинуты на единицу вправо. Таким образом, гиперболический
косинус — 4-листная функция, а гиперболический арккосинус — 4-значная с римановой
поверхностью, представленной на рис. 10. Его явное координатное представление дается
формулой:

Arch h =
1

2
(Arch[t2 − x2 −

√
(t+ x)2 − 1

√
(t− x)2 − 1]+

jArch[t2 − x2 +
√
(t+ x)2 − 1

√
(t− x)2 − 1]).

Функция

tanh h ≡
sinh h

coshh
=
tanh t(1− tanh2 x)

1− tanh2 t tanh2 x
+ j
tanh x(1− tanh2 t)

1− tanh2 t tanh2 x

отображает двойную плоскость на внутренность единичного квадрата с вершинами в точ-
ках (1, 0), (0, 1), (−1, 0), (0,−1), а квадрат со стороной два с ортогональной сеткой — в
некоторую внутреннюю часть квадрата-образа двойной плоскости (рис. 16).
Гиперболический тангенс — функция однолистная, поэтому обратная функция Arctanh
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Рис. 16: Структура отображения h 7→ tanhh.

однозначна на области определения. Ее выражение в координатах дается формулой:

Arctanh h =
1

2
(Arth (t+ x) + Arth (t− x) + j(Arth (t+ x)− Arth (t− x))).

Функция

coth h ≡
coshh

sinh h
=
coth t(1− coth2 x) + j coth x(1 + coth2 t)

coth2 t− coth2 x
является в определенном смысле дополнительной к функции tanh h: она отображает всю
плоскость H на внешность квадрата на рис. 16 (справа). При этом прямоугольная коор-
динатная сетка переходит в ортогональное семейство гипербол, которые пересекаются в
бесконечно-удаленной точке.
Функция coth — однолистная и обратная к ней функция Arccoth — однозначная в

своей области определения (внешности квадрата). Ее выражение в координатах дается
формулой:

Arccoth h =
1

2
(Arcth (t+ x) + Arcth (t− x) + j(Arcth (t+ x)− Arcth (t− x))).

5 Изотропный базис и аналитическое продолжение
Замечательной отличительной особенностью алгебры двойных чисел, которая отстутству-
ет в алгебре комплексных чисел, является наличие в первой специального алгебраическо-
го базиса {e1, e2} (точнее класса базисов), в котором все алгебраические, геометрические
и аналитические аспекты двойных чисел и связанных с ними конструкций, выявляются
в максимально простом виде. Далее мы будем называть его по некоторой сложившейся
исторической традиции изотропным. Этот базис непосредственно связан с образующими
делителей нуля:

e1 =
1 + j

2
; e2 =

1− j
2

, t =
h1 + h2
2

, x =
h1 − h2
2

, (70)

где h=h1e1+h2e2 — представление двойного числа в изотропном базисе. Упомянутая вы-
ше выделенная роль изотропного базиса обусловлена очень простой таблицей умножения
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двойных чисел и правила комплексного сопряжения в нем:

e21 = e1; e
2
2 = e2; e1e2 = 0; ē1 = e2 ē2 = e1. (71)

Соответственно, алгебраическая единица закон умножения двойных чисел и выражение
псевдонормы принимают следующий вид:

h ∙ g = h1g1e1 + h2e2e2; 1 = e1 + e2 ‖h‖
2 = h1h2. (72)

Мы видим, что в изотропном базисе алгебра H явным образом раскладывается (расщеп-
ляется) на пару вещественных алгебр: операции суммы и произведения выполняются в
этом базисе покомпонентно. По этой причине двойные числа иногда называют также рас-
щепляемыми числами. По всей видимости, именно факт разложения H =R⊕R сыграл
роль (во многом психологического!) препятствия к разработке двойных чисел и их физи-
ческих приложений. Далее мы увидим, что, несмотря на столь простую структуру алгебры
H, она замечательным образом воспроизводит многие свойства объектов на комплексной
плоскости, а потенциал физических приложений двойных чисел оказывается неожиданно
привлекательным и многообещающим.
Начиная с этого момента, мы будем использовать (если не оговорено особо) изотропный

базис, поскольку анализ свойств самих двойных чисел и конструкций над ними в этом
базисе очень существенно упрощается. Поскольку операция возведения в степень в этом
базисе выполняется покомпонентно:

hn = hn1e1 + h
n
2e2, (73)

мы сразу приходим к очень простой конструкции формальных степенных рядов над H:

R(h) ≡
∑

k

ckh
k =

(
∑

k

c1kh
k
1

)

e1 +

(
∑

k

c2kh
k
2

)

e2, ck ∈ H, c1,2k ∈ R. (74)

Другими словами, степенные ряды в H расщепляются на пары степенных рядов в R.
Сходимость степенных рядов в H теперь естественно определить как одновременную схо-
димость их вещественных компонент.
Эти простые факты дают возможность различных обобщений аналитических продол-

жений, которые были предприняты в разделе 4 для элементарных функций. Будем далее
обозначать Cω(H ′) семейство функций двойной переменной H-аналитических в некоторой
области H ′⊆H. Сформулируем несколько утверждений, относящихся к различным спосо-
бам аналитических продолжений функций с одних областей H (в частности, с веществен-
ной прямой Re h=λ(e1+ e2)) на другие. В этих утверждениях J — открытое множество
R, D — открытое множество R2.

Утверждение 1 Любая вещественно аналитическая на J функция одной переменной
допускает аналитическое продолжение на J × J ⊆H

Доказательство заключается в следующей простой выкладке, приводящей к явному
выражению для искомого аналитического продолжения:

f : J → R ⇒ f : J × J → H : f(h) ≡
∑

k

ckh
k =

∑

k

ck(h
k
1e1 + h

k
2e2) (75)

∑

k

ckh
k
1e1 +

∑

k

ckh
k
2e2 = f(h1)e1 + f(h2)e2.
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Отметим, что это утверждение включает в себя все разобранные в разделе 4 аналитиче-
ские продолжения элементарных функций. Рассмотрим теперь некоторое обобщение этой
ситуации.

Утверждение 2 Имеет место биекция между множеством Cω(J1)×Cω(J2) и мно-
жеством Cω(J1× J2) (J1× J2⊆H).

Доказательство сводится к простой выкладке:

f1(h1)e1 + f2(h2)e2 =
∑

k

(c1ke1 + c
2
ke2)(h

k
1e1 + h

k
2e2)

∑
ckh

k ≡ f(h). (76)

Другими словами, алгебра двойных чисел позволяет объединить две различных незави-
симых аналитических функции одной вещественной переменной в одну аналитическую
функцию двойной переменной. Отличие от случая предыдущего утверждения заключает-
ся в том, что теперь коэффициенты разложения этой функции будут двойными числами
(в предыдущем случае они были вещественными). Рассмотрим многомерное обобщение
этой ситуации.

Утверждение 3 Имеет место биекция между множеством Cω(D1)×Cω(D2) и мно-
жеством Cω(D1 ∩D2) (D1 ∩D2 ⊆ H).

Доказательство сводится к выкладке с двойными рядами:

f(h, h̄) =
∑

k,m

ckmh
kh̄m

(
∑

km

c1kmh
k
1h

m
2

)

e1 +

(
∑

km

c2kmh
k
2h

m
1

)

e2 (77)

f1(h1, h2)e1 + f2(h1, h2)e2.

Другими словами, алгебра двойных чисел позволяет объединить пару независи-
мых вещественно-аналитических функций двух вещественных переменных в одну H-
аналитическую функцию пары сопряженных переменных h и h̄.
Рассмотрим, наконец, вариант аналитического продолжения с подмножества H — глад-

кой регулярной кривой γ⊂H.
Утверждение 4 Всякая H-аналитическая функция f, заданная на кривой γ, одно-

значно аналитически продолжается на прямоугольник π1(γ)× π2(γ), где πi — проекции
на оси изотропной системы координат.

Явное выражение для искомого аналитического продолжения f̂ дается формулой:

f̂(h) = f ◦ γ−1(h),

где γ(t)= {γ1(t), γ2(t)} — параметризация кривой γ, γ−1= {γ
−1
1 (h1), γ

−1
2 (h2)}.

Прямоугольные области, возникающие в во всех сформулированных утверждениях ти-
пичны для аналитических функций двойной переменной: они играют роль максимальных
областей аналитического продолжения функций двойной переменной (гиперболический
аналог областей Рейнхарта в многомерном комплексном анализе [21]).

6 Компактификация H
Для корректного определения некоторых будущих конструкций полезно рассмотреть ком-
пактифицированную версию H, определение и свойства которой наиболее просты в изо-
тропном базисе. Мы рассмотрим два способа компактификации, каждый из которых свя-
зан с определенной факторизацией H по точкам, имеющим бесконечные изотропные коор-
динаты. При первом способе мы пополняем H четырьмя бесконечно-удаленными прямыми
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L4∞

L3∞

L1∞ L2∞

Ω1∞Ω2∞

Ω3∞ Ω4∞

S1∞

S2∞

O∞

Рис. 17: Структура H� и H}.

L∞ и четырьмя бесконечно-удаленными точками Ω∞:

H → H� = H ∪ L∞ ∪ Ω∞, (78)

где
L∞ = {(−∞, a)} ∪ {(+∞, a)} ∪ {(a,−∞)} ∪ {(a,+∞)}, a ∈ R (79)

и
Ω∞ = {(+∞,+∞)} ∪ {(−∞,+∞)} ∪ {(−∞,−∞)} ∪ {(+∞,−∞)}. (80)

Такая компактификация осуществляется преобразованием h 7→ tanh h. На рис. 17 (сле-
ва) показаны окрестности некоторых конечных и бесконечно-удаленных точек. Некото-
рые расходящиеся на H последовательности становятся сходящимися на H� (например,
последовательность hn= e1+ne2 становится сходящейся, а hn= e1+(−1)nne2 остается рас-
ходящейся).
Второй способ связан с последующей попарной склейкой противоположных

бесконечно-удаленных прямых в H� (получится пара бесконечно удаленных окружностей
S1∞ и S2∞), при этом четыре бесконечно-удаленных точки склеиваются в одну O∞:

H�→H}=H�0 ∪ S1∞ ∪ S2∞ ∪O∞ (81)

(рис. 22 (справа)). Очевидно, что полученное таким образом H} гомеоморфно двумерно-
му тору. Теперь последовательность hn= e1+(− 1)nne2 становится сходящейся на H}, а
функция 1/h будет непрерывной на H}.
Следует отметить, что операция деления в H} определена на всех элементах. К при-

меру,
1

0
= O∞;

1

2e1
=

e1 + e2
2e1 + 0e2

=
1

2
e1 +

1

0
e2 =

1

2
e1 +∞e2 ∈ S2∞.

Наконец,
0e1 + ae2
0e1 + be2

≡ 0e1 +
a

b
e2, (82)

что следует рассматривать, как доопределение деления делителей нуля одного типа, ко-
торое мы используем далее при определении дифференцирования.
Отметим также, что идея компактификации, основанная на гиперболическом аналоге

стереографической проекции не годится, поскольку гиперболическая сфера — некомпакт-
ное многообразие. Вопрос о стереографической проекции гиперболической сферы на H
требует выхода в алгебру тройных чисел P3 и в настоящей статье мы его не рассматрива-
ем.
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7 Дробно-линейные преобразования и функцияЖуковского на H
Теперь мы можем определить семейство дробно-линейных преобразований PL(2, H) плос-
кости двойной переменной как голоморфный дробно-линейный автоморфизм: H}→H}

вида:

PL(2, H) 3 DH
M : h 7→ DH

M(h) =
ah+ b

ch+ d
=
a1h1 + b1
c1h1 + d1

e1 +
a2h2 + b2
c2h2 + d2

e2, (83)

где

M

(
a b
c d

)

.

— матрица, элементами которой являются двойные числа из H}. Как это видно из
представления элемента DH

M в изотропном базисе в (83), семейство PL(2, H) изоморфно
PL(1,R◦)×PL(1,R◦), где R◦ — вещественная прямая, компактифицированная на окруж-
ность.
Из определения (83) легко устанавливаются следующие важные свойства семейства

PL(2, H).

1. PL(2, H)∼ SL(2, H), откуда следует также и еще один изоморфизм:
SL(2, H)∼PL(1,R◦)×PL(1,R◦)∼ SL(2,R◦)× SL(2,R◦).

2. DH
M ∈C

ω(H} \ Con(−d/c)).

3. DH
M(−d/c)=O∞, D

H
M(Con(−d/c))=Con(O∞) = S1∞ ∪ S2∞.

4. DH
M(O∞)= a/c, D

H
M(Con(O∞))=Con(a/c).

5. DH
M сохраняет сопряженные точки10:

h
SH∼ h′ ⇔ DH

M(h)
DHM (SH)∼ DH

M(h
′) (84)

Частным случаем сохранения сопряженности является круговое свойство: гиперболи-
ческие дробно-линейные преобразования переводят гиперболические окружности в ги-
перболические окружности (точки на окружностях самосопряжены).

6. Сохранение двойного отношения:

{g, h;w, u} =
g − w
g − w

∙
h− u
h− w

= inv. (85)

На связных компонентах окружности двойное отношение 4-х точек как и в евклидовом
случае оказывается вещественным!

По аналогии с комплексной плоскостью, можно определить подгруппу дробно-
линейных гиперболических автоморфизмов области D:

DM(D) = D. (86)

К примеру, автоморфизмы единичного круга имеют вид:

h′ = ±ejψ
h− a
1− āh

, (87)

а автоморфизмы полуплоскости Im h R 0:

M ∈ SL(2, R). (88)

10Определение сопряженных точек на H дословно повторяет соответствующее определение евклидовой
геометрии (с заменой евклидова содержания терминов «окружность» и «расстояние» на гиперболическое).
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На рис. 18 наглядно представлено действие дробно-линейного преобразования
h 7→ (h− a)/(h− ā), a= e1+2e2 (оно относится как раз к числу автоморфизмов ги-
перболического единичного круга). Криволинейная фигура на рисунке справа — это
образ параллелограмма слева, который состоит из кусков гипербол. Конус особой точки
пересекает исходный параллелограмм в двух точках: этим точкам пересечения соответ-
ствуют вертикальные разрывы на рисунке справа. Однако, на компактифицированной
плоскости H} образ параллелограмма замкнут.

Рис. 18: h 7→ (h− a)/(h− ā), a= e1+2e2.

С помощью двойных чисел можно определить еще одну модель геометрии Лобачев-
ского. В качестве прямых этой геометрии можно рассматривать куски гиперболических
окружностей в верхней полуплоскости11 в верхней полуплоскости (рис. 19 слева). Нетруд-
но убедиться, что любая пара точек в верхней полуплоскости определяет единственную
прямую, а вещественная ось играет роль абсолюта.
Также нетрудно убедиться, что через точку, не лежащую на данной прямой, можно

провести бесчисленное множество параллельных ей прямых (рис. 19 справа). В качестве
расстояния между парой точек h и g можно взять модуль логарифма двойного отношения:

ρ(h, g) ≡ | ln{h, g, O∞, a(h,g)}| =

∣
∣
∣
∣ln
1− sinhψh − coshψh
1− sinhψg − coshψg

∣
∣
∣
∣ . (89)

где ah,g — точка пересечения прямой, содержащей h и g и абсолюта, ψh,g — гиперболические
углы точек h и g. Имеют место соотношения:

ρ(h,O∞) = ρ(h,A) =∞, A ∈ Reh.

В заключение этого параграфа рассмотрим свойства гиперболической версии функции
Жуковского:

Z(h) ≡
1

2

(

h+
1

h

)

,

которую следует отнести к классу дробно-рациональных преобразований PR(2, H). Эта
функция, как и функция Жуковского на C, двукратно накрывает плоскость двойной пе-
ременной, однако она имеет 4 точки ветвления {±1,±j}, а не две, как в комплексном
случае.

11Здесь мы временно пользуемся исходным базисом {1, j}.
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Рис. 19: Реализация геометрии Лобачевского на двойных числах.

1

j

-1

−j

t

x

Рис. 20: Функция Z(h).

В каждом клине внешность и внутренность единичной гиперболической окружности
отображается на весь клин. При этом обратная функция будет двузначной, ее риманова
поверхность получится склеиванием двух копий двойной плоскости с разрезами вдоль
лучей [±1;±∞) и [±j;±j∞) (рис. 21).

8 Гиперболические спиноры S(H)
Определим гиперболические спиноры как 2-мерное линейное векторное пространство над
алгеброй H, оснащенное антисимметричной метрикой:

〈ξ, ζ〉 ≡ ∗(ξ ∧ ζ), ξ, ζ ∈ S(H).

Рассматривая эту конструкцию в изотропном базисе, имеем очевидный изоморфизм:

S(H) ∼ S(R)×S(R), (90)

где S(R) — 2-мерное линейное пространство вещественных спиноров. Группой изометрии
метрики 〈 , 〉 является группа SL(2, H) матриц над Hс единичным определителем. Имеет
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×4

Рис. 21: Риманова поверхность Z−1(h).

место очевидная цепочка включений:

SL(2, H) ⊃ SU(2, H) ⊃ SO2(R), (91)

где SL(2, H)∼ SL(2,R)× SL(2,R)) – 6-параметрическая группа h-унимодулярных преобра-
зований:

M = A1e1 + A2e2, detA1 = detA2 = 1;

SU(2, H) — 3-параметрическая группа H-унитарных преобразований12, изоморфная
SL(2,R):

M = Ae1 + (A
T)−1e2, detA = 1;

SO2(R) — 1-параметрическая группа евклидовых вращений:

M = R(e1 + e2), RRT = 1.

Рассмотрим теперь векторное пространство эрмитовых спиноров валентности (1, 1):

E(H) ≡ S(S(H)⊗ S̄(H)).

Его произвольный элемент K ∈E(H) можно записать в следующем виде:

K

(
T +X Y + jU

Y − jU T −X

)

, T,X, Y, Z ∈ R.

Пространство E(H) можно рассматривать как линейное 4-мерное представление группы
изометрии SL(2, H):

K 7→ K ′ =M ∙K ∙M †. (92)

Выпишем систему инвариантов пространства E(H), вид которых легко устанавливается
из закона (92) и известных свойств матриц:

detK = T 2 + U2 −X2 − Y 2, M ∈ SL(2, H),

TraceK = 2T, M ∈ SU(2, H),

ImK = U〈 , 〉, M ∈ SO2(R).

Таким образом, мы имеем следующую диаграмму гомоморфизмов гиперболических спи-
норных групп:

SL(2, H) −−−→ SU(2, H) −−−→ SO2(R)

4:1



y



y4:1



y4:1

SO(2, 2) −−−→ SO(1, 2) −−−→ SO2(R)

(93)

12Эта группа оставляет инвариантной H-эрмитову форму (ξ, ζ)= ξ̄1ζ1+ ξ̄2ζ2
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Здесь горизонтальные стрелки обозначают редукцию на подгруппу, а вертикальные —
гомоморфизмы спинорных групп на пространственно-временные.
Мы видим, что гиперболические спиноры являются эффективным языком описания

геометрии симметричного пространства-времени с сигнатурой (+,+,−,−). Это простран-
ство возникает в некоторых аналитических решениях ОТО, а группа SO(2, 2) исследуется
в ряде моделей деформационного квантования. Хорошо известно, что эта группа явля-
ется конформной группой 2-мерного пространства-времени Минковского [28]. Отметим
здесь, что 4-кратное накрытие пространственно-временных групп спинорными группами
непосредственным образом связано со свойствами алгебры двойных чисел: в отличие от
комплексного случая уравнение x2=1 имеет не два корня ±1, а четыре: ±1,±j. Суще-
ствует и чисто топологическое объяснение 4-кратности накрытия. Группа SO(2, 2) содер-
жит внутри себя два независимых евклидовых вращения и четыре независимых лорен-
цевых буста. Поскольку пространство бустов топологически тривиально, все нетривиаль-
ные топологические свойства обусловлены евклидовыми вращениями. Другими словами,
SO(2, 2)≈R4×S1×S1, поэтому, в частности, π1(SO(2, 2))∼ π1(S1×S1)=Z⊕ Z. Фактори-
зуя Z⊕Z по четности, приходим к фактор-группе Z2⊕Z2, содержащей четыре элемента, ка-
ждый из которых отвечает за свою компоненту гомоморфизма в (93). Можно сказать, что
гиперболическая спинорная структура «чувствует» четность элементов фундаментальной
группы.
Отметим, что гомоморфизмы (93) хорошо известны и были получены различными

способами, однако, по всей видимости, спинорный подход позволяет выявить их факт
наиболее прямым и простым способом.

9 h-голоморфные функции двойной переменной
Перейдем к определению класса голоморфных функций Hol(H). Свойство обычной диф-
ференцируемости функции двух переменных в некоторой точке, записанное в терминах
пары независимых двойных переменных h и h̄, имеет вид:

ΔF = AΔh+BΔh̄+ o(Δh) + o(Δh̄) (94)

или в изотропном базисе:

ΔF = (A1Δh1 +B1Δh2 + o(Δh1) + o(Δh2))e1 + (A2Δh2 +B2Δh1 + o(Δh1) + o(Δh2))e2.

Здесь мы определяем o(h)≡ o(h1)e1+ o(h2)e2, где символ o-малое в последнем выражении
справа имеет смысл, общепринятый в вещественном анализе.
Определим класс Hol(H) h-голоморфных (в точке) функций условием B=0 в (94). При

этом мы приходим к следующему выражению для приращения функции голоморфной
функции:

ΔF = AΔh+ o(Δh) + o(Δh̄) =

= (A1Δh1 + o(Δh1) + o(Δh2))e1 + (A2Δh2 + o(Δh2) + o(Δh1))e2.
(95)

С учетом доопределения операции деления с помощью (82), мы можем записать условие
h-голоморфности в точке h0 с помощью формальной частной производной:

∂F

∂h̄
(h0) = 0, (96)

где
∂

∂h
=
1

2

(
∂

∂t
+ j

∂

∂x

)

=
∂

∂h1
+

∂

∂h2
;

∂

∂h̄
=
1

2

(
∂

∂t
− j

∂

∂x

)

=
∂

∂h2
+

∂

∂h1
. (97)
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При этом частная производная в (96) понимается как предел:

lim
|Δh̄|2→0

ΔF

Δh̄
, (98)

где |h|2≡ |h1|+ |h2| — норма прямой суммы 1-мерных вещественных евклидовых норм.
Функцию F , голоморфную в каждой точке некоторой открытой области D⊆H, будем
называть голоморфной в области D и отмечать этот факт так: F ∈Hol(D). С учетом (97)
производную (96) можно расписать в компонентах следующим образом:

0 =
∂F

∂h̄
=
∂F1

∂h2
e1 +

∂F2

∂h1
e2, (99)

откуда приходим к следующему общему виду h-голоморфной функции двойной перемен-
ной в изотропном базисе:

F = F1(h1)e1 + F2(h2)e2, (100)

где Fi — дифференцируемые функции вещественной переменной.
Таким образом, мы приходим к заключению, что класс h-голоморфных функций устро-

ен как декартов квадрат вещественно-дифференцируемых функций одной переменной:

Hol(H) ∼ C1(R)× C1(R).

Это обстоятельство означает, что голоморфные функции двойной переменной устроены
проще, чем голоморфные функции комплексной переменной. В частности, на двойной
плоскости нет тождества голоморфности и аналитичности13. Тем не менее, далее мы уви-
дим, что значительная часть свойств комплексных голоморфных функций формально вос-
производится и их h-голоморфными аналогами. Перейдем к установлению этих свойств.

9.1 Гиперболические условия Коши-Римана

Уравнение (99) по существу представляет гиперболические условия Коши-Римана в изо-
тропном базисе. Переходя к стандартному базису {1, j}, с учетом (97) получаем для функ-
ции F =U + jV :

F,h̄ = 0⇒ U,t − V,x + j(V,t − U,x) = 0⇒ U,t = V,x; U,x = V,t. (101)

— гиперболические условия Коши-Римана, выражающие свойство h-дифференцируемости
в базисе {1, j}. Они отличаются знаком от стандартных условий Коши-Римана на C.

9.2 h-гармонические функции

Применяя оператор ∂h к уравнению ∂h̄F =0 комплексной дифференцируемости, получаем
дифференциальное следствие

∂2

∂h∂h̄
F = 0, (102)

13Пример аналитической, но не голоморфной функции двойной переменной представляет собой лю-
бой сходящийся ряд вида

∑
m,n cmnh

mh̄n. Нетрудно построить пример голоморфной и не аналитической

функции, опираясь на классический пример e−1/x
2

из вещественного анализа. Соответствующая гипер-
болическая версия этой функции имеет вид:

Θ(h) ∙ e−1/h
2

≡ θ(h1)e
−1/h21e1 + θ(h2)e

−1/h22e2.
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которому удовлетворяет всякая h-голоморфная функция. Из (97) следует, что оператор
∂h∂h̄ вещественный, и что он с точностью до числового множителя совпадает с 2-мерным
волновым оператором (который можно было бы назвать «гиперболическим лапласиа-
ном»):

4
∂2

∂h∂h̄
≡ �2. (103)

Отсюда, в свою очередь, следует, что компоненты h-голоморфной функции в любом базисе
удовлетворяют волновому уравнению:

∂F

∂h̄
= 0⇒ 22F1 = 22F2 = 0. (104)

Множество ker�2 мы будем называть h-гармоническими функциями, а h-гармонические
функции F1 и F2, являющиеся компонентами некоторой h-голоморфной функции есте-
ственно называть сопряженными h-гармоническими функциями. Рассмотрим произволь-
ную h-гармоническую функцию U(t, x) в переменных t, x, в которых �2≡ ∂2t − ∂

2
x. По из-

вестной теореме математической физики ее всегда можно представить как сумму произ-
вольных дважды дифференцируемых функций опережающего и запаздывающего аргу-
ментов:

U = Φ+(t+ x) + Φ−(t− x).

Условия (101) приводят к системе дифференциальных уравнений на h-гармонически со-
пряженную функцию V в базисе {1, j}:

V,t = U,x = Φ
′
+ − Φ

′
−; V,x = U,t = Φ

′
+ + Φ

′
−. (105)

Условия интегрируемости этой системы уравнений: �2U =0 выполняются тождественно,
а сама система интегрируется непосредственно. Результат — функция V, h-гармонически
сопряженная к U, — имеет вид:

V = Φ+ − Φ− + const, (106)

откуда приходим к заключению, что в базисе14 {1, j} всякая h-гармоническая функция
определяет свою h-гармонически сопряженную с точностью до константы.

9.3 Конформное свойство

Всякую h-голоморфную функцию можно рассматривать как отображение (деформацию)
H→H. Ввиду соотношений: dF =F ′ dh, dF̄ = F̄ ′ dh̄, в изотропном базисе мы имеем:

Ξ = dh⊗ dh̄
F
→ Ξ̃ = ‖F ′‖2Ξ. (107)

— конформный закон преобразования метрики. Из него непосредственно следует сохра-
нение гиперболических углов между любой парой направлений в точке h, в которой
‖F ′‖2 6=0, а также сохранение изотропных направлений, вдоль которых ‖dh‖2=0. След-
ствием последнего обстоятельства является сохранение конформной структуры H:

F (Con(h)) = Con(F (h)) (108)

для всех h∈H и F ∈Hol(H). Свойство (108) мы уже неоднократно наблюдали на рассмо-
тренных ранее конкретных примерах.

14Этот результат будет также справедлив и для любого другого неизотропного базиса. В самом же изо-
тропном базисе есть два уточнения: во-первых, не всякая h-гармоническая функция может быть компонен-
той некоторой h-голоморфной функции, во-вторых, в случае, когда может, она не определяет однозначно
вторую компоненту.
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10 Теорема и формула Коши

Остановимся на гиперболической версии интегральных теоремы и формулы Коши. Пре-
жде всего, определим интеграл от непрерывной функции двойной переменной по кусочно-
гладкой регулярной кривой Γ⊂H. Очевидно, что значение этого интеграла (двойное чи-
сло!) не зависит от выбора алгебраического базиса, поэтому дадим определение интеграла
в изотропном базисе, в котором оно будет математически наиболее простым:

∫

Γ

F dh ≡






∫

π1(Γ)

F1 dξ1




 e1 +






∫

π2(Γ)

F2 dξ1




 e2, (109)

где πi (i=1, 2) — проекции на оси изотропной системы координат.
Предположим теперь, что функция F h-голоморфна и интегрирование в (109) произ-

водится по замкнутому контуру. В этом случае проекции πi(Γ) также будут замкнутыми
контурами на R и в силу известных свойств аддитивности и антисимметричности обыч-
ного вещественного интеграла, мы будем иметь:

∮

π1(Γ)

F1(ξ1) dξ1 = 0;

∫

π2(Γ)

F2(ξ2) dξ1 = 0 (110)

для дифференцируемых (и даже просто непрерывных) функций F1(ξ1) и F2(ξ2). Таким
образом, из (109)-(110) для h-голоморфных функций имеет место гиперболическая инте-
гральная теорема Коши:

∮

Γ

F dh = 0 для всякой F ∈ Hol(H). (111)

С помощью языка комплексных дифференциальных форм формула (111) доказывается
еще быстрее: ∮

Γ

F (h) dh =

∫

Int(∂−1Γ)

Fh̄ dh̄ ∧ dh = 0

с учетом (96).
На самом деле, область применимости формулы (111) существенно выходит за рамки

h-дифференцируемых функций. Пусть у функции F есть особая точка (a1, a2), характери-
зующаяся пересечением пары особых линий15. Перейдем от исходного интеграла (который
теперь в обычном смысле может не существовать) к регуляризованному:

∮

Γ

F dh→
∮

Γε

F dh =






∫

π1(Γ)\a1ε

F1 dξ1




 e1 +






∫

π2(Γ)\a2ε

F2 dξ1




 e2, (112)

15В изотропном базисе все особенности функции F двойной переменной сводятся к особенностям ее
вещественных компонент F1 и F2. Пусть a1 — изолированная особая точка F1 и a2 — изолированная
особая точка F2 (точки разрыва первого или второго рода). Тогда подмножество H вида (a1, x)x∈R и
(t, a2)t∈R — особые линии F (прямые), а их точка пересечения — особая точка F. Если F1 и F2 имеют
множество особых точек, числом N1 и N2 соответственно, то функция F будет иметь множество особых
прямых числом N1 + N2 и множество особых точек числом N1N2. Далее в тексте мы ограничиваемся
случаем одной особой точки и парой особых линий. Более общий случай рассматривается аналогично.
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где aiε — стандартная ε-окрестность ai. Интеграл (112) хорошо определен и равен нулю,
независимо от ε, поскольку любой участок вещественной оси проходится проекцией за-
мкнутого контура равное число раз в прямом и обратном направлении. Отсюда следует,
что ∮

Γ

F dh = lim
ε→0

∮

Γε

F dh = 0 (113)

и при наличии особых точек у функции F.
Из (113), в частности, следует, что

∮

Γ

(h− h0)
2n+1 dh = 0, n ∈ Z;

∮

Γ

(abs(h− h0))
α dh = 0, α ∈ R, (114)

где abs(h)≡ |h1|e1+ |h2|e2. Также для h-голоморфной функции F без особых точек имеем
тождество: ∮

Γ

F (h)

h− h0
dh = 0, (115)

выражающее гиперболическую версию интегральной теоремы Коши.
Следует отметить, что формулы (113)-(115) получены с помощью определенной (воз-

можно, в каком-то смысле наиболее естественной) процедуры регуляризации, которую
далее мы будем называть изотропной регуляризацией. Рассмотрим другую процедуру ре-
гуляризации, связанную с вычислениями интегралов в гиперболической полярной системе
координат (полярная регуляризация). Предположим, что точка h0 лежит внутри контура
Γ в (115). В силу интегральной теоремы Коши (111) интеграл слева в (115) не зависит
от выбора контура интегрирования в классе гомотопных контуров. Деформируем Γ→Sr,
где Sr(h0) — (евклидова) окружность радиуса r с центром в точке h0, при этом интеграл
(115) не зависит от радиуса этой окружности (см. рис. 22).

Im (h− h0)

Re (h− h0)

Γ

Sr(h0)

h0

Рис. 22: К выводу интегральной теоремы Коши на плоскости двойной переменной.

В результате будем иметь:
∮

Γ

F (h)

h− h0
dh =

∮

Sr(h0)

F (h)

h− h0
dh. (116)

Сделаем теперь замену переменной: hh0+ J%(r, ψ)ejψ, где функция %(r, ψ)ejψ = rf(ψ)ejψ

является полярно-параметрическим заданием евклидовой окружности Sr(0) в терминах
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гиперболической полярной системы координат16. При этом нам потребуется лишь только
однозначность функции f. Переходя к интегрированию по ψ, получаем: h−h0= Jrf(ψ)ejψ,
dh= Jr(df + jf dψ)ejψ, а сам интеграл Коши принимает вид:

∮

Sr(h0)

F (h)(d ln f + j dψ).

Используя независимость интеграла от r и переходя в нем к пределу при r→ 0, получаем:
∮

Sr(h0)

F (h)(d ln f + j dψ) = lim
r→0

∮

Sr(h0)

F (h)(d ln f + j dψ) = F (h0)

∫

Ψ

(d ln f + j dψ).

Интеграл от первого слагаемого равен нулю в силу однозначности функции ln f. Таким
образом, приходим к следующей формуле гиперболической версии интегральной формулы
Коши: ∮

Γ

F (h)

h− h0
dh = jF (h0)

∫

Ψ

dψ.

В обычном смысле интеграл, полученный справа, расходится. Однако ему можно придать
смысл, вводя формальную величину πH размера гиперболического пространства напра-
влений по формуле:

πH ≡
∫

R

dψ. (117)

С учетом ориентации кусков R в Ψ (см. рис. 5), получаем:
∫

Ψ

dψ = πH − πH + πH − πH = 0, (118)

что вопроизводит результат (интегральную теорему Коши), полученный выше в изотроп-
ной регуляризации.
Формула (118) теперь однако подсказывает, как нужно модифицировать контур, чтобы

получить более содержательный аналог стандартной формулы Коши. Рассмотрим замкну-
тый контур Γr вида, представленного на рисунке 23.
Этот контур состоит из двух дуг произвольных кусочно-гладких простых кривых, ле-

жащих в областях |t− t0| ≥ |x− x0| и опирающихся своими концами на компоненты конуса
Con(h0), отрезков этого конуса, и пары двух дуг евклидовой окружности радиуса r с цен-
тром в h0, опирающихся на компоненты конуса Con(h0). Интеграл типа Коши по контуру
Γr равен нулю в том же обобщенном смысле, что и (118), ввиду того, что контур Γr явля-
ется гомотопией исходного контура Γ в области голоморфности функции F (h)/(h−h0).
Теперь имеем

0 =

∮

Γr

F (h)

h− h0
dh =

∮

Sr(h0)

F (h)

h− h0
dh+

∮

Γ′r

F (h)

h− h0
dh, (119)

где Γ′r≡Γr \Sr(h0). Вводя на Sr(h0) гиперболическую полярную систему координат, по-
вторяя предыдущие рассуждения и используя свойства функции f(ψ) (ее четность по ψ),
задающей полярное уравнение евклидовой окружности, получаем

lim
r→0

∮

Sr(h0)

F (h)

h− h0
dh = −2jπHF (h0), (120)

16Явный вид функции f таков: f =1/
√
cosh2 ψ+ sinh2 ψ.
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Γr
Sr(h0)

h0

Re (h− h0)

Im (h− h0)

Рис. 23: К выводу интегральной теоремы Коши на плоскости двойной переменной: контур Γr.

откуда из (119) получаем более прямой гиперболический аналог формулы Коши:

F (h0) =
1

2πHj

∮

Γ0

F (h)

h− h0
dh, (121)

где контур Γ0= lim
r→0
Γ′r. По своему виду полученная формула формально вполне эквива-

лентна стандартной формуле (41) с заменой размера пространства евклидовых напра-
влений 2π на размер пространства гиперболических направлений 2πH в паре клиньев с
одинаковым знаком hh̄. Величину πH можно считать «фундаментальной константой» гео-
метрии двойных чисел. При вычислениях с этой константой надо аккуратно учитывать ее
свойства и использовать надлежащую процедуру регуляризации выражений.

Пример. В качестве примера проиллюстрируем работу формулы Коши путем явного вычи-
сления интеграла по контуру Γ1.

Re(h− h0)

Im(h− h0)

h0

Γ1

Рис. 24: К выводу интегральной теоремы Коши на плоскости двойной переменной: контур Γ1.

Имеем
1

πHj

∮

Γ1

F (h)

h− h0
dh =

1

πHj

∮

Γ1

F (h)− F (h0)
h− h0

dh+
F (h0)

πHj

∮

Γ1

dh

h− h0
. (122)
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Подынтегральное выражение в первом интеграле — голоморфная функция в области, ограничен-
ной контуром Γ1 и на нем самом, поэтому этот интеграл обращается в нуль. На верхней компо-
ненте конуса Con(p0) выберем в качестве переменной интегрирования переменную t ∈ [t0+ τ1, t0],
а на нижней — переменную t ∈ [t0, t0 + τ2], где τ1, τ2 — абсциссы концевых точек криволинейной
части контура Γ1 (соответственно верхнего и нижнего концов) в системе координат с началом в
точке h0. Таким образом, интегралы по компонентам конуса дают следующий вклад:

F (h0)

πHj




t0∫

t0+τ1

(1 + j) dt

(1 + j)(t− t0)
+

t0+τ2∫

t0

(1− j) dt
(1− j)(t− t0)





F (h0)

πHj
(ln 0− ln τ1 + ln τ2 − ln 0) =

F (h0)

πHj
ln(τ2/τ1) = 0.

В предпоследнем равенстве было учтено сокращение двух одинаковы логарифмически сингуляр-
ных членов, а в последнем учтено «свойство бесконечности» фундаментальной константы πH .

Таким образом, вклад в интеграл Коши дает только участок Γ′ контура между компонентами
конуса Con(h0). Переходя к полярной системе координат с центром в точке h0 получаем:

F (h0)

πHj

∫

Γ′

dh

h− h0
=
F (h0)

πHj

∫

R

(d ln %+ dψ).

Интеграл от первого слагаемого дает нуль в силу того, что на концах контура Γ′ %=0. Интегрируя
второе слагаемое с учетом (117), приходим к результату F (h0), что и утверждает гиперболическая
формула Коши.

11 Теория гиперболического потенциала на H

В этом разделе мы опишем теорию гиперболического потенциала (h-поля), которая стро-
ится аналогично теории комплексного потенциала и опирается на перечисленные выше
аналитические и геометрические свойства h-голоморфных функций. Картины полей, кото-
рые получаются в этом случае, имеют пространственно-временную природу. Надлежащая
физическая интерпретация этой картины приводит к необходимости расширения специ-
альной теории относительности: в разделе 13 мы опишем его подробно (мы будем на-
зывать его конформной теорией относительности). А пока займемся изучением фор-
мальных свойств гиперболических полей простых источников. Как и в комплексном слу-
чае будем ассоциировать вещественную часть U этой функции c потенциалом поля (h-
потенциальная функция), а мнимую часть V c функцией тока этого поля17. Другими
словами, как и в комплексном случае, линии U = const являются эквипотенциальными ли-
ниями h-поля, а линии V = const совпадают с линиями тока этого поля. Эти семейства
линий взаимно-ортогональны18:

OU ? OV = U,tV,t − U,xV,x = U,tU,x − U,xU,t = 0 (123)

(здесь ? — скалярное произведение в 2-мерной метрике Минковского Ξ) и каждая из функ-
ций U и V удовлетворяет волновому уравнению (104) в силу гиперболических условий
Коши-Римана.

17Теперь будет полезным держать в голове гидродинамическую интерпретацию комплексного потенци-
ала [11].
18Теперь можно сформулировать геометрический критерий h-сопряженности пары h-гармонических

функций: такие функции имеют равные по (гиперболическому!) модулю и псевдоортогональные гради-
енты.



Д.Г. Павлов, С.С. Кокарев Алгебра, геометрия и физика двойных чисел 125

Определим напряженность u h-поля по формуле:

u = ut + jux = −
dF

dh
= −

dF̄

dh̄
= −U,t + jU,x, (124)

которую можно рассматривать как гиперболическую форму представления для вектор-
ного поля градиента функции U относительно псевдоевклидовой метрики. Формула (124)
получается с учетом соотношений (97) и условий Коши-Римана (101).
В силу соотношения u= u(h̄) (антиголоморфность напряженности), вытекающего из

определения (124), с учетом (97) приходим к следующему тождеству:

∂u

∂h
=
1

2
[ut,t + ux,x + j(ut,x + ux,t)] = 0, (125)

которое эквивалентно двум тождествам:

divh u ≡ ut,t + ux,x = 0; roth u ≡ ut,x + ux,t = 0, (126)

выражающим соответственно h-соленоидальность и h-потенциальность гиперболическо-
го поля19. Отметим, что условие h-потенциальности вытекает из коммутативности вторых
частных производных гладкой скалярной функции, а условие соленоидальности эквива-
лентно волновому уравнению 2U =0, которое выполняется автоматически, если потенциал
U является вещественной частью некоторой h-голоморфной функции.
Рассмотрим теперь интеграл

Ω[u, γ] =

∫

γ

u dh̄ =

∫

γ

ut dt− ux dx+ j
∫

γ

ux dt− ut dx = Υ[u, γ]− jΦ[u, γ] (127)

по некоторому пути γ. Его вещественную часть Υ[u, γ] назовем циркуляцией поля u вдоль
пути γ, а величину Φ[u, γ], противоположную мнимой части, назовем потоком поля u че-
рез кривую γ. С учетом определения (124) и гиперболических условий Коши-Римана для
этих величин получаются следующие выражения через приращения компонент комплекс-
ного потенциала:

Υ[u, γ] = −δγU ; Ξ[u, γ] = −δγV, (128)

которые можно рассматривать как иллюстрирующие физический смысл компонент ком-
плексного h-потенциала F (h).

11.1 Поле гиперболического точечного источника

Рассмотрим h-потенциал вида
F (h) = −q lnh, (129)

который является очевидным гиперболическим вариантом кулоновского потенциала (49).
Напряженность поля, которая ему соответствует, вычисляется по формуле (124) и имеет
вид:

u =
q

h̄
=

qh

|h|2
= q

(
t

t2 − x2
+ j

x

t2 − x2

)

. (130)

Любопытным новым обстоятельством является разница в областях определения формулы
(129) и (130): первая задает h-потенциал лишь в первом клине, в то время как вторая

19Отметим, что гиперболическое условие потенциальности по существу совпадает с евклидовым (ра-
венство нулю внешнего дифференциала 1-формы ũ = (ut,−ux) — в такой форме оно вообще никак не
связано с метрикой), в то время как условие соленоидальности отличается от евклидового знаком одного
из слагаемых (это связано с сигнатурой 2-мерной метрики Минковского).
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корректно определена во всех 4-х клиньях двойной плоскости. Алгебраическое объяснение
этого обстоятельства заключается в том, что логарифм от двойного числа, взятого из 2,3
или 4 клиньев можно формально представить в виде lnh+ ln J, где h — некоторое двойное
число из первого клина, J — один из знаковых множителей, определенных в (63). При
этом ln J — это некоторая алгебраическая константа20, которая при дифференцировании
«стирается» из конечного выражения (130). Силовые линии гиперболического точечного
источника — это радиальные прямые с ψ= const, а эквипотенциальные линии — гиперболы
%= const. Картина силовых линий во всех 4-х клиньях представлена на рисунке 25.

t

x

Рис. 25: Схематическая картина силовых линий гиперболического точечного источника. Поле
постоянно по абсолютной величине на гиперболических окружностях (евклидовых гиперболах).
На конусе Con(0) поле имеет особенность, а в соседних клиньях меняет свой характер (источник
или сток).

По формулам (128) получаем для гиперболических циркуляции и потока выражения:

Υ[u, C] = 0; Φ[u, C] = πHq (131)

для контура, представленного на рис. 24 или гомотопных ему. Формулы (131) выражают
гиперболическую потенциальность и гиперболическую теорему Гаусса для поля u.

11.2 h-дуальная интерпретация

Дуальная интерпретация точечного гиперболического источника получается переходом
от потенциала F (h) в (129) к потенциалу jF (h). При этом для нового дуального поля b
получается выражение:

b = j
dF̄

dh̄
= −

qj

h̄
= −q

x+ jt

t2 − x2
. (132)

Поле b является гиперболическим аналогом точечного вихря. Его силовые линии — ги-
перболы — показаны на рисунке 26.
Как и в комплексном случае векторное поле b оказывается ортогональным полю u по

отношению к псевдоевклидовой метрики.
По формулам (128) получаем для гиперболических циркуляции и потока поля B вы-

ражения:
Φ[b, C] = 0; Υ[b, C] = πHq. (133)

для контура, представленного на рис. 24 или гомотопных ему. Формулы (133) выражают
гиперболическую соленоидальность и гиперболический аналог закона полного тока для
поля b.
20Отметим, что она не лежит в алгебре H.
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t

x

Рис. 26: Силовые линии точечного вихря. Ориентация линий — общая для всех 4-х клиньев
(против часовой стрелки).

11.3 h-вихреисточник

По аналогии с комплексным случаем можно объединить две предыдущие ситуации в од-
ну, вводя в рассмотрение концепцию гиперболического вихреисточника с комплексным
зарядом Q= q− jm. Потенциал принимает вид:

F (z) = −Q lnh = −q ln %+mψ − j(−m ln %+ qψ). (134)

Такой потенциал наиболее естественно интерпретировать в рамках дуально-симметричной
гиперболической теории поля, в которой гиперболические электрические и магнитные за-
ряды и токи присутствуют на «равных правах». Уравнение для силовых линий такого
поля получается из (134) приравниванием мнимой части константе:

m ln %+ qψ = C ⇔ (t2 − x2)e−(2q/m)Arcth(x/t) = C, (135)

или после некоторых простых преобразований:

(t+ x)1−α(t− x)1+α = const, (136)

где α= q/m. Картина силовых линий для α=− 2 показана на рис. 27
По формулам (128) получаем для гиперболических циркуляции и потока дуально-

симметричного поля u выражения:

Υ[u, C] = −πHm; Φ[u, C] = πHq (137)

для контура, представленного на рис. 24 или гомотопных ему. Формулы (137) выража-
ют гиперболическую теорему Гаусса и гиперболический аналог закона полного тока для
дуально-симметричного поля u.

11.4 Гиперболический цилиндр в постоянном поле

Рассмотрим гиперболический аналог проводящего цилиндра в постоянном поле u0. Эта
задача описывается потенциалом

F (h) = −2u0RZ(h/R) = −u0(h+R
2/h), (138)

где R — постоянный гиперболический радиус цилиндра. Напряженность поля в окрестно-
сти такого цилиндра будет даваться формулой:

u = u0 −
u0R

2

h̄2
= u0 − u0R

2

(
t2 + x2

(t2 − x2)2
− j

2tx

(t2 − x2)2

)

. (139)

Линии напряженности поля u, которые можно получить из силовой функции в (138),
представлены на рисунке 28.
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Рис. 27: Силовые линии точечного вихреисточника (семейство спиралей Архимеда) для
q/m=− 2. Линии исходят из центра во втором и четвертом координатных клиньях, и сходят-
ся к центру в первом и третьем клиньях.

11.5 h-мультиполя

По аналогии с комплексным случаем определим с помощью индуктивной формулы

Fn(h) =
Q(n)

Q(n−1)
dFn−1

dh
= (−1)n+1

Q(n)

hn
− (−ε)nεQ

|Q(n)|e−j(nψ−δn)

%n
, (140)

потенциал точечного гиперболического 2(n− 1)-мультиполя с мощностью Q(n). Здесь

|Q(n)|=
√
|(Q(n)e )2− (Q

(n)
m )2|, δn=ArthQ

(n)
m /Q(n)e , ε и εQ — знаковые множители для h и

комплексного заряда Q соответственно. Уравнение для силовых линий имеет в полярных
координатах вид.

% = C n
√
sinh(nψ − δn) (141)

Вид силовых линий для n=2, 3 показан на рисунке 29.

12 2-мерная СТО
В настоящем разделе мы покажем, что алгебра двойных чисел является естественной и
самодостаточной для изложения фактов 2-мерной СТО. Несмотря на некоторую (кажущу-
юся!) искусственность такого рассмотрения, оно во многих отношениях полезно и поучи-
тельно. В частности, оно оттеняет алгебраический аспект псевдоевклидовой геометрии и
геометрические аспекты алгебры двойных чисел и представляет собой естественную осно-
ву для дальнейших обобщений.

12.1 2-мерное пространство-время и векторные операции в нем

Будем отождествлять элементы H с точками-событиями 2-мерного пространства-времени
МинковскогоM1,1. Таким образом, с каждым элементом h∈H мы ассоциируем 2-мерный
радиус-вектор h= t+ jx. Элементы H как элементы алгебры образуют 2-мерное веще-
ственное линейное пространство. Рассмотрим пару элементов h1= t1+ jx1 и h2= t2+ jx2
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Рис. 28: Силовые линии в окрестности гиперболического цилиндра (две крайних гиперболы слева
и справа) радиуса R=1, помещенного в однородное силовое поле u0=1.

и комплексно-значную полуторалинейную форму на них:

h1 ∙ h̄2 = t1t2 − x1x2 + j(t2x1 − t1x2). (142)

Очевидно, что такая форма, с одной стороны, полностью определяется средствами алге-
бры H, с другой — определяет вещественные симметричное h1 ? h2 и антисимметричное
(косое) h1×h2 скалярные произведения по формулам:

h1 ? h2 ≡ Re(h1h̄2); h1 × h2 ≡ −Im(h1h̄2). (143)

Симметричное произведение21, как это уже отмечалось выше, является 2-мерным вариан-
том псевдоевклидовой метрики Минковского, а антисимметричное — 2-мерным вариантом
векторного произведения, которое теперь является (псевдо)скаляром и отвечает за геоме-
трию ориентированных объемов (т. е. площадей) пространстваM1,1.

12.2 Алгебра изометрий

Группы изометрий Iso? и Iso× билинейных форм (143) хорошо известны22: первая предста-
вляет собой 2-мерную группу Лоренца Lor(1,1) вторая — группу унимодулярных преобра-
зований SL(2,R). Рассмотрим произвольный (невырожденный) внутренний автоморфизм
алгебры H, порождаемый умножениями h 7→ h′=α ∙h, где α=α1+ jα2 ∈H и запишем его
в матричном виде: (

t′

x′

)(
α1 α2
α2 α1

)(
t
x

)

. (144)

Далее непосредственной проверкой убеждаемся в справедливости формул:

(αh1) ? (αh2) = (α
2
1 − α

2
2)h1 ? h2; (αh1)× (αh2) = (α

2
1 − α

2
2)h1 × h2.

21Мы оставляем обычную точку ∙ за операцией умножения в алгебре H.
22Мы игнорируем трансляции. Их включение приводит к группам Пуанкаре P(1,1) и аффинно-

унимодулярной группе SAff(2,R)
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Рис. 29: Силовые линии гиперболического h-поля в окрестности точечного гиперболического
диполя и квадруполя с единичной мощностью, ориентированного вдоль вещественной оси.

Отсюда с учетом (144) следует важное равенство:

Iso? = Iso× ∩ Autint(H),

где Autint(H) — группа внутренних автоморфизмов алгебры H, порожденная умноже-
ниями на невырожденные элементы. Отметим, что наличие метрики, ассоциированной с
косым произведением, позволяет интерпретировать элементы H как вещественные спино-
ры.
Матрица преобразования в (144), описывающая внутренние автоморфизмы умноже-

ний алгебры H, обладает свойством симметрии при ее транспонировании как относитель-
но главной, так и относительно побочной диагонали. Назовем такую матрицу абсолют-
но симметричной. Из тривиального равенства α1 ∙α2=α3 ∈H, выражающего алгебраиче-
скую замкнутость H, следует, что абсолютно симметричные матрицы образуют группу
относительно матричного умножения. Эта группа представляет собой прямое произве-
дение R \ 0×Lor(1, 1) и, помимо преобразований Лоренца, включает в себя однородные
дилатации: h 7→ λh, λ∈R. В дальнейшем для краткости мы будем обозначать эту группу
Cn(1, 1) и называть ее однородной конформной группой на H. Очевидно, что инвариант-
ными геометрическими объектами для этой группы будут конуса Con(h), h∈H.
Рассмотрим теперь дискретные преобразования H: h= t+ jx 7→ σih следующих неза-

висимых типов:
σth ≡ −t+ jx; σxh ≡ t− jx; σI ≡ x+ jt. (145)

Очевидно, что на алгебраическом языке эти операции записываются следующим образом:

σxh = h̄; σth = −h̄; σI = j ∙ h,

откуда видно, что лишь операция σI допускает представление (144).

12.3 Коалгебра H∗

Рассмотрим алгебру H∗, двойственную к H, элементами которой служат линейные функ-
ционалы (1-формы, ковекторы) над H. Введем обозначение ω(h) для значения 1-формы
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ω ∈H∗ на элементе h∈H (это вещественное число). Выбирая базис {1∗, j∗} в алгебре H∗

дуальным к базису {1, j} в H, будем иметь систему соотношений23:

1∗(1) = 1; 1∗(j) = 0; j∗(1) = 0; j∗(j) = 1. (146)

Тогда значение произвольной 1-формы ω=T1∗+Xj∗ на элементе h= t+ jx будет равно:

ω(h) = Tt+Xx. (147)

Имея в распоряжении две невырожденные метрики, ассоциированные с операциями ? и
×, можно ввести два отображения сопряжения H→H∗ по формулам:

h 7→ h? ∈ H∗ : h?(q) ≡ h ? q; и h 7→ h× ∈ H∗ : h×(q) ≡ h× q. (148)

Будем называть первое сопряжение векторным, а второе — спинорным. В компонентах с
учетом (146) и (148) для произвольного h= t+ jx будем иметь:

Re(h?) = t; Im(h?) = −x; Re(h×) = −x; Im(h?) = t. (149)

Формулы (149) соответствуют известным правилам «жонглирования индексами» с помо-
щью псевдоевклидовой и спинорной метрик в индексном представлении и устанавливают
известные изоморфизмы линейных метризованных пространств с невырожденными ме-
триками.
Коалгебра H∗ так же как и H индуцирует пару операций скалярного произведения: ?

и × соответственно24 по правилам:

ω1?ω2 ≡ Re(ω1ω̄2); ω1×ω2 ≡ −Im(ω1ω̄2), (150)

которые мы будем называть коскалярным и кокосым или коспинорным.
Алгебры H или H∗ взаимно сопряжены, т.е. (H∗)∗=H. Это означает, что элементы

H можно интерпретировать как 1-формы по отношению к элементам H∗. Элементарно
проверяются следующие тождества:

h?1?h
?
2 = h1 ? h2; h×1 ×h

×
2 = h1 × h2; h×1 ?h

×
2 = −h1 ? h2; h?1×h

?
2 = −h1 × h2;

h?1?h
×
2 = −h1 × h2; h?1×h

×
2 = h1 ? h2; h×1 ×h

?
2 = −h1 ? h2; h×1 ?h

?
2 = h1 × h2.

Символически эти правила записываются короче, если определить таблицы сопряжений
с помощью пары элементов {(?), (×)} над парой операций {?,×}:

? :
2 \ 1 (?) (×)
? ? ×
× −× −?

× :
2 \ 1 (?) (×)
? −× −?
× ? ×

(151)

23Теперь, строго говоря, следует различать единицу алгебры 1H ∈H и вещественную единицу 1∈R. В
скобках левых частей соотношений (146) стоят именно единицы алгебры H2, а в правых частях стоят
вещественные единицы из R. В случаях, когда это не приводит к путанице, мы сохраняем обозначение 1
за обеими единицами.
24Их следовало бы обозначить

∗
? и

∗
×, поскольку они определяются между элементами H∗, имеющими

природу, отличную от H. Из контекста в дальнейшем всегда будет ясно, на каких элементах действуют
эти операции и мы для избежания усложнения обозначений используем одни и те же символы.
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12.3.1 Системы отсчета на M2

С позиций стандартной СТО элементы введенной коалгебры H∗ представляют различ-
ные системы отсчета. Более точно, определим класс IR инерциальных систем отсчета
на M1,1 как совокупность элементов подкоалгебры SH∗ по умножению на единичной
гиперболической окружности |ωω̄|=1 на H∗. Эта окружность на H∗ имеет 4 несвязные
компоненты: на двух из них ωω̄=+1, а на двух других ωω̄=− 1. Будем называть подкласс
систем отсчета из первых двух компонент причинным (ему соответствуют системы отсчета
с досветовыми скоростями) и обозначать его IR+, а класс систем отсчета из вторых двух
компонент апричинным (ему соответствуют системы отсчета со сверхсветовыми скоростя-
ми) и обозначать его IR−. Внутри каждого из названных подклассов выделяются еще
по две связные компоненты: в положительных и отрицательных полуплоскостях Imω≷ 0
для IR+ и Reω≷ 0 для IR−. Мы будем обозначать их соответственно IR

↑
+, IR

↓
+, и IR

→
− ,

IR←− и называть положительными-отрицательными и правыми-левыми системами от-
счета. Таким образом, полный класс IR всех инерциальных систем отсчета допускает
следующее разбиение:

IR = IR↑+
⋃
IR↓+

⋃
IR↑−

⋃
IR↓−. (152)

Нетрудно убедиться, что компоненты разбиения получаются из класса IR↑+ положитель-
ных причинных систем отсчета с помощью дискретных операций (145):

IR↓+ = σtIR
↑
+; IR

↑
− = σIIR

↑
+ IR↓− = σxσIIR

↑
+. (153)

Следует отметить, что ввиду формального равноправия всех координатных клиньев на
плоскости H или H∗ разбиение (153) имеет несколько условный смысл.
Рассмотрим теперь «нормальную» (т.е. досветовую и ориентированную в будущее) си-

стему отсчета, взятую из компоненты IR↑+. Ей соответствует некоторый элемент τ ∈H
∗,

который в выбранном нами базисе имеет вид: τ =T1∗+Xj∗, причем его компоненты T и
X удовлетворяют условиям:

T > 0; T 2 −X2 = 1. (154)

Первое условие выражает факт положительной ориентации отсчета времени, второе —
факт его универсального (постоянного) «единичного темпа». Формально последнее связа-
но с единичной нормировкой ковектора τ. Условия (154) автоматически удовлетворяются
параметризацией:

T = coshψ; X = sinhψ, (155)

где параметр ψ имеет геометрический смысл гиперболического угла в гиперболической по-
лярной системе координат и физический смысл известного параметра быстроты (tanhψ =
v, v — пространственная скорость системы отсчета). В компонентах (в параметризации
скорости v) 1-форма τ принимает вид:

τ =
1

√
1− v2

1∗ −
v

√
1− v2

j∗. (156)

Теперь, для заданной системы отсчета τ ∈ H∗ и для любого элемента-события h∈H2 мы
можем определить его временную компоненту hτT по отношению к системе отсчета τ с
помощью простой формулы:

hτT ≡ τ(h). (157)

Для произвольного h= t+ jx с помощью формул (147), (155) и (156) определение (157)
дает временную часть преобразований Лоренца:

hτT ≡
t− vx
√
1− v2

.
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Для вектора Δh=Δt+ j ∙ 0, характеризующего временной интервал в системе покоя не-
которых часов, получаем формулу релятивистского растяжения промежутков времени:

hτT (Δh) = Δt
′ =

Δt
√
1− v2

.

Чтобы перейти к определению пространственных проекций событий, необходимо опреде-
лить единичную 1-форму s из компоненты IR→− , ортогональную τ, т. е. удовлетворяющую
соотношению: s?τ =0. С помощью формул (150) и (156) нетрудно найти ее координатный
вид:

s = −
v

√
1− v2

1∗ +
1

√
1− v2

j∗. (158)

Теперь для пространственной проекции произвольного события h∈H по отношению к
системе отсчета τ с помощью формул (147), (158) мы можем дать следующее определе-
ние:

hτX ≡ s(h) =
x− vt
√
1− v2

, (159)

что дает по существу пространственную часть преобразований Лоренца.
Рассмотрим тождественный линейный оператор Î ≡ 1 ⊗ 1∗+ j ⊗ j∗. Непосредственной

проверкой с помощью формул (156) и (158) можно убедиться в справедливости следую-
щего разложения этого оператора:

Î = τ ? ⊗ τ − s? ⊗ s. (160)

Действуя этим оператором на векторы-события или 1-формы получаем их разложение на
пространственные и временные компоненты:

h = hτT τ
? + hτXs

?; ω = ωτT τ + ω
τ
Xs,

где h∈H, ω ∈H∗ и

hτT ≡ τ(h); hτX ≡ s(h); ωτT ≡ ω(τ ?); ωτX ≡ ω(s?).

Аналогично, вводя разложение единичного оператора в тензорном расслоении T (r,s)(H):

Î⊗(r+s) = (τ ? ⊗ τ − s? ⊗ s)⊗(r+s)

можно всякий тензор на H разложить на пространственно-временные компоненты. На-
пример, метрические тензоры g? и g×, ассоциированные с симметричным и косым произ-
ведениями соответственно имеют следующие представления:

g? = τ ⊗ τ − s⊗ s; g× = τ ∧ s,

которые по существу имеют смысл 2-мерного (диадного) аналога тетрадного описания
величин в СТО и ОТО [32]. Отметим, что специфика 2-мерия заключается в нали-
чии взаимно-однозначного соответствия пространственных и временных элементов диады
{τ, s}.
Рассмотрим пару элементов τ1 и τ2 из H∗, которые параметризуются скоростями v1 и

v2 по формуле (156). Легко убедиться, что их произведение в коалгебре H∗ определяет
элемент

τ = τ1 ∙ τ2 =
1

√
1− v2

1∗ −
v

√
1− v2

j∗,
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где

v =
v1 + v2
1− v1v2

. (161)

Другими словами, последовательная смена систем отсчета описывается умножением в ал-
гебре двойных чисел соответствующих элементов из H∗. Это умножение автоматически
индуцирует релятивистский закон сложения скоростей. Интересное следствие этого факта
связано с алгебраической интерпретацией активных и пассивных преобразований: умно-
жения нормированных на единицу элементов в коалгебре H∗ описывают пассивные пре-
образования Лоренца (смену точки зрения на одни и те же события), в то время как
умножения нормированных на единицу элементов в алгебре H описывают активные
преобразования Лоренца (переход к другим событиям, на которые мы смотрим с той
же точки зрения). Отсюда, в частности, следуют тождества:

τv(αv ∙ h) = t; sv(αv ∙ h) = x

для всякого элемента h= t+ jx и элементов αv ∈ SH, τv, sv ∈ SH∗, параметризуемых
одним и тем же параметром v. Эти тождества являются математическим выражением
следующего утверждения: событие, переведенное активным бустом в новое событие, не
изменяет своих пространственно-временных проекций в системе отсчета, соответ-
ствующей этому бусту.
Все приведенные выше построения допускают локализацию т. е. переход к дифферен-

циально-геометрическим объектам (касательным векторам и дифференциальным 1-фор-
мам). Для этого достаточно допустить зависимость параметра v от t и x, а все конструкции
рассматривать в касательных и кокасательных пространствах T(t,x)H и T ∗(t,x)H =T(t,x)H

∗.
Такой переход позволяет рассматривать протяженные деформирующиеся системы отсчета
и даже включать гравитацию.

13 Конформная теория относительности

Расширим теперь группу Пуанкаре P(1,1), действующую на двумерном пространстве-
времени M1,1, до группы произвольных h-голоморфных преобразований, которые дей-
ствуют на точки-события пространства-времени как на элементы алгебры H. Ввиду нели-
нейности таких преобразований, глобальная аффинная структураM1,1 в общем случае не
сохраняется и необходимо переходить к локальной версии отображения — его дифферен-
циалу. На алгебраическом языке дифференциал отображения F : h 7→ F (h) осуществляет
отображение касательных пространств по формуле:

ξh 7→ χF (h) = F
′ξh. (162)

где ξh ∈ThH, χF (h) ∈TF (h)H, h= t+ jx. Используя экспоненциальное представление для
производной F ′:

F ′(h) = J |F ′|(t, x)ejψ(t,x), (163)

приходим к заключению о том, что локально h-голоморфные преобразования осуществля-
ют:

1. преобразования Лоренца, зависящие от точки (поворот на гиперболический угол
ψ(t, x));

2. отражения осей времени и пространственной координаты (параметр I);

3. растяжение длин векторов (скалярный множитель |F ′|(t, x)).
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Первые два типа преобразований, по существу, рассматриваются и в стандартной версии
СТО. Разница преобразований Лоренца в конформной СТО и обычной СТО заключается
в том, что первые действуют локально, т.е. параметр ψ зависит от точки, в то время как
в стандартной СТО мы используем глобальные преобразования Лоренца, сохраняющие
аффинную структуру пространства-времени25.
Таким образом, в локальной версии h-голоморфных преобразований пространства-

времени M1,1 единственными новыми элементами являются растяжения псевдоевклидо-
вых длин (интервалов), описываемое модулем производной |F ′|. В случае стандартных
преобразований Лоренца |F ′|=1 и конформная степень свободы исчезает.
Перейдем к физической интерпретации h-голоморфных отображений. При этом в каче-

стве эвристического руководящего принципа мы будем придерживаться принципа анало-
гии с комплексной плоскостью. Голоморфная функция на комплексной плоскости может
быть как динамическим (электростатика), так и кинематическим (гидродинамика) потен-
циалом. Эти две точки зрения могут быть в определенном смысле эквивалентными друг
другу, аналогично тому как силовой и геометрический способы описания гравитации в
некоторых ситуациях эквивалентны друг другу в рамках ОТО.
Будем рассматривать функцию F =U + jV как комплексный потенциал обобщенной

системы отсчета, состоящей из пары полей (пространственно-временной диады) u и s.
Времени-подобная монада (поле обобщенной 2-скорости) u будет определяться формулой:

u =
dF

dh
=
∂U

∂t
+ j

∂U

∂x
, (164)

в которой использованы определение (97) оператора комплексного дифференцирования
и гиперболические условия Коши-Римана (101). Аналогично, пространственно-подобная
монада

s = ju = V,t + jV,x. (165)

Монады u и s удовлетворяют соотношениям:

u ? s = 0; |u|2 = |s|2 = (OU)2 = (OV )2 = |F ′|2. (166)

Мы видим, что в отличие от СТО (и ОТО), диада, задающая, систему отсчета, не является
нормированной, хотя остается ортогональной. В связи с этим, будем рассматривать голо-
морфный потенциал F =U + jV как обобщенную систему отсчета, которая определяет
промежутки времени и пространственные длины в пространстве-времени M1,1 согласно
формул:

dτ

ds
= u ? γ̇ = OU ? γ̇;

d`

ds
= s ? γ̇ = OV ? γ̇, (167)

где γ — кривая в натуральной параметризации (γ̇ — поле 2-скорости на γ, точка — диф-
ференцирование по натуральному параметру s).
В случае тривиального потенциала F (h)=h, U = t, V = x, мы получаем:

Δτ = Δt; Δl = Δx (168)

— совпадение промежутков времени и длин с приращениями соответствующих коорди-
нат. Из формул (167) нетрудно видеть, что в общем случае мы будем иметь формулы,

25Отметим, что попытка использовать локализованные преобразования Лоренца посредством умноже-
ния на элементы вида ejψ(t,x) выводит за рамки h-голоморфных преобразований.
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обобщающие (168):

ΔτAB =

B∫

A

OU ? γ̇ ds =

B∫

A

dU = U(B)− U(A);

Δ`AB =

B∫

A

OV ? γ̇ ds =

B∫

A

dV = V (B)− V (A). (169)

Таким образом, можно сказать что время и длина в рассматриваемой нами конформной
теории относительности (КТО) «потенциальны»: промежутки времени и длины между
парой событий не зависят от выбора пути, который их соединяет (но, конечно, зависят от
выбора обобщенной системы отсчета). Линии U = const естественно считать множествами
одновременных событий, а линии V = const — множествами одноместных событий в систе-
ме отсчета, ассоциированной с F =U + jV. При этом с первым семейством линий можно
связать семейство криволинейных пространственных осей обобщенной системы отсчета, а
со вторым — семейство ее линий времени. Сравнивая формулы (169) с (128) из раздела
11.1, приходим к еще одной интерпретации промежутков времени и длины: промежуток
времени между парой событий A и B представляет собой циркуляцию поля u вдоль лю-
бой кривой, соединяющей A и B, а пространственная длина — его поток (для поля s все
наоборот).
Физико-геометрический смысл величины |F ′|= |OU |= |OV | можно прояснить, если в

качестве кривой γ в (167) рассмотреть интегральную кривую одного из полей OU или OV.
Прежде всего докажем одно любопытное свойство таких кривых, вытекающее из потенци-
альности пространственно-временных промежутков. Составим уравнения интегральных
кривых, к примеру, поля OU :

dt

dλ
=
∂U

∂t
;

dx

dλ
=
∂U

∂x
, (170)

где λ — параметр на искомой кривой. Вычислим смешанные производные ∂2U/∂t∂x из
первого и второго уравнения в (170) независимо. Имеем для первого уравнения

∂2U

∂x∂t
=

∂

∂x

dt

dλ
=
d2t

dλ2

(
dx

dλ

)−1
.

Аналогично для второго уравнения

∂2U

∂t∂x
=

∂

∂t

dx

dλ
=
d2x

dλ2

(
dt

dλ

)−1
.

Приравнивая полученные выражения получаем после простых преобразований

d

dλ

((
dt

dλ

)2
−

(
dx

dλ

)2)

= 0, (171)

откуда следует (
dt

dλ

)2
−

(
dx

dλ

)2
= C = const, (172)

— натуральность параметра λ (с точностью до константы — в дальнейшем мы везде по-
лагаем C =1). Аналогичный результат получается и для интегральных кривых градиента
V.
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Пусть теперь γ1 — отрезок интегральной кривой поля OU, а γ2 — отрезок интеграль-
ной кривой поля V. С учетом доказанного свойства имеем γ̇1=OU/|OU |, γ̇2=OV/|OV |
Подставляя это в (167), получаем:

dτ

ds
= |OU |;

d`

ds
= |OV |. (173)

Таким образом величина |OU |= |OV |= |F ′| выступает как множитель, связывающий в ка-
ждой точке геометрическую длину элемента соответствующей линии системы отсчета с
отнесенными к нему промежутку времени и пространственной длине. В СТО для пре-
образований Лоренца имеем |F ′|=1.

13.1 Конформный сдвиг частоты

Проанализируем с позиций излагаемой конформной теории относительности процеду-
ру сравнения хода пространственно разделенных часов. Пусть Γ1 и Γ2 — мировые ли-
нии двух часов, которые рассматриваются в 2-мерном пространстве времени в некоторой
конформной калибровке, задаваемой h-голоморфным потенциалом F =U + jV (рис. 30).
Рассмотрим пару близких точек на интегральной кривой Γ2: точку p=(t(s2), x(s2)) и точ-

p
p′

P

P ′

Γ2Γ1

OU

Рис. 30: К процедуре сравнения хода часов в h-голоморфной теории относительности

ку p′=(t(s2+Δs2), x(s2+Δs2)), где s2 — натуральный параметр на кривой Γ2. Переходя
к линеаризованным выражениям, получаем:

t′ = t(s2 +Δs2) = t(s2) + ṫΔs2 + o(Δs2); (174)

x′ = x(s2 +Δs2) = x+ ẋΔs2 + o(Δs2), (175)

где точка означает дифферецирование по параметру s2. С учетом правил (167), хроноин-
тервал, приходящийся на рассматриваемый отрезок Δs2 мировой линии Γ2, можно вычи-
слить по формуле:

dτ2 = OU ? (ṫ∂t + ẋ∂x)Δs2 =
dU

ds2
Δs2. (176)

Линии конусов прошлого Con(p) и Con(p′) высекают на мировой линии Γ1 пару точек
P =(T,X) и P ′=(T ′, X ′) соответственно. Условие принадлежности пары точек {p, P} од-
ной компоненте конуса приводит к соотношению

T (s1)−X(s1) = t(s2)− x(s2), (177)

определяющему связь параметров s1 (натуральный параметр на мировой линии Γ1) и s2,
при которых часы оказываются связаны световым сигналом. Для часов 1 имеем анало-
гично формуле (176):

dτ1 = OU ? (Ṫ ∂t + Ẋ∂x)Δs1 =
dU

ds1

∣
∣
∣
∣
Con(p)

Δs1. (178)
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Дифференцируя соотношение (177), приходим к связи длин отрезков мировых линий ча-
сов:

ds1 =
ṫ− ẋ

(Ṫ − Ẋ)|Con(p)
ds2. (179)

Теперь из (176) и (178) с учетом (179) получаем:

δ(P |p) ≡
dτ1

dτ2
=
ΔP
Δp

, (180)

где

Δp ≡
dU/ds2

ṫ− ẋ
; ΔP ≡

dU/ds1

Ṫ − Ẋ

∣
∣
∣
∣
Con(p)

. (181)

Формулы (180)-(181) описывают принципиально наблюдаемый эффект конформной де-
формации собственного времени, измеряемый путем обмена световыми сигналами между
двумя пространственно разделенными часами. Величина δ(P |p) показывает скорость хо-
да часов в точке P в единицах собственного времени часов в точке p, расположенной на
конусе будущего точки P, в конформной калибровке F =U + jV.
В качестве примера рассмотрим эффект конформной деформации времени, индуциро-

ванной слабой конформной волной вида:

F (h) = h+ ε sinωh, |ωε|2 � 1. (182)

Полагая ε= ε1+ jε2, ω=ω1+ jω2, получаем для F (h)=U(t, x)+ jV (t, x) в компонентах:

U(t, x) = t+ ε1 sinΦ1 cosΦ2 + ε2 sinΦ2 cosΦ1; (183)

V (t, x) = x+ ε1 sinΦ2 cosΦ1 + ε2 sinΦ1 cosΦ2, (184)

где Φ1=ω1t+ω2x, Φ2=ω2t+ω1x. Рассмотрим пару покоящихся на расстоянии L друг от
друга часов26. Такие часы описываются компонентами 2-скорости: ṫ= Ṫ =1, ẋ= Ẋ =0.
Формулы (180)-(181) приводят к простому выражению эффекта конформной деформации
времени (координаты (t, x) — произвольные текущие координаты опорных часов):

δ((t− L, x− L)|(t, x)) =
U,t(t− L, x− L)

U,t(t, x)
. (185)

Элементарные вычисления приводят к выражению:

U,t(t, x) = 1 + ε1(ω1 cosΦ1 cosΦ2 − ω2 sinΦ1 sinΦ2)+

+ε2(ω2 cosΦ2 cosΦ1 − ω1 sinΦ2 sinΦ1);
(186)

U,t(t− L, x− L) = U,t(t, x)|Φi→Φi−δ, (187)

где δ=(ω1+ω2)L. Подставляя (186)-(187) в формулу (185) и используя условие малости
конформной деформации, после элементарных тригонометрических преобразований полу-
чаем следующее выражение для относительного хода часов:

δ((t−L, x−L)|(t, x)) ≈ 1 + (ε1 + ε2)(ω1 + ω2) sin[(ω1 + ω2)L] sin[(ω1 + ω2)(t+ x−L)]. (188)

Формула (188) показывает, что в конформной теории относительности относитель-
ная скорость хода часов испытывает пространственно-временную модуляцию, которая

26Далее мы везде отождествляем L с разностью координат x положений часов, поскольку учет кон-
формной деформации длин с помощью формулы (169) приведет к поправкам высшего порядка малости.
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в принципиальном отношении доступна измерению посредством эксперимента. В реальном
эксперименте удобнее измерять не скорость хода часов, а сдвиг частоты двух идентичных
точечных электромагнитных излучателей. Формула для относительного сдвига частоты в
этом случае:

dω2

dω1
− 1 = −(ε1 + ε2)(ω1 + ω2) sin[(ω1 + ω2)L] sin[(ω1 + ω2)(t+ x− L)] (189)

получается очевидным образом из формулы (188).
Идея обсуждаемого здесь эксперимента, связанного с эффектом конформной дефор-

мации темпа хода часов, легла в основу реальных экспериментов с кварцевыми генера-
торами, организованных и проведенных сотрудниками НИИ ГСГФ [33]. Анализ усред-
ненных разностных спектров, приводит к обнадеживающему предварительному выводу
о том, что сильно нестационарный локализованный в пространстве и времени процесс (в
реальных экспериментах исследовался удар тяжелой стальной болванки о стальное осно-
вание) может приводить к эффекту конформной деформациии пространства времени в
пространственно-временной окрестности этого процесса.

14 Алгебраическая теория пространства-времени-материи
(«Теория Всего» в Гиперлэнде)

Целью настоящего раздела является формулировка и исследование динамического прин-
ципа, из которого бы вытекали уравнения и законы, управляющие динамикой потенциала
F в 2-мерном мире, который мы будем далее называть Гиперлэндом. Мы постулируем,
что в глубинной основе физической картины мира Гиперлэнда лежит алгебра двойных чи-
сел. Развивая последовательно принцип алгебраизации, мы построим очень конкретную
теорию Гиперлэнда, в которой все существенные характеристики (фундаментальные кон-
станты, лагранжиан, потенциал гиперсилы) вычисляются в явном виде. Рассматриваемую
нами 2-мерную модель Гиперлэнда можно рассматривать как «игрушечную» низкораз-
мерную версию чисто алгебраической «Теории Всего». Ее более реалистичные варианты,
основанные на многомерных обобщениях двойных чисел — алгебрах поличисел — мы об-
судим в общих чертах в Заключении.

14.1 Общая идея

В предыдущем разделе мы фактически рассмотрели фрагмент теории гиперболического
потенциала в пустоте, не задаваясь вопросом об источниках этого поля. Вне источников
поле гиперболического потенциала является h-голоморфной функцией, со всеми свойства-
ми и физической интерпретацией, рассмотренными выше. Из общих соображений можно
предположить, что в области, занятой источниками (точная природа которых пока неяс-
на), поле F, вообще говоря, уже не будет являться голоморфной функцией переменной h.
Другими словами, область источников поля характеризуется неравенством F,h̄ 6=0, выра-
жающим факт неголоморфности функции F, так что в этой области полевая функция F
зависит, вообще говоря, как от переменной h, так и от переменной h̄. Будем в дальнейшем
называть величину F,h̄ неголоморфностью гиперкомплексного потенциала F. Если с ис-
точниками гиперболического потенциала ассоциировать вещество, то поле F становится
универсальной функцией, содержащей в себе всю информацию обо всем пространстве-
времени вместе с его материальным наполнением. Несколько упрощая ситуацию, можно
сказать, что производные F,h отвечают за локальные кинематику источников и геометрию
пространства-времени, а производные F,h̄ (неголоморфность) отвечают за внутренние ло-
кальные характеристики источников.
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14.2 Вариационный принцип и уравнения поля

Перейдем к теоретико-полевым формулировкам. Постулируем действие для гиперболиче-
ского потенциала в следующем виде:

S[F, F̄ ] =
∫

H

(Y − U(X )) dh ∧ dh̄, (190)

где

X ≡ ‖N‖2, N ≡
∂F

∂h̄
; Y ≡ ‖K‖2, K ≡

∂F

∂h
.

Первое слагаемое под интегралом в (190) является гиперболическим «кинетическим чле-
ном» и отвечает за динамику гиперболического потенциала в пустоте, а второе слагае-
мое представляет собой гиперболический «потенциальный член» и отвечает за свойства
и вклад источников. В соответствии с изложенными выше соображениями, это последнее
слагаемое зависит только от гиперболической нормы неголоморфности N и в области вне
источников, где неголоморфность обращается в нуль, оно определяет в действии некото-
рую постоянную объемную плотность энергии, играющую в Гиперлэнде роль плотности
энергии вакуума. Отметим, что действие в целом вещественно27, хотя мы и записали его
в двойном представлении.
Стандартная процедура варьирования действия (190) по полевым переменным F̄ , F

приводит к уравнениям поля, которые можно привести к виду:

1

4
�F = (U ′F,h̄),h (191)

— неоднородного волнового уравнения с источником в правой части, зависящим лишь
от неголоморфности F. Штрих в (191) обозначает дифференцирование функции U по ее
аргументу (т. е. по квадрату модуля неголоморфности). Второе уравнение получается из
уравнения (191) его гиперболическим комплексным сопряжением. Как и следовало ожи-
дать, уравнения поля получились нелинейными, поскольку поле F, как это следует из
принципов развиваемой теории, описывает и свои источники за счет эффективного само-
действия. В этом отношении развиваемая теория примыкает к вариантам единой теории
поля Ми [34].

14.3 Первый интеграл и его следствия

Замечательной особенностью уравнений (191) является наличие у них первого интеграла,
независимо от конкретного вида потенциальной функции U . Действительно, записывая
волновой оператор в комплексной форме (103), уравнение (191) можно представить в виде
равенства нулю некоторой производной:

(F,h̄(1− U
′)),h = 0, (192)

откуда следует
F,h̄(1− U

′) = ϕ(h̄) (193)

27Но не общековариантно. Выражения Y = ‖F,h‖2 и X = ‖F,h̄‖
2 являются (вещественными) скалярами

лишь относительно голоморфных или антиголоморфных преобразований координат на H. Общековари-
антным скаляром является комбинация c=X +Y ≡ [(OU)2− (OV )2]/2.Отметим, что под знаком интеграла
c∼ 2‖F,h‖2 с точностью до граничных членов. Поэтому теория с кинетическим членом в виде c с помо-
щью интегрирования по частям и тривиального переопределения F и U сводится к исходной версии (190).
Таким образом, наша теория Гиперлэнда будет конформно-ковариантной, и группа Hol(H) будет играть
в ней ту же роль, что и группа Пуанкаре в классической теории поля в плоском пространстве-времени.
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— первый интеграл уравнения (191), содержащий произвольную функцию ϕ(h̄).
Интеграл (193) в общем случае представляет собой систему двух нелинейных диффе-

ренциальных уравнений в частных производных первого порядка. Рассмотрим его важ-
ное следствие, которое выполняется в общем случае независимо от вида потенциальной
функции U . Домножая обе части уравнения (193) на F̄,h, приходим к вещественному со-
отношению:

R 3 X (1− U ′(X )) = ϕ(h̄)F̄,h, (194)

откуда следует, что
Imϕ(h̄)F̄,h = 0. (195)

Расписывая это соотношение в компонентах, приходим к уравнению:

ϕ1(U,x − V,t) + ϕ2(U,t − V,x) = 0, (196)

связывающему ϕ=ϕ1+ jϕ2 и F =U + jV и не содержащему функции U . Дифференцируя
соотношение (196) по t и по x, приходим к паре дифференциальных следствий:

ϕ1,t(U,x − V,t) + ϕ1(U,x,t − V,t,t) + ϕ2,t(U,t − V,x) + ϕ2(U,t,t − V,x,t) = 0; (197)

ϕ1,x(U,x − V,t) + ϕ1(U,x,x − V,t,x) + ϕ2,x(U,t − V,x) + ϕ2(U,t,x − V,x,x) = 0. (198)

Ввиду того, что ϕ1 и ϕ2 являются компонентами антиголоморфной функции ϕ, они свя-
заны гиперболическими условиями типа Коши-Римана:

ϕ1,t = −ϕ2,x; ϕ1,x = −ϕ2,t. (199)

Выражая производные ϕ1,t и ϕ2,t в уравнении (197) через (199), приходим к уравнению:

−ϕ2,x(U,x − V,t) + ϕ1(U,x,t − V,t,t)− ϕ1,x(U,t − V,x) + ϕ2(U,t,t − V,x,t) = 0. (200)

Рассматривая теперь уравнения (198) и (200) как систему линейных уравнений относи-
тельно ϕ1 и ϕ1,x, находим:

ϕ1 = Aϕ2 +Bϕ2,x, (201)

где

A = −
N1,tN2 + (N

2
1 ),x/2

N1N2,x + (N22 ),t/2
; B = −

N21 −N
2
2

N1N2,x + (N22 ),t/2
, (202)

а
N1 ≡ U,t − V,x; N2 ≡ N2 = U,x − V,t (203)

— величины, обращающиеся в нуль для h-голоморфного потенциала F (h) (т.е. по существу
компоненты неголоморфности F ). Подставляя теперь решение (201) в (196), приходим к
дифференциальному уравнению первого порядка относительно ϕ2, которое можно пре-
образовать к виду:

(lnϕ2),x = −
A

B
−

N1

N2B
, (204)

где A и B определяются формулами (202)-(203).
Выражая теперь аналогичным образом производные ϕ1,x и ϕ2,x в уравнении (198) через

(199), приходим к уравнению:

−ϕ2,t(U,x − V,t) + ϕ1(U,x,x − V,t,x)− ϕ1,t(U,t − V,x) + ϕ2(U,t,x − V,x,x) = 0. (205)

Снова рассматривая уравнения (197) и (205) как систему линейных уравнений относитель-
но ϕ1 и ϕ1,t, находим:

ϕ1 = Ãϕ2 + B̃ϕ2,t, (206)
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где

Ã = −
N1,xN2 + (N

2
1 ),t/2

N1N2,t + (N22 ),x/2
; B̃ =

N21 −N
2
2

N1N2,t + (N22 ),x/2
. (207)

Подставляя решение (206) в (196), снова приходим к дифференциальному уравнению пер-
вого порядка относительно ϕ2, которое можно привести к виду:

(lnϕ2),t = −
Ã

B̃
−

N1

N2B̃
, (208)

где Ã и B̃ определяются формулами (207) и (203).
Приравнивая выраженные из (204) и (208) вторые смешанные производные:

(lnϕ2),t,x=(lnϕ2),x,t, приходим к условиям интегрируемости исходного уравнения (195),
которые уже не содержат функций ϕ1, ϕ2:

(
A

B
+

N1

N2B

)

,t

=

(
Ã

B̃
+

N1

N2B̃

)

,x

(209)

или после некоторых преобразований и упрощений с учетом формул (202), (203), (207):
(
N22N1,t −N

2
1N2,x +N1N2(N1,x −N2,t)
N2(N21 −N

2
2 )

)

,t

(
N22N1,x −N

2
1N2,t +N1N2(N1,t −N2,x)
N2(N21 −N

2
2 )

)

,x

.

(210)
Вводя новую функцию: Q≡N1/N2 после несложных манипуляций с производными урав-
нение (210) приводится к очень простому виду:

�ArthQ = 0, (211)

общий интеграл которого имеет вид:

Q ≡
U,t − V,x
U,x − V,t

= tanh(φ1(t+ x) + φ2(t− x)), (212)

где φ1 и φ2 — произвольные функции своих аргументов. Интеграл (212) удовлетворяется
тождественно и в пустоте, где обращается в нуль неголоморфность. Таким образом, в рас-
сматриваемой нами теории соотношение (212) имеет вид общего универсального соот-
ношения, которое, с одной стороны, является следствием вариационного динамического
принципа (190), с другой ограничивает вид F -поля универсальным образом, независимо
от его материальных источников. С математической точки зрения соотношение (212)
можно рассматривать как некоторое обобщение гиперболических условий Коши-Римана,
определяющее некоторый класс G(H) функций с правилом дифференцирования:

dF

dh̄
=
1

2
(U,x − V,t)(tanh(φ1 + φ2)− j). (213)

Более детальное обсуждение математических свойств этого класса функций и его физиче-
скую интерпретацию мы оставляем для следующих публикаций. Сейчас мы остановимся
лишь на одном важном наблюдении математического характера, принципиально важном
для излагаемого подхода. Условие F,h̄=0, рассматриваемое на границе области, занятой
материей, дает два уравнения на две функции от переменных (t, x) : N1=0, N2=0, ко-
торые в общем случае независимы. Это означало бы, что в нашей теории материальные
распределения ограничиваются точечными источниками, за исключением, быть может, не-
которых случайных вырожденных ситуаций. Соотношение (212), которое можно понимать
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как линейную связь компонент неголономности, выделяет в нашей теории класс физиче-
ских гиперкомплексных потенциалов G(H), у каждого представителя которого обнуление
одной из компонент неголоморфности влечет за собой обнуление другой компоненты. Ины-
ми словами, динамический принцип теории в форме (190) автоматически приводит к
протяженным материальным распределениям, с границей, задаваемой уравнением вида
f(t, x)= 0, как это и должно быть в реалистичной 2-мерной теории относительности.

14.4 Тензор энергии-импульса и характеристики источников

Поскольку лагранжиан в действии (190) не зависит от координат, теорема Нетер гаранти-
рует выполнение слабого закона сохранения:

T αβ,α = 0, (214)

где:

T αβ,α ≡
∂L
∂F a

,α

F a
,β − δ

α
βL (215)

— канонический тензор энергии-импульса поля F. Здесь α, β=h, h̄, {F a}=F, F̄ . Непосред-
ственное вычисление по формуле (215) приводит к следующему виду компонент тензора
T в комплексном базисе:

T hh = T
h̄
h̄ = U(X)− U

′(X)X ≡ μ; T hh̄ = T
h̄
h = F̄,h̄F,h̄(1− U

′) ≡ σ. (216)

Для пересчета этих компонент в более привычном вещественном базисе заметим, что ма-
трицы Якоби J и J−1, определяющиеся видом преобразований координат:

t =
h+ h̄

2
; x =

h− h̄
2j
; h = t+ jx; h̄ = t− jx, (217)

имеют вид:

J

(
1/2 1/2
j/2 −j/2

)

; J−1
(
1 j
1 −j

)

. (218)

С помощью известного закона преобразования тензоров посредством матриц Якоби легко
находим компоненты тензора энергии-импульса в декартовых координатах (t, x):

T 00 = μ+ Re σ; T
1
1 = μ− Re σ; T

1
0 = −T

0
1 = Im σ (219)

Из представления (219) очевидно, что дважды ковариантный тензор T полностью симме-
тричен и имеет вид:

(Tαβ)

(
μ+ Re σ −Im σ
−Im σ Re σ − μ

)

. (220)

Для выяснения вопроса о связи потенциала F с плотностью энергии и давлением составим
задачу на собственные значения относительно метрики Минковского Ξ:

T ( , u) = λΞ( , u). (221)

Секулярное уравнение имеет вид:
∣
∣
∣
∣
μ+ Re σ − λ −Im σ
−Im σ Re σ − μ+ λ

∣
∣
∣
∣ = 0 (222)

или
(μ− λ)2 − (Re σ)2 + (Im σ)2 = 0. (223)
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Его корни:
λ1 = ε = μ+

√
σσ̄; λ2 = p = μ−

√
σσ̄. (224)

Приведем также выражения для ε и p в явном виде:

ε = U − U ′X + (1− U ′)
√
XY ; p = U − U ′X − (1− U ′)

√
XY . (225)

Из формул (225) следует, что величины ε и p в общем случае не связаны никаким урав-
нением состояния вида p= f(ε), поскольку функциональный определитель

D(ε, p)

D(X ,Y)
≡

∣
∣
∣
∣
ε,X ε,Y
p,X p,Y

∣
∣
∣
∣
U ′′(1− U ′)X 2

Y1/2
6= 0 (226)

— в общем случае отличен от нуля. Это обстоятельство позволяет говорить об уравнении
состояния более общего вида: p= f(ε, s), где параметр s можно ассоциировать с плотно-
стью энтропии Гиперлэнда.

14.5 Супервариационный принцип для фундаментальных теорий

Практически любая физическая теория содержит неопределяемые из самой теории пара-
метры — эмпирические константы модели или фундаментальные физические константы.
Так, классическая электродинамика содержит две фундаментальные константы: e и c,
квантовая электродинамика содержит три константы: e, ~, c, а единая теория электросла-
бого взаимодействия — около 20 констант. Ньютоновская теория гравитации содержит
одну константу G, а эйнштейновская ОТО — две константы G и c. Механика Ньютона не
содержит фундаментальных констант28 Следует отметить, что в вычислениях константы
модели могут группироваться в определенные типичные для данной теории комбинации,
которые и определяют экспериментально наблюдаемые величины. Такими комбинациями,
к примеру, являются постоянная тонкой структуры α≡ e2/~c в квантовой электродина-
мике и эйнштейновская гравитационная постоянная 8πG/c4 в ОТО.
Как правило, константы модели определяются из экспериментальных данных. Такой

подход, однако, свидетельствует о принципиальной неполноте рассматриваемой теории.
Было бы совершенно естественно ожидать, что полная фундаментальная «Теория Все-
го» (если она вообще существует!) должна давать средства для вычисления всех своих
существенных параметров, т. е. тех, которые определяют экспериментально наблюдаемые
величины. Более того, фундаментальная теория природы не должна содержать произ-
вола в выборе некоторых фундаментальных зависимостей, определяющих динамические
уравнения теории, например, вид потенциальной функции или даже вид лагранжиана.
Все вышесказанное относится и к рассматриваемой нами теории Гиперлэнда. В на-

стоящем параграфе мы обсудим один из возможных подходов к устранению отмеченного
произвола [35].

14.5.1 Супервариационный принцип для фундаментальных констант

Рассмотрим действие вида Sα[φ] для некоторой фундаментальной теории, где φ — коллек-
тивный символ для набора динамических переменных (относящихся к частицам, полям и
т.д.), а α — коллективный символ для набора фундаментальных констант теории. Пусть
φβ(α) — решение уравнений Эйлера-Лагранжа:

δφSα[φ] = 0,

28Что лишний раз подтверждает тезис о том, что законы механики Ньютона на самом деле являются
принципами [3].
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с некоторыми начально-краевыми условиями, фиксированными посредством набора пара-
метров β. Подставляя это решение обратно в действие (и регуляризуя результат, если это
необходимо), мы получаем функцию многих переменных вида:

Φ(α, β) ≡ Sreg α[φβ(α)]. (227)

Ключевая идея излагаемого нами супервариационного принципа заключается в миними-
зации функции (227) по отношению к набору переменных α, для того чтобы получить
выражения для набора параметров α или его части:

α = α0(β), (228)

связывающие значения фундаментальных констант с параметрами граничных условий.
Более кардинальный шаг заключается в минимизации (227) по отношению к полному

набору переменных (α, β), что в принципе определяет как существенные фундаментальные
постоянные, так и граничные условия «из ничего».
В качестве простейшего примера рассмотрим гармонический осциллятор с действием

S[x(t)] =
∫ [

mẋ2

2
−
kx2

2

]

dt. (229)

Общее решение уравнений движения, вытекающих из (229) хорошо известно:

x0(t) = A sin(ωt+ ϕ), ω =
√
k/m, (230)

где m — масса осциллятора, k — параметр его жесткости, A — амплитуда, ϕ — начальная
фаза. Первые два параметра относятся к числу «фундаментальных постоянных» модели,
вторые два — к числу начально-краевых условий. Подставляя (230) в (229), получаем для
функции Φβ(α) (β = {A,ϕ, T}, α = {m, k}) в (227):

Φ(A,ϕ,T )(k,m) ≡

T∫

0

L(x0(t), ẋ0) dt (231)

kA2

4ω
[sin 2(ωT + ϕ)− sin 2ϕ] .

Здесь появился еще один параметр T — «время существования» осциллятора. Очевидно,
что экстремумы по k и по A тривиальны и дают нулевое действие. Условия экстремума
для параметров ω и ϕ принимают вид системы уравнений:

(χ− 2ϕ) cosϕ− sinχ+ sin 2ϕ = 0; cosχ = cos 2ϕ, (232)

где χ≡ 2(ωT +ϕ). Общее решение второго уравнения имеет вид:

χ = ϕ+ πn⇒ ω = ωn =
πn

T
, n ∈ Z. (233)

Разумеется, для обычного осциллятора в виде грузика на нити или на пружинке у нас нет
никаких оснований применять супервариационный принцип, поскольку такого рода ос-
цилляторы искусственны и их параметры в определенном смысле случайны. Однако для
«фундаментальных осцилляторов» в виде частиц или квазичастиц, рассмотренная нами
супервариационная процедура дает в принципиальном (но, конечно, не количественном!)
плане правдоподобные результаты: элементарные возбуждения связаны с глобальными
фундаментальными характеристиками системы. Более того, спектр колебаний такого ос-
циллятора согласно (233) оказывается квантованным и эквидистантным, как в квантовой
механике.
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14.5.2 Супервариационная процедура для потенциала

Рассмотренные выше идеи, касающиеся фундаментальных параметров теории, нетрудно
распространить также и на фундаментальные зависимости теории, типа зависимостей ее
потенциала от полевых переменных.
Пусть действие некоторой полевой теории имеет вид:

S[φ] =
∫
L(φ, ∂φ) dvol, (234)

где лагранжиан L=(∂φ)2−U(φ, ∂φ). Пусть следствием уравнений Эйлера-Лагранжа
является интеграл (или система интегралов) вида:

F (φ, ∂φ) = 0. (235)

Если интеграл (235) это позволяет сделать, то исключим с помощью него кинетический
член в лагранжиане L. Обозначая совокупность переменных, от которых зависит потен-
циал U через y, а остальную совокупность через x′, приведем действие (234) к виду:

S[φ]|F =
∫
L|F dvol

∫
L′(x′, y, U(y), ∂U(y))J(x′, y) dvoly ∧ dvolx′ ≡ S

′[U(y)] (236)

— функционала относительно функции U(y). Новое действие (236) получается ограничени-
ем исходного действия (234) на интеграл (235) и переходом от координатных переменных
(x) к новой системе «полевых координат» (x′, y) (J в (236) — якобиан перехода). При этом
совокупность переменных x′ представляет собой совокупность параметров, по которым в
последнем знаке равенства в (236) произведено усреднение (интегрирование с регуляри-
зацией, если она требуется). Таким образом, рассматривая теперь функционал S ′[U(y)],
приходим к уравнениям экстремума:

δUS
′[U(y)] = 0, (237)

определяющим потенциал с точностью до констант.

14.6 Пример 2: суперэкстремум в теории h-поля

Сейчас мы установим еще одно интересное свойство лагранжиана в (190): он обеспечивает
существование вполне определенного суперэкстремума, который мы найдем с точностью
до пары констант. Из интеграла (193) можно вывести следующее выражение для квадрата
модуля неголоморфности:

X =
|ϕ|2

(1− U ′)2
. (238)

Подставляя его29 в действие (190) и переходя от переменных (h, h̄) к новым переменным30

(X , X ′), приходим к новому действию вида:

S ′[U(X )] =
∫ [

|ϕ|2

(1− U ′)2
− U

]

dX ∧ dX ′.

29При этом мы, как обычно игнорируем граничные члены, делая определенные предположения о по-
ведении решений на бесконечности. Для самосогласованности суперэкстремума следовало бы проверить
эти предположения для решений, вытекающих из модели с суперэкстремальным потенциалом.
30Таким, что D(X ,X′)

D(h,h̄)
= const. Доказательство существования такой системы координат представляет

собой полезное упражнение с 1-формами!
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Варьируя его по U и исключая |ϕ|2 посредством (238), мы приходим к уравнению супер-
экстремума теории:

d

dX

(
X
1− U ′

)

= −
1

2
.

Его решение имеет вид:

UX(X ) = 3X + U0 − 2U1 ln

∣
∣
∣
∣1 +

X
U1

∣
∣
∣
∣ , (239)

где U0,U1 — пара «фундаментальных констант» теории.

Рис. 31: UX(X ) при U0=0, U1= ± 1

14.7 Статический Гиперлэнд

В настоящей статье мы ограничимся подробным исследованием статического Гиперлэнда.
В статическом Гиперлэнде по определению существует такая система координат, в которой
потенциал F не зависит от t:

F,t = 0⇒ U,t = V,t = 0. (240)

С учетом формулы (212) получаем следующее выражение для неголоморфности

N = F,h̄ =
1

2
U,x(tanh(φ1 + φ2)− j)⇒ |F,h̄|

2 = X = −
U2,x

4 cosh2(φ1 + φ2)
, (241)

который получается с учетом общего уравнения (212). Поскольку U и V не зависят от t, не
должен зависеть от t и аргумент гиперболического тангенса φ1(t+ x)+φ2(t− x). Нетрудно
показать, что это возможно только в случае линейных функций φ1 и φ2, так что в резуль-
тате получим: φ1+φ2=Ax+B, A,B ∈R. После надлежащего выбора начала отсчета на
оси x, неголоморфность X приводится к виду:

X = −
U2,x

4 cosh2(Ax)
. (242)
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Подставляя это выражение X в действие (190) с потенциалом UX:

SX =
∫

H

(

2U1 ln

∣
∣
∣
∣1 +

X
U1

∣
∣
∣
∣− 2X − U0

)

dt ∧ dx (243)

и варьируя его по U(x), мы получим уравнение поля в форме:

d

dx

(
∂LX

∂U ′

)

= 0, (244)

где LX — лагранжиан модели (подынтегральное выражение в (243) — оно не зависит от
поля U(x), а зависит только от его производных). После однократного интегрирования и
простых преобразований (244), мы приходим к нелинейному дифференциальному уравне-
нию первого порядка на U(x) вида:

Z3 + α cosh(Ax)(Z2 − ε) = 0, (245)

где

Z ≡
U,x

2
√
|U1| cosh(Ax)

, ε ≡ sign(U1), (246)

α — пока неопределенная безразмерная константа. Его непосредственное интегрирование
неудобно ввиду громоздкости явного вида ветвей решения кубического уравнения. Вместо
этого в дальнейших вычислениях мы будем использовать величину Z как параметр, а
уравнение (245) будем понимать как определение неявной зависимости x(Z) (локально).
Для дальнейшего продвижения в вычислении свойств статической вселенной Гипер-

лэнда, нам необходимо определить число и тип существенных фундаментальных констант
этой вселенной и попытаться вычислить эти константы с помощью экстравариационного
принципа. Для этой цели перепишем действие (243) в виде, в котором роль всех констант
видна наиболее отчетливо:

SX = |U1|T

L/2∫

−L/2

(
Z2 + ε ln

(
1− εZ2

)
− Λ

)
dx, (247)

где Λ=U0/U1.
Все параметры вселенной Гиперлэнда сведены в следующей таблице.

Фундаментальные константы статического Гиперлэнда

Константа Смысл Значение
Λ энергия существенна=?

вакуума
|U1| ед. измерения несущественна

энергии
ε форма существенна= 0,±1-?

потенциала (рис.31)
A единица длины−1 несущественна
α безразмерная существенна, =?

«структурная константа» (245)
L «размеры ∞
T пространства-времени» ∞
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Как это видно из выражения (245) и приведенной таблицы, все существенные свойства
вселенной Гиперлэнда определяются тремя константами: Λ, α2 и ε, причем последняя
может принимать лишь два значения31 ±1.
Попытаемся вычислить константу α2. Для этой цели перейдем в действии (247) к новой

координате Z с помощью формулы:

∂Z

∂x
=

√
Z6 − α2(ε− Z2)2(ε− Z2)

Z2(3ε− Z2)
, (248)

которая получается дифференцированием (245) по x. С учетом формулы:

∂Z

∂α
= −

Z

α
,

которая получается из (245) дифференцированием по α, условие экстремума действия
∂SX/∂α=0 можно привести к виду:

∞∫

s∗(α2)

s5/2(3− εs)

(1− εs)2
√
s3 − α2(1− εs)2

ds = 0, (249)

где s∗3−α2(1− εs∗)2=0, s=Z2. Интеграл (249) расходится: он ведет себя как O(s) при
s→∞ и, кроме того, имеет конечную неинтегрируемую особенность! Первая причина рас-
ходимости является вполне естественной в рассматриваемой нами модели: она связана с
некомпактностью 2-мерного пространства-времени. Ее можно избежать, заключая вселен-
ную Гиперлэнда в «пространственный ящик» размерами L, а затем после вычислений в
конечном результате переходя к пределу L→∞. Это, однако, не устраняет вторую причи-
ну расходимости интеграла (249) — конечную особенность в точке, в которой подкоренное
выражение в знаменателе обращается в ноль. Оказывается, только при ε=+1 существует
единственное значение константы

α2 = α20 =
27

4
, (250)

при котором нуль подкоренного выражения и нуль числителя совпадают и интеграл ре-
гуляризуется. Значение α0=± 3

√
3/2 (выбор знака в дальнейшем несущественен) мы и

примем за значение α в статической вселенной Гиперлэнда32. В процессе определения
структурной константы α определилось и значение дискретной константы ε: только ветвь
с ε=+1 допускает регуляризацию интеграла (249). Отметим, что энергия вакуума Λ на
данном этапе не вычисляется с помощью вариационного принципа, поскольку Λ входит в
действие тривиально.
Теперь мы можем описать вещество Гиперлэнда (мы будем далее называть его даблон-

ной материей или даблоном, помня об его алгебраическом источнике — двойных числах).
Формулы (224) для плотности энергии и давления даблонной материи с учетом (242) и
(246) принимают следующий вид:

{
ε
p

}

= Λ− 2 ln |1− Z2| −
2Z2(1± Z2)
1− Z2

. (251)

31Случай ε = 0 математически возможен, но изначально ясно, что он приводит к вселенной Гиперлэнда
с тривиальными свойствами.
32Отметим, что, хотя такой способ «вычисления» требует несколько расширенного толкования экстра-

вариационного принципа, он, в некотором смысле, аналогичен вычислению размерности многомерного
пространства-времени в теории суперструн (требование сокращения квантовых аномалий).
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Рис. 32: Три физических области Z и три ветви уравнения состояния дублона (синяя, красная
и зеленая) Λ = 0.

В совокупности с формулами:

cosh x =
Z3

α0(1− Z2)
; r = V =

Z4 − Z2 + 2
1− Z2

+ ln |1− Z2| (252)

(вторая формула получается из первой с помощью (212) и второго соотношения в (169))
мы имеем теперь все соотношения для описания свойств вселенной Гиперлэнда.
Поскольку в (251) ε и p зависят от Z, мы заключаем, что в статическом Гиперлэнде

плотность энергии и давления связаны уравнением состояния вида p= p(ε). Оказывает-
ся, оно имеет три различные ветви с разными свойствами. Чтобы выявить этот факт,
обратимся к первому соотношению (252). Оно, фактически, выделяет физические обла-
сти изменения параметра Z: ввиду того, что cosh x≥ 1, допустимы лишь те значения Z,
при которых правая часть больше единицы. На левом графике 32 показана зависимость
Z3/α0(1−Z2). Черная горизонтальная линия ограничивает допустимые значения гипер-
болического косинуса — они лежат выше нее. Допустимые части ветвей отмеченной за-
висимости представлены синим (справа), красным (ы центре) и зеленым (слева) цветами.
На графике справа показаны соответствующие ветви уравнения состояния (синяя — слева,
красная — справа, зеленая — по центру, близко к оси ординат), которое задается пара-
метрически при соответствующих значениях Z (ветви одного цвета на левых и правых
графиках соответствуют друг другу).
Чтобы изобразить все три ветви на одном графике, необходимо было выбрать доста-

точно мелкий масштаб, при котором ускользают некоторые любопытные детали. Зеленая и
красная ветви сливаются в одну непрерывную кривую. При выбранном значении энергии
вакуума (Λ=0) она не проходит через ноль имеет точку максимального приближения к
оси давлений, давление на этой ветви состояния всегда больше нуля, плотность энергии на
зеленой ветви меньше нуля, а на красной — меняет знак. Синяя ветвь не доходит до нуля.
Отметим также, что выделенность значения α0, полученного нами на основании собра-
жений регуляризации уравнения экстравариационного принципа, проявляется на левом
графике 32 в том, что именно при этом значении α зеленая и красная ветви уравнения
состояния даблона начинают соприкасаться (красно-зеленая ветвь кривой касается гори-
зонтальной прямой).
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Рис. 33: ε(r) и p(r) «синего даблона» (Λ=− 5).

Охарактеризуем более подробно различные состояния даблона. На рис. 33 представле-
ны профили плотности энергии и давления «синего состояния».
Графики 33 получаются из (251) подстановкой туда Z ∈ (

√
3/2; +∞), соответствующего

синей ветви на рис. 32 (слева). При выбранном Λ=− 5 (для каждого цвета оно выбирает-
ся пока условно для удобства изображения) плотность энергии и давление оказываются
отрицательными, при этом давление возрастает по направлению к границе «синего со-
стояния». Эта граница определяется равенством давления даблона внешнему давлению
вакуума. Отрицательность давления означает, что вещество даблона в «синем состоянии»
подвержено растяжению. Поскольку вся система находится в равновесии, градиент давле-
ния должен уравновешивать некоторую универсальную коллективную самосогласованную
силу, действующую на каждый одномерный элемент объема даблонной материи в Гипер-
лэнде:

f − p′ = 0. (253)

Вычисляя градиент p, получим зависимость этой силы от расстояния внутри «синего да-
блона» (рис. 34).
Из приведенного рисунка видно, что эта сила проявляет себя здесь как сила отталки-

вания со следующими асимптотическими характеристиками:

f
r→∞
=
2

r
; f

r→0
=
2

9
.

Рисунки 35-36 иллюстрируют ситуацию с красным состоянием даблона.
Внутри красного даблона также действует фундаментальная сила отталкивания с

асимптотическими характеристиками:

f
r→∞
=
2

r
; f

r→0
=

√
6
√
r
.

Наконец, зеленое состояние даблона характеризуется графиками 37-38.
В отличие от синего и красного состояния, зеленое состояние характеризуется силой

притяжения с асимпотическими характеристиками:

f
r→∞
= 2−

4

r
, f

r→0
= −

√
6
√
r
.
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Рис. 34: f(r) внутри «синего даблона»

Мы видим, что статическая вселенная Гиперлэнда достаточно просто и несимметрично
структурирована: в ней есть элементарные локализованные состояния даблонной материи
с различными свойствами. Подчеркнем, что, как число даблонных состояний, так и их
(весьма конкретные!) свойства мы вывели из достаточно общих принципов: принципа ал-
гебраизации и экстравариационного принципа.
Если описанные выше даблонные состояния принять за элементарные составляющие

статического Гиперлэнда (элементарные частицы? атомы?), то далее возникает естествен-
ный вопрос о возможности существования более сложных составных конфигураций эле-
ментарных составляющих (химии и физики конденсированного состояния, ядерной физи-
ки Гиперлэнда). Мы выносим обсуждение этих вопросов в следующие публикации.

15 Что дальше?
В этом раздел мы очень бегло и схематично очертим перспективы развития идей h-
голоморфной «теории всего» на случай большего числа пространственно-временных из-
мерений. Стартовой точкой является хорошо известный факт принадлежности алгебры
двойных чисел к иерархии ассоциативно-коммутативных поличисловых алгебр [20,39,40]:

H = P2 ⊂ P3 ⊂ . . . Pn ⊂ . . .

Элементы алгебры Pn описываются вещественными комбинациями изотропных образую-
щих ej:

A = A1e1 + . . . Anen, eiej = ejδij ,

таблица умножения которых является прямым многомерным обобщением таблицы умно-
жения в H. Каждая из алгебр Pn индуцирует свою геометрию, с метрикой (n)Ξ, так что
имеем иерархию метрик:

Ξ = (2)Ξ← (3)Ξ← ∙ ∙ ∙ ← (n)Ξ← . . . ,

Метрика (n)Ξ имеет в изотропных координатах следующий вид:

(n)Ξ = Ŝ(dx1 ⊗ ∙ ∙ ∙ ⊗ dxn),
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Рис. 35: ε(r) и p(r) «красного даблона» (Λ=−1.5)

Рис. 36: f(r) внутри «красного даблона».

где Ŝ — оператор симметризации (без числового множителя), и относится к классу метрик
Бервальда-Моора (псевдо)финслерова типа [41–45].
Роль скалярного «волнового оператора» играет основной оператор поличисловой тео-

рии поля (оператор Гарасько):

©n ≡
∂n

∂
1
x . . . ∂

n
x
,

представляющий собой многомерный симбиоз волнового оператора и оператора Лапласа.

Здесь
i
x ≡C ix — результат действия i-ого комплексного сопряжения (в алгебре Pn их

n−1) на голоморфную поличисловую координату (см. [20]). Фундаментальное сферически-
симметричное решение уравнения ©nRn=0 (r= ‖x‖1/n) имеет вид:

Rn(r) = C0 + C1 ln r + ∙ ∙ ∙+ Cn−1 ln
n−1 r,

где Ci — вещественные константы интегрирования [46].
Главным вопросом к физическим моделям, опирающимся на геометрию пространства

Бервальда-Моора, является их соотнесение с традиционными теоретико-полевыми моделя-
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Рис. 37: ε(r) и p(r) для «зеленого даблона» (Λ).

Рис. 38: f(r) внутри «зеленого даблона».

ми, которые строятся на основе метрики Минковского (глобально или локально). Ключе-
вой конструкцией в ответе на этот вопрос является так называемая конструкция соприкос-
новения [47]. Рассмотрим ее на примере метрики Бервальда-Моора 4-ого порядка, которая
индуцируется алгеброй квадрачисел P4. Метрику (4)Ξ можно рассматривать как отобра-
жение вида:

V (H4)× V (H4)→ S(T 02 (H4)

(паре векторных полей ставится в соответствие симметричное ковариантное тензор-
ное поле второго ранга), которое в индексных обозначениях действует по правилу:
gαβ =

(4)ΞαβγδU
γV δ. Говорят, что (псевдо)риманова метрика g соприкасается с финслеро-

вой метрикой (4)Ξ вдоль векторных полей U и V. Оказывается, что локально (в фикси-
рованной точке H4) возможны только два невырожденных типа метрики g: с сигнатурой
(+,−,−,−) и (+,+,−,−) (последний случай соответствует пространству-времени гипер-
болических спиноров, уже рассматривавшемуся в разделе 8). Сигнатура соприкасающейся
метрики зависит от взаимной относительной ориентации пары векторов U и V в фикси-
рованной точке. Если зафиксировать направление одного из векторов и менять второй, то
в некоторых направлениях метрика будет вырождаться. Такие направления вырождения
образуют коническую многосвязную 3-мерную поверхность в 4-мерном пространстве H4.
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Ее пересечение с 3-мерной гиперболической сферой будет представлять уже 2-мерную по-
верхность, проекция которой на одну из координатных гиперплоскостей в H4 показана на
рис. 39 (слева).

Рис. 39: Проекция поверхности вырождения соприкасающейся метрики и поведение ее сигнатуры
вдоль прямой (1− t, 1− 2t, 1− 3t, 1− 0.5t)

Мы видим, что пространство H4 расслаивается на домены с фиксированным причин-
ным типом соприкасающейся римановой метрики, причем на перегородках метрика выро-
ждается (одно из собственных значений соприкасающейся метрики относительно 4-мерной
евклидовой метрики обращается в нуль). Более наглядно эту ситуацию иллюстрирует рис.
39 (справа). На нем показаны графики зависимости корней секулярного уравнения для
метрики g при движении конца второго вектора вдоль некоторой прямой в зависимости
от параметра t на прямой. То же представлено на рисунках 40 для других направлений.
Можно сказать, что метрика Бервальда-Моора нетривиальным образом содержит вну-

три себя 4-мерную метрику Минковского и метрику с сигнатурой (+,+,−,−). При этом
причинный тип метрики определяется характеристиками самого объекта, помещенного в
H4 (например, относительной ориентацией векторов скорости и спина частицы). Мы ис-
следуем эти интересные возможности в следующих публикациях. Отметим здесь лишь
замечательный факт: соприкасающаяся метрика g не может быть евклидова типа! Это
следует из общего вида секулярного уравнения: коэффициент при кубе собственного зна-
чения в нем равен нулю. В силу обобщенной теоремы Виета должна быть равна нулю и

Рис. 40: Поведение сигнатуры вдоль линий (1− t, 1 + 2t, 1− t, 1 + 0.5t) и (1− t, 1, 1, 1)
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сумма собственных значений λ1+λ2+λ3+λ4=0, следовательно эти значения не могут
иметь одинаковый знак (евклидов случай)!
Обзор различных подходов к приложениям финслеровой геометрии в физике можно

найти в [48].

16 Заключение

Мы рассмотрели алгебраические, аналитические, геометрические, фрактальные и физиче-
ские аспекты алгебры двойных чисел. Наш анализ обнаружил несколько замечательных
фактов, которые мы сейчас перечислим.

16.1 Комплексные или двойные числа?

1. Наличие делителей нуля в алгебре двойных чисел не является серьезным препятствием
для их приложений. Более того, именно наличие делителей нуля в этой алгебре, в
конечном счете, обусловливают релятивистский аспект физических приложений (2-
мерная СТО и ее конформное расширение).

2. Факт сведения алгебры двойных чисел к прямой сумме двух вещественных алгебр,
несомненно, позволяет утверждать, что эта алгебра устроена проще, чем алгебра ком-
плексных чисел. Тем более удивительным становится наличие гиперболических анало-
гов большей части комплексных объектов (гиперболические дробно-линейные преобра-
зования, гиперболические спиноры, h-голоморфные функции, гиперболические кон-
формные преобразования, гиперболические условия Коши-Римана и гиперболическая
гармоничность и т.д.) с аналогичными свойствами.

3. Разумеется, не все факты комплексного анализа имеют полные гиперболические ана-
логи (таковых нет в точном смысле для интегральной формулы Коши, для фракталов,
для совпадения классов голоморфных и аналитических функций и ряда других фак-
тов). При этом, однако, не все факты алгебры двойных чисел имеют комплексные
аналоги (к примеру, на комплексной плоскости нет изотропного базиса и тесно связан-
ной с ним конформной структуры). Наконец, часть родственных фактов осталось про-
сто незатронутой в этой статье (например, мы совсем не коснулись гиперболического
аналога стереографической проекции, поскольку такая конструкция (она существует!)
требует выхода в алгебру тройных чисел — 3-мерное непосредственное (и простейшее)
обобщение алгебры двойных чисел. Этому вопросу будет посвящена специальная пу-
бликация в будущем). Отметим, что возможность естественного и непосредственного
многомерного обобщения алгебры двойных чисел, также является характерным отли-
чительным свойством этой алгебры. Скажем, в алгебре квадрачисел P4 (вещественная
размерность 4 — см. раздел 15) все изотропные измерения равноправны, в то время как
4 вещественных измерения C2 комбинируются с точки зрения комплексной структуры
в пару комплексных прямых.

4. Можно сказать, что алгебры комплексных и двойных чисел в определенном смысле
дополняют друг друга. Наиболее рельефно мы можем наблюдать это в физике Гипер-
лэнда: в ней имеется целая «лакуна реальности», которая не описывается действием,
построенным на алгебре двойных чисел. Действительно, если строить голоморфную
теорию 2-мерной Вселенной, опираясь на алгебру комплексных чисел (назовем ее Эл-
липлэндом) и повторяя дословно все рассуждения, мы придем к уравнению (245) c
тригонометрическим косинусом. Его область значений [−1; 1] выделит на графиках 32
область физических значений Z, которые не попали в Гиперлэнд. Ей будет соответ-
ствовать небольшой кусочек синей ветви уравнения состояния вблизи нуля на правом
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графике — это часть реальности 2-мерной вселенной. Можно сказать, что вообража-
емые жители Гиперлэнда (назовем их гиперболонами), исследуя свой мир, могли бы
прийти чисто «феноменологическим путем» к алгебре комплексных чисел, исследуя
закономерности поведения вещества своей вселенной. Напротив, недостаточность ал-
гебры комплексных чисел для описания свойств Эллиплэнда также могла быть уста-
новлена воображаемыми эллиптонами феноменологически. Полная картина возникает
только при одновременном использовании алгебр C и H, при этом диаграмма на рис.
1 приобретает даже некоторый буквальный физический смысл.

16.2 КТО и физика Гиперлэнда

1. Концепция КТО занимает промежуточное место между специальной и общей теория-
ми относительности. С одной стороны, мы строим теорию поля в плоском двумерном
пространстве-времени, с другой — расширяем множество изометрических преобразова-
ний, оставляющих метрику форминвариантной, до множества конформных преобразо-
ваний, которые образуют бесконечномерную группу. При этом физико-геометрические
эффекты, порождаемые гиперболическим полем, могут быть истолкованы на языке
эффективной метрики пространства-времени (полученной деформацией плоской ме-
трики Минковского в декартовых координатах). Мы, однако, становимся на активную
точку зрения на координатные преобразования, согласно которой деформируется са-
мо пространство-время, в то время как псевдоевклидова метрика считается недефор-
мируемой (отсчетной). Наглядно деформация пространства-времени в нашем подходе
представлена на рис. 41. Общее обсуждение теории пространства-времени с позиций

Рис. 41: Деформация пространства-времени в ОТО (сверху) и в h-голоморфном подхо-
де (снизу). В ОТО деформации пространства-времени в общем случае связаны с изги-
банием пространственно-временной мембраны, приводящими к кривизне, в то время как
в h-голоморфном подходе деформация пространственно-временной мембраны сводится к
растяжениям-сжатиям, оставляющим внутреннюю кривизну нулевой.

теории упругости многомерных сплошных сред можно найти в [36,37].

2. В пустом пространстве-времени h-поле описывается h-голоморфной функцией двойной
переменной. Условия гиперболической голоморфности (101) автоматически обеспечи-
вают волновой характер h-поля F в этом случае, равно как и конформную инвариант-
ность вместе со спецрелятивистской инвариантностью.

3. В пустом пространстве-времени h-поле проявляет себя в эффектах конформной дефор-
мации хроноинтервалов и пространственных длин, принципиально доступных экспери-
ментальному наблюдению. С позиций классических специальной и общей теорий отно-
сительности эти эффекты объясняются на геометрическом языке, включающем спец-
релятивистские эффекты и кривизну. В частности, формулы (180)-(181) по всей види-
мости представляют собой альтернативное выражение классического эффекта грави-
тационного красного смещения, традиционно описываемого в рамках геометрических
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теорий гравитации с помощью неоднородной метрики временных промежутков. Во-
прос о точном соотношении теории относительности с развиваемым в настоящей статье
подходом мы оставляем для будущих исследований. По всей видимости предлагаемый
подход является альтернативным к ОТО (в ее двумерной версии) и ни одна из теорий
не является частным или предельным случаем другой.

4. Области пространства-времени, заполненные материей, характеризуются отличным от
нуля квадратом модуля неголоморфности X = |Fh̄|

2. При этом все основные свойства
материи (плотность энергии, давление и их связь) определяются видом потенциальной
функции U(X ). Выбор действия в виде (190) автоматически обеспечивает как согласо-
ванность с предыдущим пунктом, так и возможность описания протяженных конфигу-
раций материи (соотношение (212) и обсуждение в конце раздела 14.3). Отметим неко-
торую условность разделения лагранжиана в (190) на кинетическое и потенциальное
слагаемые: первое (кинетическое) слагаемое, рассматриваемое под знаком интеграла
в действии (190) может быть преобразовано в выражение X с помощью двукратного
перекрестного применения формулы интегрирования по частям. Таким образом, мож-
но считать, что излагаемый нами подход не содержит кинетического члена в действии
и описывает статическое пространственно-временное равновесие 2-мерной вселенной.
Такая точка зрения в несколько ином аспекте высказывалась ранее в работе [38].

5. Возможна ситуация, когда величина X =0, в то время как сама неголоморфность
F,h̄ 6=0. Такая неголоморфность должна соответствовать «материи», которая в неко-
тором смысле близка по своим свойствам к пустому пространству-времени. Выскажем
здесь гипотезу, согласно которой неголоморфность с нулевым модулем описывает без-
массовые физические поля (гравитацию и (или) электромагнетизм). Эта гипотеза ча-
стично подкрепляется следующим наблюдением: формулы (225) при X =0 дают урав-
нение состояния материи вида p= ε, которое в случае 2-мерного пространства-времени
описывает газ ультрарелятивистских частиц33.

6. Новые интересные и перспективные возможности излагаемого подхода открывает из-
ложенная нами в общих чертах в разделе 14.5 супервариационная процедура. С одной
стороны, эта процедура применима к любой фундаментальной теории поля. Она дает
принципиальную возможность рассчитать как фундаментальные параметры теории,
так и ее фундаментальные зависимости, не выходя за рамки самой теории. С дру-
гой стороны, как это показывает более тщательный анализ [35], не для всякой теории
поля супервариационный принцип дает содержательные результаты. В разделе 14.6
мы установили, что теории h-голоморфных полей с действием вида (190) имеют су-
перэкстремум вида (239), который и представляет собой ту единственную уникальную
модель пространства-времени-материи, которая и подлежит детальному изучению в
рамках данной теории.

Более реалистичные и богатые по физическому содержанию ситуации возникают при
обобщении развитого подхода на случай поличисел Pn высших измерений. При этом основ-
ные положения и интерпретация теории, оставаясь в своих общих чертах неизменными,
требуют некоторой доработки. Мы планируем посвятить таким обобщениям ряд будущих
публикаций.
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Обсуждаются основные черты обобщенной теории эквивалентности (анизотропной
геометродинамики). Приводится мотивация, приведшая к формулировке этого под-
хода в результате анализа некоторых противоречий, лежащих в основе классической
механики. Изложены результаты использования данного подхода для интерпретации
ряда наблюдений на галактическом масштабе, ранее не имевших объяснения, а также
для интерпретации наблюдений без привлечения понятия темной материи.

Ключевые слова: гравитация, дальнодействие, геометрия, анизотропия, наблюде-
ния, галактика.

«Не должно принимать в природе иных причин сверх тех, которые истинны и
достаточны для объяснения явлений. . .Природа ничего не делает напрасно, а было бы

напрасным совершать многим то, что может быть сделано меньшим.
Природа проста и не роскошествует излишними причинами.»

И.Ньютон “Principia”

Все, что связано с гравитацией, с одной стороны, является самым простым и привычным,
поскольку с проявлениями именно этого фундаментального взаимодействия мы осознан-
но сталкиваемся с раннего детства. С другой стороны, гравитация, несомненно, является
самым загадочным явлением, потому что именно ей не находится места в общепринятой
Стандартной модели в физике элементарных частиц или потому что на галактических
масштабах и выше не обойтись без введения гигантских количеств ненаблюдаемой тем-
ной материи, необходимого для того, чтобы классическая общая теория относительности
(ОТО) оставалась состоятельной. Особая роль и положение гравитации неоднократно под-
черкивались и обсуждались в работах ведущих ученых мира. В частности, Р. Пенроуз
указывает на то, что она никак не может являться поправкой или следствием чего бы то
ни было, но является первоочередным и приоритетным феноменом, фоном, на котором
разворачивается все остальное, т.е. тем, что пришло на смену абсолютному пустому про-
странству Ньютона. Это вновь — через сто лет после Г. Минковского — приводит к мысли
об анализе основных свойств тех структур, с помощью которых мы моделируем реальный
мир, т.е. фактически, об используемой геометрии. Естественно, предполагаемое измене-
ние фундамента должно иметь либо существенные причины, либо вести к существенным
преимуществам.
Большая часть из того, что будет изложено ниже, уже публиковалось ранее. В данной

работе более четко расставлены акценты, указано место этого подхода и направления его
развития. Дальнейшее изложение построено так. Во вступительной части мы рассмотрим
мотивацию исследования и остановимся на противоречиях различной степени глубины,
как в наблюдениях, так и в предшествующей теории, а также упомянем известные попыт-
ки справиться с ними. Затем будет предложена новая конструкция для моделирования
реальности и выполнены формальные построения и упрощения. Далее мы используем но-
вый формализм для описания явлений на галактическом масштабе и выше с тем, чтобы

1расширенная версия доклада на семинаре в РУДН 03.04.2013
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убедится, что он работоспособен и обладает преимуществами по сравнению с известным.
В заключение будут обсуждаться следствия, которые могут отразиться в космологических
и других представлениях.

1 Мотивация

Наиболее очевидная мотивация и повод для вопросов связаны с анализом наблюдений,
выполненных в последние десятилетия. Речь идет о кривых вращения спиральных галак-
тик, т.е. о зависимостях скорости (чаще квадрата скорости) орбитального движения звезд
вокруг центра галактики от расстояния до этого центра. Вопреки всем существующим
теоретическим представлениям (с удалением скорость стремится к нулю), она выходит
на константу порядка 105м/с, причем кривые вращения подходят к ней как сверху, так
и снизу в зависимости от параметров галактики (рис. 1). Нетрудно видеть, что эффект
отнюдь не мал, статистически достоверен и имеет ясный смысл.

Рис. 1: Взято из Sofue Y. аnd Rubin V., 2001, Ann. Rev. Astron. Astrophys., 31, 137.

В нашей собственной галактике Млечный Путь имеются два других эффекта, кото-
рые не кажутся столь же значимыми, хотя они также не имеют объяснения [1]. Известно
около полутора сотен шаровых скоплений звезд, движущихся вокруг центра галактики
как единое целое по различным орбитам. Для нескольких десятков из них параметры
орбит установлены. Во-первых, оказывается, что большинство шаровых скоплений распо-
лагается вблизи центра галактики, что не соответствует следствию из закона Кеплера о
секторальных скоростях, согласно которому подавляющую часть времени своего движе-
ния по эллиптической орбите спутник проводит вдали от центрального тела. Во-вторых,
оказывается, что чем ближе плоскость орбиты скопления к плоскости, перпендикулярной
плоскости галактики, тем в большей степени шаровые скопления подчиняются закону Кеп-
лера. Первое наводит на мысль о том, что закон гравитации Ньютона может нуждаться
в уточнении, второе — что такое уточнение может содержать анизотропию.

2 Попытки модификации

Сложившаяся ситуация не могла не привлечь внимания, и были предприняты усилия,
направленные на ее разрешение. Они были связаны с попытками модифицировать ОТО,
причем в различных направлениях. Упомянем некоторые из них.
Как известно, в основе теории лежит так называемый простейший скаляр, описываю-

щий действие Гильберта-Эйнштейна

SEH = −
c3

16πG

∫
d4x(−g)1/2Rα

α (2.1)
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к которому применяется вариационная процедура. Наиболее прямолинейным подходом,
использованным Де Виттом, является последовательное усложнение известного выраже-
ния для действия за счет введения чисто метрических членов следующих порядков [2],
что приводит к построению так называемых f(R)-теорий. Однако с ростом числа членов
разложения теория теряет простоту и становится подгоночной. Следующим естественным
ходом может быть введение Брансом и Дикке дополнительного макроскопического ска-
лярного поля [3]

SBD = −
c3

16πG

∫
d4x(−g)1/2

(

SRα
α − w

S;μS
;μ

S

)

(2.2)

где w — константа. Однако неясно, чему соответствует такое поле. Можно также попытать-
ся увеличить число измерений пространства-времени с последующим выходом измерений
высших порядков на Планковский масштаб длин. Соответствующие работы, начавшись с
работы [4], привели к развитым в математическом смысле современным теориям струн [5],
а затем и бран [6], но до выхода на расчетные зависимости дело не дошло. Развитие идей
Г. Вейля [7] привело к теориям конформной гравитации, в которых метрика наделяется до-
полнительной симметрией. Формально этот подход оказывается аналогичным изменению
простейшего скаляра и требует специфического подбора коэффициентов в одном из f(R)-
разложений. Уравнения Эйнштейна, полученные Маннхеймом в [8], используют тензоры
Вейля и имеют вид

4αgW
μν = 4αg

(
2Cμλνκ
;λ;κ − C

μλνκRλκ

)
= T μν (2.3)

где αg — безразмерная константа. Дополнительного скалярного поля теперь не нужно,
но уравнение (2.3) в пустом пространстве не имеет структуры волнового уравнения. Та-
ким образом, не оказывается гравитационных волн, и эффект Халса-Тэйлора, связанный
с изменением частоты двойного пульсара, совпавший с теоретическим предсказанием с
очень высокой точностью, нужно будет объяснить как-то принципиально иначе. Геометрия
пространства-времени тоже может подвергаться модификации. Так, отказ от симметрии
метрики по индексам [9,10] позволяет получить приемлемое описание кривых вращения,
но он подразумевает существование 5-го фундаментального взаимодействия, имеющего
характер отталкивания. Таким образом, попытки, направленные на модификацию ОТО,
к желаемому результату не привели.
Поскольку еще со времен Ф. Цвике, (не говоря уже об открытии Нептуна), идея о

существовании «скрытой массы» на галактических масштабах была не новой2, она полу-
чила специфическое развитие. Обратившись к правой части уравнения Эйнштейна, со-
держащей тензор энергии-импульса и отвечающей за гравитирующую массу, в него ввели
поправку, необходимую для того, чтобы наблюдаемая форма кривых вращения совпала
с расчетной. Оказалось, что величина недостающей массы превышает оценку для массы
наблюдаемой галактики примерно в 4-6 раз, а радиус (сферического) распределения этой
дополнительной массы превосходит наблюдаемый радиус галактики также примерно в 5
раз. При этом никаких следов того, что вещество, составляющее эту массу, участвует в
электромагнитном взаимодействии, не обнаруживается ни в излучении, ни в поглощении.
Это не смутило исследователей, и было введено понятие «темной материи» — небарион-
ного вещества, не участвующего в электромагнитном взаимодействии, но сохраняющего
гравитационные свойства. В настоящее время эта идея является научным мейнстримом,
распределение темной материи на космологическом, галактическом и даже планетарном
масштабах определяется с помощью компьютерных моделей, ей нашлось место в теориях

2Измерив дисперсию скоростей галактик в кластере галактик, Цвике с помощью теоремы вириала уста-
новил, что масса кластера недостаточна для его существования как связанной системы, и предположил,
что имеется дополнительное количество скрытой массы, принадлежащей объектам типа остывших звезд.
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эволюции Вселенной, но следов соответствующих частиц в настоящее время не обнаруже-
но, несмотря на интенсивные поиски.
Отметим, что сама идея ненаблюдаемой массы на масштабах галактики содержит про-

тиворечие, которому по каким-то причинам не придается значения. Известен эмпириче-
ский закон Талли-Фишера, связывающий наблюдаемую светимость спиральной галакти-
ки, (пропорциональную барионной массе), с четвертой степенью орбитальной скорости
звезд. Между тем, огромное количество темной материи, масса которой не связана ника-
кой зависимостью с массой светящейся материи, не проявляет себя в этой наблюдаемой
закономерности. Очевидно, что ее гравитационное воздействие на движение светящихся
тел должно было бы нарушить связь параметров этого движения с параметрами лишь
светящейся материи. Этот очевидный парадокс в настоящее время игнорируется.
М. Мильгрем подверг ревизии уже классические основы, а именно 2-й закон динамики

и закон гравитации Ньютона. Им был предложен феноменологический подход [11], из-
вестный как МОНД — МОдифицированная Ньютоновская Динамика, в котором вводится
новая мировая константа, имеющая размерность ускорения

μ

(
a

a0
~a

)

= ~f или ~a = ν

(
f

a0

)
~f (2.4)

Предлагается так подобрать функции μ(x) или ν(x) и величину a0, чтобы в масштабах
Солнечной системы получить классический результат, а в масштабе галактики — резуль-
тат, описывающий плоские кривые вращения. Это было сделано, причем оказалось, что
величина подгоночного параметра близка по величине к произведению скорости света на
постоянную Хаббла. После того, как в [12] удалось выполнить релятивистское обобще-
ние МОНД путем введения скалярного поля ψ, дающего аддитивную добавку к действию
Эйнштейна-Гильберта в виде

S(ψ) = −
1

8πGL2

∫
d4x(−g)1/2f(L2gαβψ;αψ;β) (2.5)

где f — скалярная функция, L — константа, МОНД перестала быть простой феномено-
логией, но она стала относиться к тому же классу теорий, что и теория Бранса-Дикке.
Несмотря на успешное описание кривых вращения, у МОНД возникают проблемы при
дальнейшем ее обобщении.
Известны также различные попытки безосновательного изменения вида 2-го закона

Ньютона, которые вряд ли заслуживают серьезного рассмотрения.
Таким образом, на пути преодоления проблем, связанных с наблюдениями, возникли

затруднения, которые, впрочем, не признаются большинством научного сообщества.

3 Допущения и противоречия
Сформулируем допущения и предпосылки, которые стали настолько привычными, что
противоречия, к которым они ведут, не принимаются во внимание.
Из нескольких десятков теорий гравитации физически осмысленными признаются

только те, у которых метрика на бесконечности обращается в метрику Минковского, т.е.
пространство становится плоским, а ОТО превращается в СТО. Возникает вопрос: та-
кая теория является «осмысленной» в физическом или в философском смысле? Как про-
верить адекватность этого математического граничного условия физической реальности
опытным путем? Возможно ли это вообще? Использование такого условия подразумевает,
что решение уравнений поля соответствует островной модели источника и применяется к
описанию ее периферии. Имеет ли отношение эта модель, например, к описанию галак-
тики, где и возникли затруднения с наблюдениями? Какое граничное условие явилось бы
более адекватным и одновременно допускало экспериментальную проверку?
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Кроме того, обратим внимание на противоречие, имеющееся в наиболее известных фун-
даментальных утверждениях. Как совместить 1-й закон динамики и закон всемирного
тяготения Ньютона? Закон гравитации утверждает, что между всеми телами существует
вездесущая и неустранимая дальнодействующая сила. О чем же тогда говорит 1-й за-
кон, кроме той абстрактной и в сущности малоинтересной ситуации, когда во Вселенной
имеется всего одно тело? Не это ли обстоятельство послужило причиной известного не-
довольства Ньютона собственным открытием закона движения планет, высказанного им
в письме к Р.Бентли3, и отсрочки публикации закона тяготения на 20 лет? А ведь 2-й
закон динамики, управляющий решительно всем — от квантовой механики до теории от-
носительности — содержит в себе этот 1-й закон о существовании инерциальных систем
отсчета. Где же, (кроме сознания наблюдателя), находятся эти системы, и как проверить
эту гипотезу, если считать, что она относится все же к физике? Э. Мах также поднимал
этот вопрос в своих работах, и Эйнштейн не мог не знать об этом. И все же он именно обоб-
щил СТО на ОТО, а не свел некоторую самостоятельную теорию гравитации к частному
случаю отсутствия источников, как сделал Максвелл в электродинамике. Неудивительно,
что при таком обобщении в дальнейшем могли возникнуть непредвиденные вещи вроде
ненаблюдаемой материи, влияющей на наблюдаемое движение тел. Еще В. Фок преду-
преждал, что попытка распространения ОТО на космологические масштабы будет носить
спекулятивный характер. Если же 1-й закон является некоторым приближением, то в этом
случае необходимо указать область его применимости, и естественно, что в теории должен
появиться фундаментальный параметр, имеющий размерность длины.
Таким образом, получается, что в основу всех построений, имеющих отношение к физи-

ческому миру, должно лечь утверждение, прямо противоположное 1-му закону Ньютона.
А именно:

• Во Вселенной, содержащей более одного тела и обнаруживающей дальнодействие меж-
ду телами, не существует системы отсчета, связанной с телом отсчета, в которой
другое тело сохраняет состояние покоя или равномерного и прямолинейного движе-
ния.

Это утверждение подрывает принцип относительности Галилея в той конкретной количе-
ственной формулировке, которая приписывается Ньютону4. Теперь этот принцип теряет
связь с физической реальностью и становится абстрактным утверждением, проверить ко-
торое невозможно в силу отсутствия систем, движущихся равномерно и прямолинейно.
Поскольку речь идет о дальнодействии, следует подчеркнуть, что при обработке дан-

ных наблюдений невозможно ограничиться только измерениями, она неизбежно должна
включать в себя расчеты на основе заранее принятой модели. Это в первую очередь озна-
чает, что для расчетов расстояний и кинематических характеристик необходимо заранее
выбрать геометрию, предписывающую способ их вычисления. Для Ньютона вопрос о вы-
боре геометрии не стоял, поскольку единственно известной была геометрия Евклида. Но
уже Н. Лобачевский показал, что существуют такие области наблюдаемой Вселенной, где
выбор геометрии будет определяться условиями наблюдений. Такой выбор тем более от-
носится к построению метрической теории, где движение определяется не силами, а гео-
метрическими свойствами многообразий, моделирующих физическую реальность. И если

3That gravity should be innate inherent and essential to matter so that one body may act upon another
at a distance through a vacuum without the mediation of any thing else by and through which their action or
force may be conveyed from one to another is to me so great an absurdity that I believe no man who has in
philosophical matters any competent faculty of thinking can ever fall into it [underlined by me – S.S.]. Gravity
must be caused by an agent acting constantly according to certain laws, but whether this agent be material or
immaterial is a question I have left to the consideration of my readers. (I.Newton. 4th letter to R.Bentley)

4Галилей своими качественными рассуждениями пытался защитить саму возможность гелиоцентриче-
ского подхода Коперника, и не выдвигал требования прямолинейности движения.
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траектория движения является геодезической, то в пространстве с кривизной, порожден-
ной гравитацией, она не совпадает с прямой в пространстве Евклида.

4 Общие положения

Поскольку наблюдаемое движение может быть равномерным и прямолинейным только
в исключительных предельных случаях, начинать построение теории следует с матема-
тических структур, которые пригодны для описания общего, а не предельного случая
движения, поскольку для реального мира «законы динамики» должны опираться на на-
блюдаемые движения, а не наоборот. Для такого построения имеется фундаментальный
постулат, известный как принцип наименьшего действия. Его эффективность хорошо из-
вестна, ее причины и связь с геометрией обсуждаются в [13]. Сформулируем основные
утверждения в виде следующих Предложений.

Предложение 1: Свободное тело двигается вдоль геодезической пространства, выбран-
ного для моделирования физической реальности.

Для плоского пространства без дальнодействия это Предложение переходит в 1-й за-
кон Ньютона. Кривизна пространства порождается не исключаемыми источниками сил
и определяется соответствующими потенциалами. Природа дальнодействующих сил, от-
личных от гравитационных, может быть установлена только с помощью дополнительных
измерений.

Определение: Дальнодействующая сила, заставляющая тело двигаться вдоль геодезиче-
ской, равна произведению меры количества вещества (массы) на ускорение, которое дается
уравнением геодезической.

Замечание: Не существует способа различить гравитационную и инертную массу. Име-
ет место обобщенный принцип эквивалентности, приобретающий нелокальный характер.
Последнее связано с отказом использовать системы отсчета, вытекающим из основного
утверждения, сделанного в предыдущем разделе. Так как наблюдаемые ускорения зави-
сят и от скоростей всех тел, участвующих в рассмотрении, гравитационная дальнодей-
ствующая сила и соответствующий ей потенциал также зависят от этих скоростей в силу
определения.

Предложение 2: Сила, действующая на тело, равна произведению его массы на ускоре-
ние, дополнительное к тому, которое дается уравнением геодезической.

Это предложение является уточнением 2-го закона Ньютона.

Предложение 3: Ускорение первого тела, измеряемое по отношению ко второму, равно
по величине и противоположно по направлению ускорению второго тела, измеряемого по
отношению к первому.

Это все, что остается одновременно от 3-го закона Ньютона и принципа относительно-
сти. На первый взгляд может показаться, что такой подход, отсылающий к идеям Маха,
слишком эмпиричен, поскольку не касается «сути» происходящих явлений, (в частности,
исчезает понятие гравитационного заряда, отличающегося по смыслу от инертной массы).
Это не совсем так, поскольку сути физического явления теперь сопоставляется суть ис-
пользуемой геометрии, а выбор последней диктуется возможностями измерений. Таким
образом, развитие программы геометризации физики происходит не на основе угадыва-
ния, а планомерно и согласованно с возможностями наблюдений. С течением времени
выдвигаемый подход, опирающийся на обобщенный принцип эквивалентности, получит
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такое развитие и математические следствия, что появление инициированных ими новых
наблюдений позволит сделать следующий шаг.

5 О выборе геометрии

Механика Ньютона была согласована с геометрией Евклида. При исследовании больших
скоростей возникла СТО, а геометрия Евклида была заменена «специальным» случаем
геометрии Римана — геометрией Минковского. При этом в пределе бесконечных скоростей
восстанавливается классическая механика5. При обобщении СТО на ОТО, «специальный»
случай геометрии Римана был также заменен на ее общий случай. Как указывалось в
разделе 3, обычное требование состоит в том, чтобы восстанавливалась СТО — на этот
раз при переходе к бесконечным расстояниям от источников.
Но из предыдущего следует, что в мире, для описания которого используются моде-

ли с дальнодействием, законы динамики, которые можно согласовать с наблюдениями,
должны отличаться от классических законов механики. Поэтому геометрия Римана, обес-
печивающая последовательный переход именно к классической механике, в общем случае
оказывается непригодной6. Ускорения двигающихся по траекториям тел, измеряемые с од-
ного из них, могут зависеть от скоростей участвующих тел, т.е. от значений производных
по естественному параметру. Поэтому как пространство, используемое для моделирования
физической реальности, так и его метрика должны учитывать существование вектора в
каждой своей точке, т.е. быть анизотропными [16-23]. Рассмотрим пример соответствую-
щего построения.
Пусть M =R4 дифференцируемое 4-мерное многообразие класса C∞, TM — его каса-

тельное расслоение, с координатами (x, y)= (xi, yi); i=0÷ 3. Если c — кривая на M , зада-
ваемая c: [a, b]→M , t 7→ (xi(t)), то ее естественное продолжение на TM есть c̃ : [a, b]→TM ,

t 7→ (xi(t), yi(t)), где yi=
∂xi

∂t
. Длина дуги s, которая обычно принимается в качестве есте-

ственного параметра, следовательно, равна
∫ t
0

√
gijyiyjdτ , где gij — метрический тензор, и√

gijyiyj =F . Пусть метрика зависит от y, введенного выше, т.е. gij = gij(x, y). Такой метри-
ческий тензор соответствует обобщенной геометрии Лагранжа, и является дважды кова-
риантным симметричным тензором на TM с единственными ограничениями: a) det gij 6=0
для всех (x, y) на TM и б) при замене координат на TM , индуцированных заменой коорди-
нат на M , его компоненты преобразуются по тому же правилу, что и компоненты тензора
(0, 2)-типа на основном многообразия M . Это означает, что TM превращается в вось-
мимерное Риманово многообразие, что представляет очевидную аналогию с известным в
физике шестимерном фазовым пространством. 4-мерное основное многообразие M можно
рассматривать как вложенное в восьмимерное касательное расслоение TM , и касатель-
ные векторы для всех возможных кривых на M образуют 4-мерное векторное простран-
ство, то есть касательное пространство. Касательное расслоение можно рассматривать как
изоморфное прямой сумме основного многообразия и касательного пространства. Строго
говоря, геометрия такого восьмимерного «фазового пространства-времени» является до-
статочно сложной и требует некоторых специфических составляющих, например, таких,
как (нелинейная) связность Эресмана.
Ограничимся линейными преобразованиями координат xi=Λijx

j, где Λij — постоянные,
и слабо искривленным слабо анизотропным пространством с метрикой gij = ηij + εij(x, y),

5Нетрудно убедиться (например, [14]), что бесконечная скорость распространения сигнала, присущая
классической механике, нарушает принцип причинности.

6С точки зрения группового анализа это означает, что использование группы Пуанкаре может не соот-
ветствовать рассматриваемым задачам. Наиболее общей группой кинематик является группа Де Ситтера
[15]
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где ηij = diag{1,−1,−1,−1} — метрика Минковского на M . Кроме того, полагая, что
εij(x, y)= σζij(x, y); σ� 1 — малая (линейно аппроксимируемая) анизотропная деформа-

ция, при вычислениях сохраним только члены, пропорциональные α1εij , α2
∂εij

∂xk
, α3

∂εij

∂yk
и

α4
∂2εij

∂xk∂yk
, где αk=O(1), σαk� 1, k=1÷ 4. Тогда эта геометрия существенно упростится.

Введенные определения yi позволяют поднимать и опускать индексы, соответствующие
как «горизонтальным» (x-), так и «вертикальным» (y-) величинам на касательном рас-
слоении, с помощью одного и того же метрического тензора gij(x, y), т.е. использовать
простейший случай — лифт Сасаки [24]. Для того, чтобы обеспечить неизменность длины
кривой при изменении параметра на кривой, тензор gij должен быть 0-однородным по
y, т.е. gij(x, λy)= gij(x, y); λ > 0, т.е. метрика зависит только от направления y, но не от

его величины. Последнее эквивалентно соотношению
∂gij

∂yk
yk=0; i, j, k=0÷ 3, (если же од-

новременно выполняется и
∂gij

∂yk
yj =0, то такая метрика превратится в обычную метрику

Финслера [25].).
Определим геодезические как экстремальные кривые для длины дуги s=

∫ t
0
Fdτ , где

F =
√
(ηij + εij(x, y))yiyj. Вариационная процедура в применении к этому выражению даст

[16] уравнения Эйлера-Лагранжа в виде
∂F

∂xk
−

d

ds

(
∂F

dyk

)

=0. С учетом принятой линей-

ной аппроксимации, получим выражение для обобщенных геодезических в анизотропном
пространстве

dyi

ds
+

(

Γilk +
1

2
ηit

∂2εkl

∂xj∂yt
yj
)

ykyl = 0 (5.1)

где Γijk=
1

2
ηih
(
∂εhj

∂xk
+
∂εhk

∂xj
−
∂εjk

∂xh

)

— символы Кристоффеля (коэффициенты связности),

сохранившие прежний вид, но включающие зависимость от y.

В отличие от уравнения геодезической
dyi

ds
+Γilky

lyk=0 в пространстве Римана, полу-

ченное уравнение показывает, что в анизотропном пространстве использование преобра-
зования координат такого, что все Γilk обращаются в ноль, не делает систему локально-
инерциальной. Эта особенность отражает ситуацию, когда наблюдение за движением од-
ного из тел, принадлежащих к системе, осуществляется с другого такого же тела.
Помимо уравнения для геодезической, необходимо получить уравнения поля в новом

геометрическом представлении. В общем случае это представляет собой весьма нетриви-
альную задачу. Однако анализ, проведенный в [26], показал, что в используемом здесь при-

ближении они не изменят своего вида Gik=
8πG

c4
Tik, и лишь входящие в них коэффициенты

связности (Gik=Rik +
1

2
Rgik=

∂Γjik
∂xj
+ΓjilΓ

l
kj) будут зависеть от y. Именно это обстоятель-

ство позволит не отбрасывать второе фундаментальное решение уравнения Пуассона из
«физических соображений» и использовать граничные условия, допускающие сопоставле-
ние с наблюдениями. Полученное выражение (5.1) является основой для закона динамики
в мире с дальнодействием, т.е. с гравитацией. В пространственном сечении уравнение (5.1)
после упрощений приобретает вид

d~ν

dt
=
c2

2

{

−∇ε00 +

[

~ν, rot
∂ε00

∂~ν

]

+∇

(

~ν,
∂ε00

∂~ν

)}

(5.2)

где ε00 — единственная компонента метрического тензора, которая остается в уравнении
для случая слабого поля и при использовании тех же допущений о малости скоростей по
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сравнению с фундаментальной скоростью, что и в [27]. Уравнение (5.2) описывает наблю-
даемое движение свободного тела в мире с гравитацией. Поэтому выражение для грави-
тационной силы будет иметь вид

~F =
mc2

2

{

−∇ε00 +

[

~ν, rot
∂ε00

∂~ν

]

+∇

(

~ν,
∂ε00

∂~ν

)}

(5.3)

Нетрудно видеть, что если в нашем приближении
∂εij

∂yk
�
∂εij

∂xk
, т.е. α3→ 0, то развиваемый

подход переходит в обычное приближение ОТО, исследованное Эйнштейном. Для един-
ственного стационарного сферически симметричного источника гравитации задача сво-
дится к [27], и тогда решение уравнений поля дает ε00(x)=

rs

r
. Если в качестве масштаба

длины rs выбрать rs=
2GM

c2
, то получится известный закон гравитации Ньютона.

6 Геометрическое происхождение полевых теорий
Любой антисимметричный тензор второго ранга вида Fik=Ak,j −Ai,k удовлетворяет гео-
метрическому тождеству

∂Fik

∂xj
+
∂Fkj

∂xi
+
∂Fji

∂xk
= 0 (6.1)

Если обозначить компоненты тензора следующим образом

F23 ≡ −Bz; F14 ≡ Ez; F13 ≡ Ey; F24 ≡ By; F12 ≡ Ex; F34 ≡ −Bx

то, выписывая получающиеся соотношения в явном виде, получим

∂ ~B

∂t
+ rot ~E = 0

div ~B = 0

(6.2)

что по внешнему виду совпадает с первой парой уравнений Максвелла. Если теперь с
помощью метрического тензора перейти к контравариантным компонентам F ik= gijgklFjl

и обозначить I i=
∂F ik

∂xk
, то тогда

rot ~B −
∂ ~E

∂t
= ~j

div ~E = ρ

(6.3)

что по внешнему виду совпадает со второй парой уравнений Максвелла. Однако, ни те,
ни другие уравнения не будут иметь никакого отношения к физике, пока использованным
символам не будет сопоставлена измеряемая величина.
В электродинамике величине ρ можно сопоставить плотность электрического заряда,

а величине j — плотность тока, при этом
−→
j(e)= ρe~u, ~u — вектор скорости в данной точке.

Тогда решения математических уравнений

~E = −∇

(∫
ρ(r)

|~r − ~r0|
dV

)

~B = rot

(∫
j(r)

|~r − ~r0|
dV

) (6.4)
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приобретают смысл напряженности электрического поля и индукции магнитного поля в
данной точке. При этом их измерение будет связано с использованием выражения для
силы Лоренца

~FL = e ~E + e[~ν, ~B];

~B = rot ~A,
(6.5)

где e — величина пробного заряда, νi — его скорость, а Ai — компоненты некоторого
вектора, называемого вектор-потенциалом электромагнитного поля.
Это, однако, не единственная возможность придать уравнениям физический смысл.

Сначала введем еще одно обозначение. Пусть: Ai=
1

2

∂ε00

∂yi
, где ε00 — компонента малой

поправки к анизотропному метрическому тензору. Тогда второе слагаемое в формуле (5.3)
примет вид

~F
(g)
L =

mc2

2

[

~ν, rot
∂ε00

∂ν

]

= 2m
[
~ν, ~Ω

]
(6.6)

где ~Ω≡
c2

4
rot

∂ε00

∂~ν
=
c2

2
rot ~A, а в самой правой части выражения (6.6) нетрудно распознать

величину, которая по внешнему виду совпадает с силой Кориолиса. Совпадает, но не явля-
ется, т.к. никаких вращающихся систем отсчета в нашем рассмотрении нет. Но поскольку
в нем нет и различия между гравитационной силой и силой инерции, полученное выра-
жение имеет прозрачный смысл и характеризует ту часть гравитационной силы, которая
связана с наблюдаемым тангенциальным движением пробного тела. Возвращаясь к урав-
нению (5.3), можно предположить, что в нашем приближении допустимо использовать и

понятие плотности тока массы
−−→
j(m)= ρ(m)~u, где ρ(m) — плотность массы, причем грави-

тационная сила начинает зависеть как от движения всех рассматриваемых тел, так и от
скорости пробного тела, а все вычислительные результаты, полученные в электродинами-
ке, остаются справедливыми7.
Заметим, что действия, производимые этой составляющей гравитационной силы, мо-

гут быть притяжением, отталкиванием и тангенциальным действием в зависимости от
угла между ~ν и ~Ω(x). Если в некоторой области пространства (например, в спиральной
галактике) вектор ~Ω(x) сохраняет постоянное направление, то компонента скорости ~ν,
параллельная ~Ω, не испытывает воздействия второго слагаемого в формуле (5.3). Это об-
стоятельство позволяет объяснить парадокс в движении шаровых скоплений, упомянутый
в разделе 1 и связанный с возможной анизотропией.

7 Модель «центр плюс ток»
Использование законов динамики, в которые изначально заложен принцип дальнодей-
ствия, изменит постановку и решение целого ряда задач — в том числе с точки зрения
налагаемых граничных условий. Теперь они будут диктоваться не формальными требо-
ваниями, опирающимися на привычные постулаты, а возможностью сопоставления с на-
блюдениями.
В качестве примера рассмотрим простейший случай спиральной галактики. Он интере-

сен тем, что эффективный ток массы, окружающий массивный центр, — ядро галактики
— можно считать статическим и круговым, а для конкретных случаев можно рассчитать

7Почти сразу после появления ОТО Лензе и Тирринг [28] предприняли попытку использовать элек-
тромагнитную аналогию «в лоб», что привело к возникновению так называемой теории гравитоэлектро-
магнетизма. Она, однако, не является последовательной, поскольку в ней лишь часть имеющихся масс
создает кривизну пространства, а другая часть участвует в гравитационном взаимодействии.
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Рис. 2: Модель «центр плюс ток» и спиральные галактики: a — M-104, b — NGC-7742, c —
NGC-1300. (Изображения получены с помощью телескопа «Хаббл»)

параметры модели по данным наблюдений [16]. Это позволит получить оценки, пригодные
для сопоставления с наблюдениями.

Наряду с обозначением ~Ω≡
c2

4
rot

∂ε00

∂~ν
введем также и следующее

~u ≡
c2

4

∂ε00

∂~ν
≡
[
~Ω, ~r

]
, (7.1)

где r — радиус-вектор, проведенный в рассматриваемую точку из центра8.
Нетрудно видеть, что третье слагаемое в (5.3) соответствует дополнительной силе при-

тяжения или отталкивания, действующей на движущуюся частицу, если система тел,
участвующих в рассмотрении, радиально расширяется (взрыв) или радиально сжимается
(коллапс), что может представлять интерес как с точки зрения изучения соответствующих
астрофизических процессов, так и с точки зрения космологии.
Внесем первое и третье слагаемое в (5.3) под общий знак градиента:

~F =
mc2

2
∇

[

−ε00 +
2

c2
∙ 2(~u, ~ν)

]

+ 2m[~ν, rot~u] (7.2)

и воспользуемся соотношением ([~ν, rot~u], ~r)= (~ν, [rot~u, ~r]) = (~ν, ~u). Тогда последнее слагае-
мое также можно внести под градиент9, т.е

~F =
mc2

2
∇

{

−ε00 +
2

c2
∙ 4(~u, ~ν)

}

, (7.3)

при этом в исходных обозначениях гравитационная сила принимает вид

~F =
mc2

2
∇

{

−ε00 + 2

(

~ν,
∂ε00

∂~ν

)}

(7.4)

Помимо обычного слагаемого, которое можно соотнести с Ньютоновским потенциалом,
в новом выражении присутствует и анизотропный скалярный потенциал, обладающий
следующими особенностями:

1. Его вклад не является малым и при определенных условиях может доминировать.

2. Он может давать вклад противоположного знака вплоть до преобладания сил отталки-
вания над силами притяжения.

8В общем случае ~Ω= ~Ω(xi), i=0÷ 3. Пример, рассматриваемый в тексте, является упрощением.
9Можно сравнить вид скалярного произведения, полученного под градиентом, и вид выражения для

«центробежной потенциальной энергии» в равномерно вращающейся системе отсчета, а именно mV 2

2 , где
V =ωr — линейная скорость вращения.
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3. Гравитационное смещение частоты, обусловленное видом потенциала, теперь будет за-
висеть также от u и ν, а также от угла между ними. Новый вклад будет максимальным
при движении пробного тела вдоль тока массы в спиральной галактике или перпенди-
кулярно лучу зрения в общем случае. К поперечному эффекту Допплера обсуждаемое
смещение частоты отношения не имеет.

Все эти особенности допускают очевидное сопоставление с наблюдениями.
Получим описание движения пробного тела, принадлежащего спиральной галактике и

находящегося под действием силы (7.3), пригодное для сопоставления с наблюдениями.
Поскольку задача является стационарной, уравнение поля вновь сводится к уравнению
Пуассона. Как обсуждалось выше и в [16], обе полевые теории — гравитации и электромаг-
нетизма — имеют одно и то же геометрическое происхождение. Это означает, что многие
математические результаты будут одинаковыми в обоих случаях, в частности, величина
Ω вычисляется так же, как индукция магнитного поля

Ω = rot

(∫
j(m)(r)

|r − r0|
dV

)

, (7.5)

где j(m)(r) — плотность тока массы, а r0 — координата наблюдателя. Причем это — не
действие по аналогии, а требование математического формализма. В рассматриваемом
случае спиральной галактики это означает, что компонента Ωz(r), создаваемая эффектив-
ным круговым массовым током J радиуса Reff, может быть найдена по тем же формулам,
что и следствия закона Био-Савара в электродинамике [29]:

ΩZ = J
2

√
(Reff + r)2 + z2

[

K +
R2eff − r

2 − z2

(Reff − r)2 + z2
E

]

K =

∫ π/2

0

dθ
√
1− k2sin2θ

; E =

∫ π/2

0

√
1− k2sin2θdθ

k2 =
4Reffr

(Reff + r)2 + z2

(7.6)

где K и E — эллиптические интегралы. Вводя обозначение b= r/Reff и принимая z=0,
получим

ΩZ(r) = J
2

Reff(1 + b)

[

K +
1− b2

(1− b)2
E

]

(7.7)

Область, близкая к центру, соответствует b� 1 и постоянному значению ΩZ(r)→ J/2Reff,
удаленная область соответствует b� 1 и ΩZ(r)→ 0, промежуточная область, в которой
находится эффективный ток и движется пробное тело, соответствует b ∼ 1, и

ΩZ(r) ∼ J/r. (7.8)

В квазистатической системе центростремительное ускорение пробного тела создается «Ку-
лоновским притяжением» ядра, и «силой Лоренца», связанной с полем эффективного кру-
гового тока массы. Поэтому

ν2orb
r
=
C1

r2
± C2νorbΩZ(r) (7.9)

где C1 и C2 — постоянные, а знак соответствует направлению тока и положению пробного
тела вне или внутри контура. С учетом (7.8)

ν2orb =
C1

r
± νorbC2. (7.10)
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Меньший корень дает νorb=
C2

2

(

1−

√

1±
4C1

rC22

)

→ 0, что соответствует закону Нью-

тона, знак зависит от направления движения частицы. Больший корень дает

νorb=
C2

2

(

1+

√

1±
4C1

rC22

)

→C2. Пренебрегая малым слагаемым под корнем, получим

νorb ∼ C2 ∼ J, (7.11)

т.е. при удалении от центра галактики орбитальная скорость звезд остается постоянной в
достаточно широких пределах, определяемых условием b∼ 1.
Полученный результат (7.11) соответствует плоской кривой вращения, измеряемой в

наблюдениях, не требует привлечения темной материи, а использованное уравнение дина-
мики не является подгоночным.
Сделаем оценки. Будем считать, что для спиральной галактики отношение массы к

светимости M/Llum постоянно, что используется как одно из основных соотношений при
определении расстояний в космологии. Пусть массовый ток J ∼M/T , где T — период
обращения. При этом порядок величины массы, сосредоточенной в ядре галактики, такой
же, как и порядок массы, образующей ток, масса спиральной галактики M пропорцио-

нальна ее площади, т.е. R2eff, а период T ∼R
3/2
eff . Это дает J ∼

√
Reff. Поскольку светимость

Llum также пропорциональна площади галактического диска, получим Reff∼
√
Llum. Таким

образом, J ∼
√
Reff∼L

1/4
lum и окончательно

νorb ∼ L
1/4
lum (7.12)

что предсказывает закономерность, действительно наблюдаемую в экспериментах и из-
вестную как эмпирический закон Талли-Фишера.
Определим условия, при которых оба члена в уравнении (7.3) начинают играть сопо-

ставимую роль. Заметим, что из условия предельного перехода к ОТО следует, что

~F (g) =
mc2

2
∇

{

−
∑

n

rn,s

rn
+
2

c2
∙ 4(~u, ~ν)

}

(7.13)

Будем как и ранее считать, что пробное тело принадлежит круговому контуру, т.е. u∼ ν.
Тогда из формулы (7.13) следует, что

rν2 ∼
1

4
GM. (7.14)

Тогда для галактики, содержащей 1011 звезд с массами Солнца, (квази)устойчивому со-
стоянию на расстоянии 104 парсек от центра скорость движения звезд должна иметь поря-
док 105м/с, что соответствует наблюдениям. Поэтому расхождение предсказаний теории
Ньютона-Эйнштейна, полученных на основе законов классической динамики, с наблюде-
ниями, полученными для кривых вращения, не является удивительным. При использова-
нии данного подхода расхождения теории и наблюдений не возникает, причем необходи-
мость введения темной материи отсутствует.

8 Классические тесты на галактическом масштабе
Классическими тестами ОТО называются предсказания этой теории, касающиеся прецес-
сии орбит планет, преломления луча света в поле звезды и гравитационного красного сме-
щения, которые успешно подтвердились при наблюдениях в Солнечной системе. В рамках
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развиваемого подхода, который относится уже к галактическому масштабу рассмотрения,
следует выполнить аналогичные расчеты и сравнить их результаты с наблюдениями.

8.1 Орбитальное движение

Более детальный (численный) расчет движения звезды в спиральной галактике с эффек-
тивным радиусом тока массы, отмеченного дугой окружности на рис. 3, для зависимости
декартовых координат y(x) дает траектории, представленные на рисунке. В зависимости
от параметров задачи и начальных данных можно обнаружить

• (а) прецессию орбиты звезды (явление, на котором неявно базируется теория волн плот-
ности, используемая для объяснения формирования рукавов спиральной галактики),

• (b) инфинитное движение.

Рис. 3: Траектории тел в координатах (x, y). Дуга окружности соответствует положению эффек-
тивного кругового тока массы; а — витки розетки обходятся против часовой стрелки; b — пробное
тело, пребывавшее в окрестности центра, покидает ее и уходит на бесконечность

Траектория, показанная справа, имеет отношение к парадоксу с динамикой шаровых
скоплений в нашей галактике, упомянутому в разделе 1 и связанному с нарушением зако-
на Кеплера, и проясняют ситуацию с их поведением: видно, что тело может определенное
время двигаться вблизи центра, прежде, чем покинет систему. Таким образом, резуль-
таты расчетов первого «классического теста» на галактическом масштабе соответствуют
как наблюдениям, которые при этом до сих пор не имели объяснения, так и привычным
представлениям.

8.2 Отклонение луча

На рис. 4 приведена иллюстрация расчета отклонения частицы малой массы при прохо-
ждении справа налево вблизи обычного Кулоновского центра (а) и вблизи системы ЦПТ
с нужной ориентацией (b). Считая, что эти результаты качественно соответствуют откло-
нению луча света, можно убедиться, что

• отклонение на галактическом масштабе имеет место и может быть рассчитано (аналог
второго «классического теста»).

• В случае b) (при учете тока массы) отклонение существенно больше, чем при уче-
те только центрального потенциала, что может объяснить значительные количествен-
ные расхождения предсказаний ОТО и непосредственных наблюдений гравитационных
линз.
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Рис. 4: Траектории тел в координатах (x, y). Дуга окружности соответствует положению эффек-
тивного кругового тока массы, который в случае 4а не учитывается.

Рис. 5: Крест Эйнштейна: изображение квазара(Hubble NASA/ESA); изображение галактики-
линзы (http://www.noao.edu/image_gallery/html/im0553.html); аналоги радиуса Хваольсона-
Эйнштейна (отмечены стрелками).

В ОТО гравитационная линза обладает центральной симметрией и имеет параметр,
называемый радиусом Хвольсона-Эйнштейна10. В терминах АГД профильная ориента-
ция линзы по отношению к удаленному источнику (квазару) такую симметрию теряет, и
можно получить формулу [16], в которой вместо одного значения радиуса имеется два11.
Применяя полученные формулы к такому известному объекту, как Крест Эйнштейна, что
оправдано в связи с учетом вида и ориентации самой галактики-линзы (рис. 5, центр),
можно убедиться, что они не противоречат наблюдениям [30]. Таким образом, наблюде-
ния отклонений в гравитационной линзе, которые при их интерпретации с помощью ОТО
требуют введения темной материи, при использовании АГД в ней не нуждаются.

8.3 Гравитационное смещение частоты

Как известно, релятивистская теория (т.е. такая, в которой скорость передачи сигнала
имеет конечное значение), предусматривает изменение временного промежутка в соответ-

ствии с формулой dx0=
1
√
g00
, где g00 — компонента метрического тензора. Этот результат

в настоящее время проверен и подтвержден с чрезвычайно высокой точностью. Поскольку

10Радиус Хвольсона-Эйнштейна рассчитывается по формуле: ξ0 =
√
2rS

DdDds
DS

, где rS = 2GM
c2

— радиус

Шварцшильда, Ds — расстояние между источником и наблюдателем, Dd — расстояние между линзой и
наблюдателем, Dds — расстояние между линзой и источником.

11Аналоги радиуса Хвольсона-Эйнштейна в АГД: ξ1or2 = 4ξ0
ξ0
rS

Veff
c

[

±1 +
√
1 + c2

V 2eff

rSDS

32DdsDd

]
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предлагаемый подход также является геометрическим, это соотношение остается справед-
ливым, но, как было указано в предыдущем разделе, приобретает новые свойства, связан-
ные с анизотропией метрики, т.е. с учетом движения всех тел системы. В частности, для
рассматриваемого случая анизотропный потенциал растет, как (~u, ~ν)∼ ν2∼ r2. Это озна-
чает, что при наблюдении все более далеких источников, двигающихся перпендикулярно
лучу зрения, их измеряемые частоты будут демонстрировать линейное снижение частоты.
Таким образом, в этом подходе предсказывается линейный закон, полученный Хабблом
из наблюдений.

8.4 Дополнительные проверяемые эффекты

Дальнейшее численное моделирование системы ЦПТ для различных условий и началь-
ных данных, выполняемое в рамках развиваемого подхода, позволяет обнаружить ряд
интересных паттернов, весьма сходных с наблюдениями. Это позволяет выдвинуть новые
гипотезы образования рукавов и баров (перекладин) у спиральных галактик. Заметим, что
происхождение баров, имеющихся примерно у двух третей из них, до сих пор оставалось
неясным.
На рис. 6а приведен результат расчета взрыва центрального тела в модели ЦПТ, приво-

дящего к выбросу двух равных масс в противоположных направлениях в плоскости витка.
Траектории этих масс весьма напоминают известные наблюдения, (ср. рис. 6а — расчет и
рис. 6b — фотография, полученная с помощью телескопа «Хаббл»).
На расчетном графике имеется также центральную деталь, которая всегда присут-

ствует, и поначалу вызывала беспокойство своим возможным искусственным характером.
Однако после появления новых результатов наблюдений, полученных космической обсер-

Рис. 6: Детали, обнаруженные орбитальной обсерваторией "Гершель"в центре Млечного пути.
а) Численный расчет (точный вид деталей в центре зависит от шага вычислений, но они при-
сутствуют всегда); b) Галактика NGC-1365 (телескоп Хаббла, NASA/ESA); c) Детали открытые
орбитальной обсерваторией Хершеля в центре Млечного пути.

ваторией «Гершель» в мае 2011г. при фотографировании облаков холодного газа в центре
нашей галактики, рис. 6с, оказалось, что она может быть использована для их интерпрета-
ции. Заметим, что центральная часть фотографии на рис.5b также напоминает централь-
ную деталь на рис. 6а [31].
На рис. 7 представлена траектория пробного тела, рассеивающегося на системе ЦПТ

в ее плоскости и имеющего два отклонения разного знака, что обусловлено начальным
положением, направлением движения тела и направлением тока массы. С точки зрения
преломления света это означает, что АГД предсказывает существование наблюдаемых рас-
сеивающих гравитационных линз, которые уменьшают угловой размер находящихся за
ними объектов. Так что, если подобная линза находится между объектом и наблюдателем
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Рис. 7: Дуга окружности соответствует положению эффективного кругового тока массы, тело
движется справа налево.

на Земле и ориентирована соответствующим образом, то оценка расстояния до объекта
может быть завышенной. Если этот объект — галактика, светимость которой сравнива-
ется со стандартной свечей, то такая ситуация может послужить причиной неправильной
интерпретации результатов наблюдений последнего десятилетия, связанных с измерением
расстояния до галактик по измерениям наблюдаемой светимости. Предположение о нару-
шении линейного закона Хаббла было сделано именно в связи с красными смещениями
спектров галактик и оценками расстояний до них, выполненных на основании их светимо-
сти. Эти наблюдения привели к представлению об ускоренном расширении Вселенной и
введению понятия темная энергия (отталкивания), которая обеспечивает это ускорение.
Не исключено, что интерпретация наблюдений светимости галактик, с учетом возможного
существования рассеивающих гравитационных линз, позволит не требовать от Вселенной
существования не только темной материи, но и темной энергии. Это, однако, нуждается
в более тщательной проверке.

9 Основные результаты
Основными результатами, приведенными в данной работе, можно считать следующие.
Предложен подход, в рамках которого модель реального мира не содержит противоре-
чия между существованием дальнодействующих (гравитационных) сил и существованием
систем отсчета, двигающихся равномерно и прямолинейно. Это потребовало использова-
ния новой геометрии, в которой пространство и его метрика являются анизотропными.
Основным постулатом развиваемой теории является обобщенный принцип эквивалентно-
сти, не позволяющий различить гравитационную и инертную массу объекта. Предложена
модель элементарного источника гравитации, содержащая не только потенциальную, но
и соленоидальную часть. С ее помощью на основании расчетов, касающихся динамики
спиральных галактик,

• получено объяснение ряда наблюдательных эффектов и явлений, ранее не имевших
теоретического обоснования: закон Талли-Фишера; особенности динамики шаровых
звездных скоплений в нашей галактике; формирование баров спиральных галактик;
формирование центральной детали в центре галактики, зафиксированной «Гершелем».

• некоторые наблюдения на галактическом масштабе получили новые объяснения, не тре-
бующие привлечения понятия «темной материи»: плоские кривые вращения спираль-
ных галактик; существенное превышение преломления в гравитационных линзах по
сравнению с расчетом, основанным на классической ОТО.
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Новый геометрический подход содержит также посылки, имеющие космологический
смысл:

• линейный закон Хаббла предсказывается теоретически, причем смещение частоты мо-
жет носить как кинематический, (присущий ОТО), так и гравитационный характер.
Таким образом, это смещение можно объяснить без привлечения расширения Вселен-
ной.

• расчеты, основанные на используемой модели, показали возможность существования
рассеивающих гравитационных линз, что ставит вопрос уточнения интерпретации от-
клонений от линейного закона Хаббла.

10 Обсуждение

Изложенный выше материал не исчерпывает всей проблематики, касающейся нового под-
хода, а также не содержит целого ряда других результатов, полученных в его рамках [16].
Цель настоящей работы — обратить внимание на принципиальные противоречия, имеющи-
еся в основах теории в настоящее время, и предложить возможный путь их преодоления,
жестко связанный с наблюдениями. Именно это последнее является чертой, отличающей
ОТЭ-АГД от других альтернативных теорий. Перечисленные выше результаты, получен-
ные на этом пути, являются свидетельством перспективности данного подхода для даль-
нейших исследований. Отметим дополнительно следующие обстоятельства.

Предельный переход . Из замечания, сделанного в конце раздела 5, следует, что ОТО вхо-
дит в АГД в качестве предельного случая. При этом для проверки выполнения условий
предельного перехода при наблюдениях следует использовать уравнение (7.14). Наличие
предельного перехода к ОТО на масштабах планетных систем, как минимум, сохраняет
все прежние достижения, а поправки, связанные с галактическим движением, пренебре-
жимо мало затрагивают динамику отдельной планетной системы или двойной звезды.
Вместе с тем перечисленные результаты, пригодные на галактическом масштабе и выше,
могут привести к изменению современных привычных представлений.

Новый фундаментальный параметр . Сто лет назад при переходе к 4-мерному
пространству-времени с геометрией Минковского в физических приложениях возник фун-
даментальный параметр с размерностью скорости. Оказалось, что если положить его рав-
ным скорости света c, то получаемые геометрические соотношения приобретут физический
смысл, пригодный для интерпретации наблюдений. В настоящее время аналогично: при
переходе к 8-мерному фазовому пространству-времени возникает необходимость введения
еще одного фундаментального параметра — с размерностью длины. Если положить его
равным c/H, где c — скорость света, а H — постоянная Хаббла, то добавка к гравитацион-
ной силе, возникающая в АГД на галактических расстояниях, окажется пропорциональна
ускорению cH. Это соответствует эмпирической константе, использованной в МОНД с
целью подгона к опытным данным, и указывает на то, что близость ее величины к cH
является неслучайной. Группа преобразований координат более не будет группой Пуанка-
ре и станет наиболее общей группой кинематик – группой Де Ситтера с законом преобра-

зования x′μ=
Lμνx

ν

1 + l−1bμxμ
, который как раз и содержит две требуемые фундаментальные

константы.
Перенося эти идеи в микромир, где также отсутствует возможность непосредственных

измерений и необходимо пользоваться расчетом, опирающимся на геометрические пред-
ставления, нельзя исключить, что в качестве фундаментальной длины выступит другая
величина, нежели та, которая была использована для мегамира.
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Понятие темной материи. Вопрос о существовании темной материи можно теперь ре-
шать в том же духе, что и вопрос о существовании эфира сто лет назад. Теория Лоренца,
опирающаяся на это понятие, полностью отвечала физическим представлениям своего вре-
мени и давала те же количественные результаты, что и СТО. В последней, однако, эфир
не требовался. Как оказалось впоследствии, это не только делало СТО более экономичной
теорией, но и имело далеко идущие последствия. Использование АГД для интерпретации
наблюдений позволяет обойтись без введения понятия темной материи, которое требова-
лось ранее.
Впервые высказанная Ф.Цвике в начале 30-х годов прошлого века идея о наличии

скрытой массы основывалась на наблюдениях дисперсии скоростей и использовании тео-
ремы вириала. Согласно этой теореме для Ньютоновского взаимодействия средняя кине-
тическая энергия системы тел, движущихся в ограниченной области пространства, равна
половине средней потенциальной энергии. Однако в фазовом пространстве-времени АГД
потенциал не является однородной функцией пространственных координат, как того тре-
бует теорема вириала, а определяется, например, функциями, стоящими под градиентом
в выражениях вида (7.3) или (7.4). Взаимодействие при этом Ньютоновским не являет-
ся, теорема вириала неприменима, но предсказание, получаемое в рамках предлагаемой
теории, соответствует наблюдениям.
Между тем, считается, что существование темной материи имеет экспериментальные

подтверждения, а само это понятие нашло применение в современных космологических
моделях.

Доказательства существования темной материи . Выше уже указывалось противоре-
чие, связанное с введением темной материи для интерпретации кривых вращения. Все
известные примеры «доказательств» ее существования (обычно упоминают: кривые вра-
щения; дисперсию скоростей галактик в кластерах; избыточное преломление в гравита-
ционных линзах; микроволновой фон; барионные акустические осцилляции; и, конечно,
столкновение в кластере Пули, сфотографированное обсерваторией «Чандра»), не дока-
зывают ее существования, а просто допускают интерпретацию наблюдений с помощью
этого понятия. На том же основании можно было бы считать опыт Майкельсона-Морли
доказательством существования эфира, необходимого в теории Лоренца. Все указанные
примеры предполагают лишь наличие дополнительного гравитационного потенциала и не
требуют существования частиц с экзотическими свойствами.
Поэтому анизотропный потенциал, использованный в подходе АГД и связанный с кон-

кретным учетом движения всех тел системы, (к чему призывал Э. Мах), пригоден для
интерпретации этих наблюдений на точно таких же основаниях. Заметим, что современное
понятие физического вакуума обладает некоторыми свойствами эфира, но не используется
в качестве системы отсчета. Так что и в случае обнаружения частиц, обладающих свой-
ствами темной материи, привлечение их для объяснения астрономических наблюдений не
обязательно.
Это же относится и к объяснению галактического парадокса, согласно которому на

завершающем этапе ранней Вселенной что-то должно было удержать от разлета бари-
оны, впоследствии сформировавшие галактики. Роль этого «чего-то» в настоящее время
отводится темной материи. Однако в терминах АГД от разлета их могли удержать и «кон-
векционные» силы, связанные с их собственным «вихревым» движением.

Место ОТЭ-АГД в теоретических представлениях . Можно по-разному оценивать про-
исходящее в науке на современном этапе. Оптимистическая точка зрения состоит в том,
что достигнут значительный прогресс в понимании мироустройства, а нарастание числа
всевозможных наблюдений и все более широкомасштабное внедрение математики предо-
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ставляет широкий простор для столь же всевозможных их интерпретаций. Это сближает
науку с художественным творчеством и способствует самореализации человеческой лич-
ности. Более сдержанная точка зрения состоит в том, что в науке имеется растерянность,
что выражается в самоизоляции приверженцев различных направлений и нежелании или
неспособности конструктивно объединить усилия. Крайним выражением этой растерянно-
сти является ощущение кризиса, состоящего в утрате интуитивной наглядности теорети-
ческого базиса, используемого для описания физической реальности, а также в осознании
противоречий, лежащих в основе современных фундаментальных представлений. От та-
ких противоречий, обычно определявших границы применимости того или иного подхода
и именно поэтому позволявших получать вполне работоспособные теории, наука не была
свободна никогда. Однако в настоящее время, с одной стороны, естественное стремле-
ние утвердить единые позиции для описания разнородных и разномасштабных эффек-
тов стало гипертрофированным, а с другой стороны, существенно возросли роль и вклад
«архитектурных излишеств», опирающихся на фундамент, предназначенный для другого
«строения». Первое на предыдущем этапе преследовалось Эйнштейном, Вейлем, Калу-
цей, Клейном и другими исследователями, а второе содержит обширный зоопарк частиц
и несколько десятков свободных параметров Стандартной модели. Некоторые красивые
теории (струны и браны) никак не увязаны с экспериментом, другие глубокие идеи (супер-
симметрия) подтверждены недостаточно, тем не менее, все новые детали и тех, и других
относят к естествознанию и настойчиво изучают, не обращая внимания на имеющиеся
противоречия.
На этом фоне подход ОТЭ-АГД, не создающий новое, но отсекающий лишнее, позволя-

ющий интерпретировать наблюдаемые эффекты не за счет привлечения новых сущностей,
а за счет выбора иного математического аппарата, преодолевающего противоречия пред-
шествующего подхода, обладает привлекательностью простоты.
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The principal features of the generalized equivalence theory (anisotropic
geometrodynamics) are discussed. The motivation that led to this approach on the
base of the analysis of some inconsistencies present in the foundations of the classical
mechanics is given. The results of the use of this approach for the interpretation of
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