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С 4 по 10 ноября 2006 года в Каире прошла вторая международная конференция,
посвященная вопросам Финслеровых расширений теории относительности, организо-
ванная некоммерческим фондом развития исследований по Финслеровой геометрии
«Финслеровская премия» (ген. директор Д. Г. Павлов, отв. cекретарь А.А. Элиович)
при поддержке МГТУ им. Н.Э. Баумана (ректор И.Б. Федоров, декан факультета фун-
даментальных наук Б.П. Назаренко, зав. кафедрой физики А.Н. Морозов, сотрудники
МГТУ Т.М. Гладышева, В.О. Гладышев и Д. Г. Павлов) и при организационной под-
держке М. Райта (Великобритания). Конференция явилась логическим продолжением
предыдущих аналогичных мероприятий, проводившихся в Москве (Россия), Брашове
(Румыния) и Каире (Египет), а также работы Финслеровской секции ежегодной меж-
дународной конференции «Физические интерпретации теории относительности», прохо-
дящей поочередно в Лондоне (Imperial College) и в Москве (МГТУ им. Н.Э. Баумана).
В конференции приняли участие более 70 человек из 17 стран: Азербайджана, Алжира,
Великобритании, Венгрии, Греции, Египта, Индии, Иордании, Ирана, Италии, Китая,
России, Румынии, США, Турции, Узбекистана и Франции. Самая многочисленная де-
легация в составе 26 человек приехала из России и была представлена сотрудниками
10 ведущих ВУЗов и научных центров страны из Москвы, Санкт-Петербурга, Самары,
Казани, Новосибирска и Пущино.

Научная программа

По сравнению с прошлогодней конференцией число участников увеличилось более,
чем в три раза, и соответственно, тематика докладов стала более обширной и углуби-
лась. В целях обзора результатов сделанные доклады можно условно сгруппировать
следующим образом:

• алгебраические основы;
• геометрические и общематематические свойства Финслеровых пространств, пред-
ставляющие интерес для теории относительности;

• экспериментальные исследования свойств пространства-времени;
• альтернативные и дополняющие подходы.
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При этом некоторые доклады можно было бы отнести сразу к нескольким из ука-
занных групп.

В докладах А. Пожидаева (Россия, Новосибирск), В. Чернова (Россия, Самара) иЖ.
Шена (США, Индианаполис) обсуждались некоторые классы n-арных алгебр и их связь
с геометрией и механикой, 4-мерные алгебры с полилинейным умножением Зассенхаузе-
на и некоторые классы Финслеровых (альфа, бета)-метрик соответственно. Л. Кауфман
(США, Чикаго) остановился на новом алгебраическом подходе, позволяющем получать
основные структуры дифференциальной геометрии и физики на основе введения дис-
кретных операций. В первой группе докладов естественное внимание организаторы и
участники конференции уделили Финслеровым пространствам с метрическими функ-
циями в виде симметрических многочленов — метриками Бервальда-Моора и Чернова.
Как известно, к аналогичному типу относится и метрика пространства Минковского.
Все эти метрики тесным образом связаны между собой и имеют предельные переходы
друг в друга. В докладах Д. Павлова (Россия, Москва) и Г. Гарасько (Россия, Москва),
посвященных этой тематике, были получены правила конструирования псевдоримано-
вых геометрий (и, следовательно, гравитационных полей) в пространстве гиперком-
плексных чисел H4. Преобразования, обобщающие преобразования Лоренца на случай
пространств с метрикой Бервальда-Моора, были получены Г. Богословским (Россия,
Москва) на основе рассмотрения групп движений в пространствах с полностью и ча-
стично нарушенной симметрией. В работе Ш. Цао (Китай, Пекин) был построен аналог
специальной теории относительности для пространства с метрикой Бервальда-Моора,
допускающий сверхсветовые скорости распространения сигнала.

Обобщение основных понятий и структур дифференциальной геометрии таких, как
метрические тензора, геодезические, связности, проективные плоскости для пространств
с метриками Бервальда-Моора, и обобщающими их метриками Шимады были сделаны
в докладах С. Лебедева (Россия, Москва), В. Балана (Румыния, Бухарест) и Н. Бринзей
(Румыния, Брашов). В докладе М. Пауна (Румыния, Брашов) были получены обобщен-
ные уравнения Эйнштейна и Максвелла для Лагранжевых пространств второго порядка
с метрикой Бервальда-Моора.

Значительная часть докладов, представленных на конференции, была посвящена ис-
следованиям разнообразных геометрических и общематематических свойств Финслеро-
вых пространств. Следует отметить выступления, которые сделали Г. Атанасиу, Е. Стой-
ка, Г. Мутяну (Румыния, Брашов), Т. Бинх, Л. Тамаши, Л. Козма, И. Петер, К. Винцзе
(Венгрия, Дебречен), К. Ченг (Китай, Чонкин), Б. Ву, Ю. Ксин (Китай, Шанхай), П-М.
Вонг, К. Хан, М.-Ч. Шо, Ж. Цао (США, Индианаполис), М. Ванас, Н. Юсуф, А. Сидах-
мед, М. Кахил (Египет, Каир), Ч. Мишра, Д. Ядав (Индия, Файзаабад), В. Али (Иран,
Тегеран), А.-П. Куретсис (Греция, Афины), И. Машхур, А. Ата (Иордания, Муттах).
Несмотря на большую абстрактность использованного математического аппарата и по-
лученных результатов, работы данной группы внесли существенный вклад в постановку
и решение проблем, касающихся Финслерова расширения теории относительности.

Представленные на конференции экспериментальные исследования, направленные
на выявление тех или иных свойств пространства-времени, имеющих отношение к
Финслеровой геометрии, носят весьма разнообразный характер. Совместная работа
В. Гладышева, Т. Гладышевой, М. Дашко, А. Морозова, Б. Назаренко, Е. Шаранди-
на и Н. Трофимова (все – Россия, Москва) выполнена на современном лабораторном
оборудовании интерферометрическими методами, а ее результаты указывают на по-
явление в движущейся среде оптической анизотропии, характерной для случая, когда
геометрия пространства-времени отличается от геометрии Минковского. Коллектив в
составе В. Панчелюги, С. Шноля, В. Коломбет, М. Панчелюги (все – Россия, Пущино)
представил работу по выявлению анизотропии пространства, основанную на наблюде-



Гиперкомплексные числа в геометрии и физике, 2 (6), Vol 3, 2006 5

ниях явления макроскопических флуктуаций на различных масштабах, характерных
для Земли и Солнечной системы, а также на наблюдениях влияния быстро вращающе-
гося тела на флуктуации при альфа-распаде. В докладе Л. Синдони (Италия, Триест)
обсуждались модификации законов движения частиц в вакууме, в частности, диспер-
сионных соотношений, требуемой во многих моделях квантовой гравитации. Было по-
казано, что эти эффекты, наблюдаемые для космических лучей сверхвысоких энергий,
можно трактовать в терминах финслеровой геометрии пространства-времени. В работе
М. Лашиз-Рея (Франция, Марсель) было показано, что измеренное микроволновое фо-
новое излучение имеет анизотропию, характерную для додекаэдрона Пуанкаре. Доклад
С. Сипарова (Россия, Санкт-Петербург) содержал теорию эффекта нулевого порядка,
пригодного для исследования геометрических свойств пространства-времени с помо-
щью наблюдения излучения космических мазеров. Важной особенностью этого эффекта
является то, что он может позволить различить риманову и финслерову геометрии в
масштабах галактики.

Альтернативные и дополняющие подходы к исследованию свойств пространств с
метрическими функциями, связанными с четвертыми степенями компонент, были пред-
ставлены в докладах П. Сухаревского (Россия, Москва), В. Кассандрова и Ю. Лаптева
(Россия, Москва) и П. Роулэндса (Великобритания, Ливерпуль). В частности, второй
(алгебродинамика) и третий (нильпотентный формализм) из этих докладов касались
алгебр комплексных кватернионов и их возможных приложений к построению физиче-
ских теорий.

Параллельным направлением к Финслеровой тематике является разрабатываемая
Ю. Владимировым (Россия, Москва) и его учениками А. Соловьевым и С. Болохо-
вым (Россия, Москва) концепция бинарной геометрофизики. В докладах этих авторов
развивались идеи межчастичного взаимодействия Фоккера-Фейнмана, альтернативные
теории поля, а также рассматривались финслеровы обобщения спиноров.

Доклады Р. Ибадова (Узбекистан, Самарканд) и Т. Ярмана (Турция, Эскизехир) бы-
ли посвящены построению квантовой теории поля с новой фундаментальной константой
и альтернативной теории относительности.

В заключение участники прослушали выступление египтолога Т. Шерковой (Россия,
Москва) на тему «Четверка в космологиях древнего Египта».
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ТЕОРИЯ ПОЛЯ И ФИНСЛЕРОВЫ ПРОСТРАНСТВА

Г.И. Гарасько

Всероссийский электротехнический институт, Москва, Россия
gri9z@mail.ru

Предлагается строить лагранжиан поля (полей), исходя только из метрической функции
финслерова пространства, а именно как единица, деленная на объем, который зачерчивает
единичный вектор, пробегающий все точки индикатрисы в касательном пространстве, если
считать, что касательное пространство является евклидовым. Для пространства, конформно
связанного с пространством Минковского, в предположении экспоненциальной зависимости
от времени и сферически симметричной зависимости от координат получено космологическое
уравнение, из которого при расстояниях от начала координат много меньших размеров Все-
ленной следует выполнение закона Хаббла. Записано космологическое уравнение для поля,
описывающее Вселенную с геометрией, конформно связанной с геометрией поличисел H4, ко-
торая обладает метрикой Бервальда-Моора.

Ключевые слова: Лагранжиан, индикатриса, метрика Бервальда-Моора, Финслерово
пространство, теория поля, закон Хаббла.

Введение

Наиболее удобный способ получения уравнений поля как в классической теории [1],
так и в теории квантованных полей [2] связан с понятиями лагранжиана, действия и
принципа стационарного (или наименьшего) действия. При этом однозначно устанавли-
вается связь [3] между непрерывными преобразованиями, относительно которых инва-
риантно действие, и физическими законами сохранения, которые могут быть проверены
экспериментально.

Если x0, x1, x2, x3 – координаты, f(x) ≡ f(x0, x1, x2, x3) – скалярное поле в простран-
стве Минковского, а

L ≡ L

(
f(x);

∂f

∂x0
,

∂f

∂x1
,

∂f

∂x2
,

∂f

∂x3

)
, (1)

– лагранжиан, то интеграл от лагранжиана по некоторому четырехмерному объему V
пространства-времени,

I[f ] =

4∫

V

L dx0dx1dx2dx3 (2)

принято называть действием. Считая, что вариации функции поля δf равны нулю на
границе объема интегрирования, и требуя стационарности действия, то есть

δI[f ] = 0 , (3)

с помощью известной математической процедуры получим уравнение Лагранжа-
Эйлера, которое и есть уравнение поля:

∂

∂xi

∂L

∂
(

∂f
∂xi

) − ∂L

∂f
= 0 . (4)
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Обычно лагранжиан подбирают так, чтобы получить известные уравнения поля,
или строят, обеспечивая заданную симметрию и выполнение некоторых дополнитель-
ных требований, например, чтобы получались линейные дифференциальные уравнения
в частных производных второго порядка. Построение качественно новых лагранжианов,
описывающих нелинейные физические процессы является, в известном смысле, искус-
ством.

Функционалу (2) можно придать чисто геометрический смысл и считать его не ин-
тегралом в пространстве Минковского от лагранжиана L, а объемом в некотором более
сложном пространстве, в котором элемент объема имеет вид:

dV = L dx0dx1dx2dx3 . (5)

Рассмотрим финслерово пространство x1, x2, ..., xn [4] с метрической функцией

L(dx; x) ≡ L(dx1, dx2, ..., dxn; x1, x2, ..., xn) . (6)

В таком пространстве элемент длины ds по определению есть

ds = L(dx1, dx2, ..., dxn; x1, x2, ..., xn) . (7)

Более наглядно метрические свойства финслерова пространства можно описать с по-
мощью понятия индикатрисы, которая определяется в каждой точке M(x1, x2, ..., xn)
основного пространства в соответствующем касательном центроаффинном простран-
стве ξ1, ξ2, ..., ξn как геометрическое место концов единичных радиус-векторов ξ(1). Такая
гиперповерхность описывается уравнением

L(ξ1, ξ2, ..., ξn; x1, x2, ..., xn) = 1 . (8)

Задание системы индикатрис в каждой точке основного пространства, или, что тоже
самое, задание множеств единичных векторов, полностью определяет финслерову гео-
метрию. Для того, чтобы вычислить длину вектора (dx1, dx2, ..., dxn), надо найти со-
направленный вектору dx единичный вектор ξ(1), тогда числовой коэффициент ds в
формуле

dxi = ds · ξi
(1) (9)

и есть длина вектора dx. Из этой формулы следует, что элемент длины

ds =
|dx|ев
|ξ(1)|ев , (10)

где |dx|ев, |ξ(1)|ев – длины векторов (dx1, dx2, ..., dxn) и (ξ1, ξ2, ..., ξn), вычисляемые так,
как если бы пространства dx1, dx2, ..., dxn и ξ1, ξ2, ..., ξn были евклидовы, а системы ко-
ординат в них – декартовы прямоугольные.

Если при выполнении последних предположений можно вычислить объем индика-
трисы, то есть n-мерный объем, который зачерчивает единичный вектор ξ(1) в касатель-
ном пространстве ξ1, ξ2, ..., ξn, пробегая всю индикатрису, то в финслеровом простран-
стве можно (аналогично (10)) определить элемент объема dV по формуле

dV = const · dx1dx2...dxn

(Vind)ev

, (11)

где (Vind)ev – объем индикатрисы, вычисленный в предположении, что касательное про-
странство евклидово, а координаты декартовы прямоугольные. Совершенно очевидно,



8 Гарасько Г.И. Теория поля и финслеровы пространства

что таким образом определенный элемент объема инвариантен относительно преобра-
зования координат.

Рассмотрим n-мерное риманово пространство, метрическая функция в этом случае
имеет вид

L(dx; x) =
√

gijdxidxj , (12)

а уравнение индикатрисы соответственно –

gijξ
iξj = 1 . (13)

Это уравнение определяет гиперповерхность второго порядка, а именно, эллипсоид. Ес-
ли считать пространство ξ1, ξ2, ..., ξn евклидовым, то, как известно, объем такого эллип-
соида есть

(Vind)ev =
const′√
det(gij)

. (14)

Подставляя это выражение в формулу (11), получим элемент объема в произвольном
римановом пространстве

dV = const ·
√

det(gij) dx1dx2...dxn , (15)

что совпадает с обычным определением инвариантного элемента объема в римановом
пространстве.

Для псевдоримановых пространств без специальных дополнительных условий на
индикатрису

(Vind)ev = ∞ ⇒ dV = 0 · dx1dx2...dxn , (16)

но можно провести цепочку рассуждений, которые позволяют и для псевдоримановых
пространств предложить инвариантный элемент объема в виде формулы, аналогичной
формуле (15). Точно такие же рассуждения приходится приводить и для получения
инвариантного элемента объема в финслеровых пространствах, в которых имеет ме-
сто проблема (16). Следует исходить из некоторого плоского пространства, близкого к
пространству, элемент объема которого мы хотим определить.

Проведем эти рассуждения для конкретного примера: псевдориманового простран-
ства с сигнатурой (+,−,−,−). В этом случае рассмотрим вначале пространство Мин-
ковского x0, x1, x2, x3, в котором метрическая функция имеет вид

L(dx) =
√

(dx0)2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2 ≡
√

o
gij dxidxj , (17)

а тангенциальное уравнение индикатрисы

(ξ0)2 − (ξ1)2 − (ξ2)2 − (ξ3)2 = 1 (18)

является уравнением второго порядка и определяет гиперповерхность, которая являет-
ся двуполостным гиперболоидом, поэтому проблема определения объема индикатрисы
имеет место. Так как и метрическая функция, и уравнение индикатрисы не зависят
от точки пространства, то каким бы образом мы ни регуляризовали соответствующий
интеграл, мы получим действительное число, одно и то же во всех точках пространства.
Обозначим это число (Vind)ev. Для того, чтобы в пространстве Минковского получить
инвариантный элемент объема по формуле (11) величину (Vind)ev следует записать в
виде

(Vind)ev =
const′√
−det

(
o
gij

) . (19)
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Перейдем от координат x0, x1, x2, x3 к некоторым криволинейным координатам
x0′ , x1′ , x2′ , x3′ , тогда

o
gij перейдет в g(x′)i′j′ , а значит элемент объема в пространстве

Минковского в криволинейных координатах x0′ , x1′ , x2′ , x3′ будет определяться форму-
лой

dV = const ·
√
−det (g(x′)i′j′) dx0′dx1′dx2′dx3′ , (20)

но все же пока мы остались в том же самом пространстве Минковского.
Рассмотрим псевдориманово пространство, конформно связанное [4] с простран-

ством Минковского,

ds = κ(x) ·
√

o
gij dxidxj , (21)

где κ(x) > 0, которое никаким преобразованием координат не может быть переведе-
но в пространство Минковского. Уравнение индикатрисы для такого псевдориманово
пространства можно записать следующим образом:

(ξ0)2 − (ξ1)2 − (ξ2)2 − (ξ3)2 =
1

κ2(x)
. (22)

Сравнивая это уравнение с уравнением (18), видим, что гиперповерхность, определяе-
мая уравнением (22), получается из гиперповерхности, определяемой (18), общим мас-
штабным преобразованием с коэффициентом 1

κ(x)
, поэтому если индикатрисе (18) мы

приписывали объем (19), то индикатрисе (22) следует приписать объем

(Vind)ev =
const′

κ4(x)

√
−det

(
o
gij

) =
const′√−det (g(x)ij)

, (23)

где
g(x)ij ≡ κ2(x)

o
gij . (24)

Из выше проведенных рассуждений следует, что псевдориманову пространству с
метрическим тензором g(x)ij и сигнатурой (+,−,−,−) можно приписать инвариантный
элемент объема вида

dV = const ·
√
−det (g(x)ij) dx0dx1dx2dx3 , (25)

что и принято в ОТО [1].
К проблеме (16) в псевдоримановых пространствах можно подойти более строго

(в данной работе мы этого делать не будем), но при этом приходится переходить к
пространствам более общим, чем псевдоримановы пространства. Поясним это на при-
мере пространства Минковского. Если вместо пространства Минковского с метрической
функцией (17) взять финслерово пространство с метрической функцией

L(dx) =
√

(dx0)2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2 + q0dx0 (26)

и условием dx0 ≥ 0, где q0 > 0, то у такого пространства объем индикатрисы (Vind)ev –
конечное действительное число, зависящее от параметра q0 и стремящееся к ∞, когда
параметр q0 стремится к 0.

Итак, будем считать, что в любом финслеровом пространстве, в котором имеет место
проблема (16), она может быть разрешена тем или иным способом. Тогда можно утвер-
ждать, что из самой геометрии финслерова пространства, если в метрической функции
содержатся некоторые поля, автоматически получается лагранжиан

L =
const

(Vind)ev

, (27)
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из которого затем получаются уравнения для полей.

Замечание. Ниже постоянные, которые фигурируют в формулах (11), (14),..., (27),
мы будем опускать, так как они не входят в полевые уравнения.

1 Пространства, конформно связанные с евклидовыми пространствами

Пространство, конформно связанное с n-мерным евклидовым пространством, обла-
дает элементом длины

ds = κ(x) ·
√

(x1)2 + (x2)2 + ... + (xn)2 , (28)

где κ(x) > 0. Так как в этом случае
√

det(gij) = κn(x) , (29)

лагранжиан имеет вид
L = κn(x) . (30)

Для того, чтобы получить из такого лагранжиана уравнение поля, надо выразить
скалярное поле κ(x) через другое поле так, что лагранжиан уже будет содержать про-
изводные нового поля. Как это сделать, показано в работах [5], [6].

Обобщенные импульсы в пространстве (28) определяются формулой

pi = κ(x)
dxi

√
(x1)2 + (x2)2 + ... + (xn)2

, (31)

а тангенциальное уравнение индикатрисы можно записать следующим образом:

p2
1 + p2

2 + ... + p2
n − κ2(x) = 0 . (32)

Скалярная функция S(x), которая в пространстве x1, x2, ..., xn определяет нормальную
конгруенцию геодезических и которую в классической механике принято называть дей-
ствием как функцией координат, а в работе [5] функцию S(x) предложено называть
Мировой функцией, должна удовлетворять уравнению Гамильтона-Якоби

(
∂S

∂x1

)2

+

(
∂S

∂x2

)2

+ ... +

(
∂S

∂xn

)2

= κ2(x) . (33)

Таким образом,

L =

[(
∂S

∂x1

)2

+

(
∂S

∂x2

)2

+ ... +

(
∂S

∂xn

)2
]n

2

, (34)

а уравнение поля (4) принимает вид:

∂

∂xi





∂S

∂xi

[(
∂S

∂x1

)2

+

(
∂S

∂x2

)2

+ ... +

(
∂S

∂xn

)2
]n

2
−1



 = 0 . (35)

Отметим, что для n > 2 это уравнение является нелинейным дифференциальным урав-
нением в частных производных второго порядка.

Запишем для пространства, конформно связанного с двумерной евклидовой плоско-
стью (x, y), уравнение (35)

∂2S

∂x2
+

∂2S

∂y2
= 0 , (36)
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то есть функция S(x, y) должна удовлетворять уравнению Лапласа, а значит она явля-
ется компонентой аналитической функции комплексной переменной. Тогда

κ(x, y) =

√(
∂S

∂x

)2

+

(
∂S

∂y

)2

(37)

есть коэффициент конформного преобразования элемента длины евклидового простран-
ства

ds′ =
√

(x′)2 + (y′)2 = κ(x, y)
√

x2 + y2 (38)

при конформном преобразовании

x′ = u(x, y) , y′ = ±v(x, y) , (39)

когда функция S является одной из компонент аналитической функции u+iv комплекс-
ной переменной x + iy.

Найдем решение уравнения (35) в предположении, что функция S зависит только
от радиуса

r =
√

(x1)2 + (x2)2 + ... + (xn)2 . (40)

Это удобнее сделать, записав элемент объема в сферических координатах и проинтегри-
ровав по всем углам,

dVr = rn−1

∣∣∣∣
dS

dr

∣∣∣∣
n

dr ⇒ Lr = rn−1

∣∣∣∣
dS

dr

∣∣∣∣
n

. (41)

Тогда уравнение поля запишется следующим образом:

d

dr

[
rn−1

∣∣∣∣
dS

dr

∣∣∣∣
n−1

]
= 0 . (42)

Интегрируя это уравнение, получим

dS

dr
=

C

r
, S = C ln

r

r0

, (43)

C 6= 0, r0 > 0 – действительные числа, тогда

κ(x) =

∣∣∣∣
dS

dr

∣∣∣∣ =
|C|
r

. (44)

Геодезические в таком пространстве определяются уравнениями

ẋi =
dS

dxi
· λ(x) , (45)

где λ(x) 6= 0 – некоторая функция, ẋi – производная xi по параметру вдоль геодезической
τ . Выберем λ(x) = r, тогда из (45) следует, что

ẋi = xi . (46)

Пусть j > 1, тогда
dxj

dx1
=

xj

x1
⇒ xj = Cjx1 , (47)

то есть геодезические в таком пространстве – это прямые линии, проходящие через
начало координат с направляющим вектором (1, C2, C3, ..., Cn).
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2 Пространства, конформно связанные
с псевдоевклидовыми пространствами с сигнатурой (+,−,−, ...,−)

Пространство, конформно связанное с n-мерным псевдоевклидовым пространством
с сигнатурой (+,−,−, ...,−), обладает элементом длины

ds = κ(x) ·
√

(x0)2 − (x1)2 − ...− (xn−1)2 , (48)

где κ(x) > 0. Так как в этом случае
√

(−1)n−1det (gij) = κn(x) , (49)

лагранжиан имеет вид
L = κn(x) . (50)

Для того, чтобы получить из такого лагранжиана уравнение поля, надо выразить
скалярное поле κ(x) через другое поле так, что лагранжиан уже будет содержать про-
изводные нового поля [5], [6].

Обобщенные импульсы в пространстве (48) определяются формулами

p0 =
κ(x) dx0

√
(x0)2 − (x1)2 − ...− (xn−1)2

, pµ = − κ(x) dxµ

√
(x0)2 − (x1)2 − ...− (xn−1)2

, (51)

µ = 1, 2, ..., (n − 1), а тангенциальное уравнение индикатрисы можно записать следую-
щим образом:

p2
0 − p2

1 − ...− p2
n−1 − κ2(x) = 0 . (52)

Скалярная функция S(x), которая в пространстве x0, x1, ..., xn−1 определяет нормальную
конгруенцию геодезических, должна удовлетворять уравнению Гамильтона-Якоби

(
∂S

∂x0

)2

−
(

∂S

∂x1

)2

− ...−
(

∂S

∂xn−1

)2

= κ2(x) . (53)

Таким образом,

L =

[(
∂S

∂x0

)2

−
(

∂S

∂x1

)2

− ...−
(

∂S

∂xn−1

)2
]n

2

, (54)

а уравнение поля (4) принимает вид:

∂

∂x0





∂S

∂x0

[(
∂S

∂x0

)2

−
(

∂S

∂x1

)2

− ...−
(

∂S

∂xn−1

)2
]n

2
−1



−

− ∂

∂xµ





∂S

∂xµ

[(
∂S

∂x0

)1

−
(

∂S

∂x2

)2

− ...−
(

∂S

∂xn−1

)2
]n

2
−1



 = 0 .

(55)

Отметим, что для n > 2 это уравнение является нелинейным дифференциальным урав-
нением в частных производных второго порядка и это уравнение выполняется, если
функция S удовлетворяет уравнению эйконала

(
∂S

∂x0

)1

−
(

∂S

∂x2

)2

− ...−
(

∂S

∂xn−1

)2

= 0 .
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Для того, чтобы уравнение поля (55) являлось волновым уравнением, функция S одно-
временно должна быть решением еще одного уравнения:

(
∂S

∂x0

)1

−
(

∂S

∂x2

)2

− ...−
(

∂S

∂xn−1

)2

= const .

Для пространства, конформно связанного с двумерной псевдоевклидовой плоско-
стью (x, y), уравнение (55) приобретает вид

∂2S

∂x2
− ∂2S

∂y2
= 0 , (56)

то есть в двумерном случае уравнение поля (55) – это волновое уравнение.

Найдем решение уравнения (55) в предположении, что функция S зависит только
от интервала

s =
√

(x0)2 − (x1)2 − ...− (xn−1)2 . (57)

Запишем для этого элемент объема, выделив в качестве одной из переменных интер-
вал s, при интегрировании по гиперболическим углам возникнут трудности, которые
аналогичны проблеме (16) и которые аналогично решаются, тогда

dVs = sn−1

∣∣∣∣
dS

ds

∣∣∣∣
n

ds ⇒ Ls = sn−1

∣∣∣∣
dS

ds

∣∣∣∣
n

, (58)

а уравнение поля приобретает вид:

d

ds

[
sn−1

∣∣∣∣
dS

ds

∣∣∣∣
n−1

]
= 0 . (59)

Интегрируя это уравнение, получим

dS

ds
=

C

s
, S = C ln

s

s0

, (60)

C 6= 0, s0 > 0 – действительные числа, тогда

κ(x) =

∣∣∣∣
dS

ds

∣∣∣∣ =
|C|
s

. (61)

Геодезические в таком пространстве определяются уравнениями

ẋ0 =
dS

dx0
· λ(x) , ẋµ = − dS

dxµ
· λ(x) , (62)

где λ(x) 6= 0 – некоторая функция, ẋi – производная xi по параметру эволюции τ ,

µ = 1, 2, ..., n− 1. Выберем λ(x) =
s2

|C| , тогда из (62) следует, что

ẋi = xi , (63)

или
dxµ

dx0
=

xµ

x0
⇒ xµ = Cµx0 , (64)
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то есть геодезические (экстремали) в таком пространстве – это прямые линии, прохо-
дящие через начало координат с направляющим вектором (1, C2, C3, ..., Cn). Интервал
при этом изменяется тоже линейно относительно координаты x0,

s =
√

1− (C1)2 − ...− (Cn−1)2 · x0 , x0 > 0. (65)

Так как пространство, конформно связанное с пространством Минковского, мы бу-
дем ниже использовать для построения космологического уравнения, выпишем ряд фор-
мул этого раздела для n = 4, используя в них метрический тензор пространства Мин-
ковского

o
gij:

связь между функцией S(x) и коэффициентом растяжения-сжатия κ(x) –

o
g

ij ∂S

∂xi

∂S

∂xj
= κ2(x) , (66)

лагранжиан –

L =

(
o
g

ij ∂S

∂xi

∂S

∂xj

)2

, (67)

уравнение поля –
o
g

kl ∂

∂xk

[
∂S

∂xl

(
o
g

ij ∂S

∂xi

∂S

∂xj

)]
= 0 . (68)

3 Модельное космологическое уравнение в пространстве,
конформно связанном с пространством Минковского

Запишем уравнение (68) в предположении, что функция S имеет вид

S(x0, r) = S0e
−γx0

ψ(r) , (69)

где r =
√

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2, а γ и S0 постоянные. Более просто получить уравне-
ние поля такого вида, если в элементе объема перейти от пространственных координат
x1, x2, x3 к сферической системе координат и проинтегрировать по сферическим углам,
тогда, опять же опуская постоянную, получим выражение для лагранжиана

L = r2

[(
∂S

∂x0

)2

−
(

∂S

∂r

)2
]2

, (70)

а уравнение поля запишется следующим образом:

r2 ∂

∂x0

{
∂S

∂x0

[(
∂S

∂x0

)2

−
(

∂S

∂r

)2
]}

− ∂

∂r

{
r2∂S

∂r

[(
∂S

∂x0

)2

−
(

∂S

∂r

)2
]}

= 0 . (71)

Подставляя в это уравнение функцию S(x0, r) (69), получим

3γ2r2ψ

[
γ2ψ2 −

(
dψ

dr

)2
]
− d

dr

{
r2dψ

dr

[
γ2ψ2 −

(
dψ

dr

)2
]}

= 0 . (72)

Введем безразмерную переменную ξ ≡ γr, тогда данное уравнение перепишется следу-
ющим образом:

3ξ2ψ

[
ψ2 −

(
dψ

dξ

)2
]
− d

dξ

{
ξ2dψ

dξ

[
ψ2 −

(
dψ

dξ

)2
]}

= 0 . (73)
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Так как это уравнение однородно по искомой функции, то будем ее искать в виде

ψ(ξ) = ψ0 exp

( ξ∫

0

ϕ(ξ)dξ

)
, (74)

ψ0 – постоянная, которая при составлении функции S перемножается с постоянной S0,
поэтому положим ее равной единице, ψ0 = 1. Подставляя (74) в (73), имеем

d

dξ

[
ξ2ϕ(1− ϕ2)

]− 3ξ2(1− ϕ2)2 = 0 , (75)

или
ξ(1− 3ϕ2)

dϕ

dξ
+ 2ϕ(1− ϕ2)− 3ξ(1− ϕ2)2 = 0 . (76)

Не удалось получить аналитическое решение этого уравнения.
В области ξ ¿ 1 будем искать решение в виде степенного ряда

ϕ ' Aξ + Bξ2 + Cξ3 + O(ξ4) . (77)

Подставим это разложение в уравнение (76), приведем подобные и получим

ϕ ' ξ − 1

5
ξ3 + O(ξ4) . (78)

Движение пробных тел (звезд) происходит по геодезическим (экстремалям) про-
странства с элементом длины

ds = κ(x0, r)
√

(dx0)2 − (dr)2 (79)

и тангенциальным уравнением индикатрисы

p2
0 − p2

r = κ2(x0, r) . (80)

Для поля S (69), (74) коэффициент расширения-сжатия вычисляется по формуле

κ(x0, r) =

√(
∂S

∂x0

)2

−
(

∂S

∂r

)2

= γ ·
√

1− ϕ2 · S(x0, r) . (81)

Из этой формулы следует, что |ϕ| < 1. Уравнения движения в данном случае принимают
вид

ẋ0 =
∂S

∂x0
λ = −γSλ , ṙ = −∂S

∂r
λ = −γSϕ(γr)λ , (82)

где точка означает полную производную по некоторому параметру эволюции τ , а про-
извольная функция λ 6= 0. Тогда

dr

dx0
= ϕ(γr) ⇒ dr

dt
= cϕ(γr) . (83)

Так как |ϕ| < 1, то
∣∣∣∣

dr

dx0

∣∣∣∣ < 1 и
∣∣∣∣
dr

dt

∣∣∣∣ < c .
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Посмотрим, как ведет себя скорость пробного тела в области ξ ¿ 1, для этого подставим
(78) в полученную формулу:

dr

dt
= cγ

(
1− 1

5
γ2r2

)
· r . (84)

Если обозначить постоянную Хаббла через H0, то полученная формула дает нам хоро-
шее выполнение закона Хаббла при γr < 1

10
, причем H0 = cγ, и тенденцию того, как

первоначально должна изменяться "постоянная Хаббла" H(r) с увеличением расстоя-
ния от центра:

dr

dt
= H(r) · r , H(r) = H0 ·

[
1− 1

5

(
H0

c

)2

· r2

]
. (85)

В области ξ ¿ 1 она уменьшается с увеличением расстояния от начала координат.
Для того, чтобы сказать что-то о размерах Вселенной и зависимости H(r) во всей

области возможных значений переменной r, необходимо вначале исследовать поведение
решения ϕ(ξ) уравнения (76), которое (решение) при ξ → 0 имеет вид (78). Ни аналити-
чески, ни численно нам не удалось этого сделать, так как при приближении к значению
ϕ = 1√

3
поведение такого решения становится весьма сложным (неустойчивым). Если

предположить, что решение уравнения (76) будет получено и исследовано, то общий вид
величины H(r) можно будет записать следующим образом:

H(r) = H0 ·
[

ϕ
(

H0

c
r
)

H0

c
r

]
. (86)

Если рассмотреть траектории движения в пространстве x0, x1, x2, x3 с Мировой
функцией S (69), они (траектории) будут определяться уравнениями

dxµ

dx0
= ϕ(γr)

xµ

r
,

т. е. движение происходит по лучам, исходящим из начала координат, а значит пробные
частицы движутся прямолинейно, но, конечно, движение является неравномерным.

Так как пространство с элементом длины (79) является псевдоримановым с метри-
ческим тензором

gij(x
0, r) = κ2(x0, r)· o

gij , (87)

где
o
gij – метрический тензор пространства Минковского и

κ(x0, r) = γS
√

1− ϕ2 , (88)

то для него можно найти тензор кривизны и его свертки, а также непосредственно из
уравнений Эйнштейна можно получить тензор энергии-импульса материи Tkm, который
фигурирует в уравнениях Эйнштейна и который соответствует пространству с метри-
ческим тензором (87). Заметим, что уравнения гравитационного поля, конечно, при та-
ком тензоре энергии-импульса материи выполняются автоматически, но с тензором Tkm

нельзя, вообще говоря, связывать законы сохранения энергии и импульса.
Введем удобное обозначение

a = ln(κ2/const) . (89)
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Тогда, используя известные классические формулы, получим выражения:

для объекта связности –

Γi
kl =

1

2

(
∂a

∂xl
δi
k +

∂a

∂xk
δi
l−

o
g

is ∂a

∂xs

o
gkl

)
, (90)

тензора кривизны –

Ri
klm =

1

2

(
∂2a

∂xl∂xk
δi
m −

∂2a

∂xk∂xm
δi
l−

o
g

is ∂2a

∂xl∂xs

o
gkm +

o
g

is ∂2a

∂xm∂xs

o
gkl

)
+

+
1

4

(
∂a

∂xm

∂a

∂xk
δi
l −

∂a

∂xl

∂a

∂xk
δi
m−

o
g

ns ∂a

∂xn

∂a

∂xs
δi
l

o
gkm +

+
∂a

∂xl

o
gkm

o
g

is ∂a

∂xs
+

o
g

ns ∂a

∂xn

∂a

∂xs
δi
m

o
gkl − ∂a

∂xm

o
gkl

o
g

is ∂a

∂xs

)
,

(91)

тензора Риччи –

Rkm ≡ Rl
klm =

1

2

(
−2

∂2a

∂xk∂xm
− o

g
ns ∂2a

∂xn∂xs

o
gkm +

∂a

∂xk

∂a

∂xm
− o

g
ns ∂a

∂xn

∂a

∂xs

o
gkm

)
, (92)

скалярной кривизны пространства –

R ≡ gkmRkm =
1

κ2

o
g

km

Rkm = − 3

κ2

(
2

o
g

km ∂2a

∂xk∂xm
+

o
g

km ∂a

∂xk

∂a

∂xm

)
, (93)

тензора энергии-импульса материи –

Tkm =
c4

8πk

(
Rkm − 1

2
κ2

o
gkm R

)
, (94)

где k – гравитационная постоянная, тогда

T ≡ gkmTkm =
1

κ2

o
g

km

Tkm = − c4

8πk
R . (95)

Но так как мы "независимы" от уравнений гравитационного поля Эйнштейна, то
мы можем вычислить полный тензор энергии-импульса T̂km. Для лагранжиана поля L

(67) получим

T̂ k
m =

∂S

∂xm

∂L

∂ ∂S
∂xk

− δk
mL = 4

o
g

ks ∂S

∂xs

∂S

∂xm

(
o
g

rs ∂S

∂xr

∂S

∂xs

)
− δk

m

(
o
g

rs ∂S

∂xr

∂S

∂xs

)2

, (96)

свернув по имеющимся двум индексам, получим

T̂ k
k ≡ 0 . (97)

Итак, тензоры Tkm и T̂km качественно различаются.
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4 Пространство, конформно связанное
с четырехмерным пространством Бервальда-Моора

Элемент длины в таком пространстве в специальном изотропном базисе имеет вид

ds = κ(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) 4
√

dξ1dξ2dξ3dξ4 . (98)

Обобщенные импульсы находятся по формулам

pi =
1

4
κ(ξ)

4
√

dξ1dξ2dξ3dξ4

dξi
. (99)

Если η1, η2, η3, η4 – координаты касательного центроаффинного пространства в точке
M(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) основного пространства, то уравнение индикатрисы запишется

η1η2η3η4 =
1

κ4(ξ)
, (100)

а тангенциальное уравнение индикатрисы можно записать, например, так

p1p2p3p4 =
κ4(ξ)

44
. (101)

Тогда функция S, определяющая нормальную конгруенцию геодезических, удовлетво-
ряет следующему нелинейному уравнению в частных производных

∂S

∂ξ1

∂S

∂ξ2

∂S

∂ξ3

∂S

∂ξ4
=

κ4(ξ)

44
. (102)

Из формулы (100) следует, что

(Vind)ev = const · 1

κ4
, (103)

а значит, лагранжиан скалярного поля S запишется следующим образом:

L =
∂S

∂ξ1

∂S

∂ξ2

∂S

∂ξ3

∂S

∂ξ4
. (104)

Соответственно уравнение поля имеет вид

∂

∂ξ1

(
∂S

∂ξ2

∂S

∂ξ3

∂S

∂ξ4

)
+

∂

∂ξ2

(
∂S

∂ξ1

∂S

∂ξ3

∂S

∂ξ4

)
+

∂

∂ξ3

(
∂S

∂ξ1

∂S

∂ξ2

∂S

∂ξ4

)
+

∂

∂ξ4

(
∂S

∂ξ1

∂S

∂ξ2

∂S

∂ξ3

)
= 0 . (105)

Любая функция S, зависящая не от всех координат ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 удовлетворяет этому
уравнению.

Пусть поле S зависит только от одной величины

s = 4
√

ξ1ξ2ξ3ξ4 . (106)

Подставляя S(s) в уравнение поля (105) и используя формулу

∂s

∂ξi
=

1

4

s

ξi
. (107)

получим
d

ds

(
s
dS

ds

)
= 0 . (108)
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Это же уравнение можно получить более просто, если записать элемент объема

dV = L dξ1dξ2dξ3dξ4 , (109)

выделив переменную s и три угловые переменные, а затем "проинтегрировать" по углам

dVs = s3

(
dS

ds

)4

ds . (110)

Интегрируя уравнение (108), получим

S(s) = S0 ln
s

s0

(111)

(S0, s0 – постоянные интегрирования), а также выражение для коэффициента
растяжения-сжатия κ,

κ =
|A|
s

. (112)

Интересно сравнить последние две формулы с формулами (43), (44) и (60), (61).
Найдем траектории движения пробных частиц в четырехмерном пространстве

Бервальда-Моора, если функция S, определяющая конгруенцию геодезических, име-
ет вид (111), то есть коэффициент растяжения-сжатия определяется формулой (112).
Уравнения движения в этом случае имеют вид

ξ̇i =

∂S

∂ξ1

∂S

∂ξ2

∂S

∂ξ3

∂S

∂ξ4

∂S

∂ξi

λ(ξ) , (113)

где λ(ξ) 6= 0 – некоторая скалярная функция. С учетом формулы (107) и при соответ-
ствующем выборе λ(ξ), уравнения движения принимают более простой вид

ξ̇i = ξi . (114)

Введем переменную
x0 = ξ1 + ξ2 + ξ3 + ξ4 , (115)

которая в четырехмерном пространстве Бервальда-Моора играет ту же роль, что и
координата x0 в пространстве Минковского, тогда

dξi

dx0
=

ξi

x0
⇒ ξi = ξi

0 · x0 , (116)

где ξi
0 – постоянные. Таким образом, все траектории движения – прямые линии, прохо-

дящие через начало координат, причем движение пробных тел является равномерным
и прямолинейным относительно временно́й переменной x0.

Заключение

Предложенный новый подход однозначного построения лагранжиана полей по мет-
рической функции финслерова пространства требует представления полей, которые вхо-
дят в лагранжиан без своих частных производных по координатам, через другие поля
так, чтобы частные производные по координатам от новых полей обязательно входили в
лагранжиан, иначе не получить полевые уравнения как дифференциальные уравнения в
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частных производных. Таким образом, искусство построения лагранжианов заменяется
искусством представления физических полей через некоторые другие поля.

Для n-мерных римановых или псевдоримановых пространств с метрическим тензо-
ром gij(x), лагранжиан

L =
√
|det(gij(x))| .

Метрический тензор gij(x) можно представить, например, следующим образом:

gij(x) =
N∑

a=1

ε(a)

∂f(a)

∂xi

∂f(a)

∂xj
,

где ε(a) = ±1 – независимые знаковые множители, f(a)(x) – скалярные функции, причем
N ≥ n. Если N < n, то det (gij(x)) = 0.
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The paper proposes to build a Lagrangian of fields, depending only on the metric function of the
Finsler space, namely the inverse of the volume covered by the unit vector which describes all the
points of the indicatrix in the tangent space endowed with Euclidean structure. For the space, which
is conformally related to the Minkowski space, assuming the exponential dependence on time and the
spherical symmetric dependence on coordinates, the cosmologic equation is obtained. From this, for
distances to the origin of coordinates much less than the dimension of the Universe, it follows that
the Hubble law holds true. Further, we obtain the cosmologic equation of the field which describes
the Universe - endowed with the geometry conformally related to the Berwald-Moor structure of the
polynumbers H4.

Key-words: Lagrangian, indicatrix, volume, Field theory, the Hubble law, Berwald-Moor metric,
Finsler structure.
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СИММЕТРИИ И ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ИНВАРИАНТЫ

Д.Г. Павлов

МГТУ им. Н.Э. Баумана
geom2004@mail.ru

"Важны не вещи, а принципы симметрии"
С. Вайнберг

В пространствах, метрические формы которых связаны не с квадратичными зависимо-
стями дифференциала длины от дифференциалов компонент, а с третьими и более высокими
степенями, наравне с длинами и углами должны рассматриваться их обобщения, являющиеся
мерами фигур, построенных на трех и более векторах. При фиксации этих дополнительных
базовых величин в качестве инвариантов, помимо изометрических и конформных симметрий
появляется место для новых классов непрерывных метрически выделенных преобразований.
Рассмотрение этих классов симметрий может оказаться перспективным в физических прило-
жениях некоторых финслеровых пространств.

Выдвигается также гипотеза, что кроме гиперкомплексных чисел, которым естественным
образом сопоставляются векторы, могут существовать более интересные гиперкомплексные си-
стемы, которым вместо векторов сопоставляются тензоры произвольной валентности. Особую
роль в таких гиперкомплексных системах и в соответствующих им тензорных пространствах
могут играть уже не бинарные, а n-арные операции, а фундаментальная роль групп симметрий
переходит к n-арным обобщениям последних.

Ключевые слова: симметрии, инварианты.

1. Введение

Не так давно был установлен важный геометрический факт в отношении четы-
рехмерного пространства с метрикой Бервальда-Моора: если бы в нем могли "жить"
наблюдатели типа нас, и если бы они использовали для ориентации в основном низко-
скоростные сигналы, то с их точки зрения Мир вокруг вполне естественно расщеплялся
бы на одно временное и три пространственных измерения, причем последние образо-
вывали бы почти евклидово подпространство [1]. При этом разница между геометрией
такого трехмерия и обычного евклидова пространства достаточно часто оказывалась
бы исчезающе малой. Этот вывод связан с тем обстоятельством, что наблюдатель для
ориентации в окружающем его пространстве-времени вынужден пользоваться так на-
зываемым радарным методом [2], заключающимся в сравнении временных интервалов,
прошедших по его собственным часам с теми, что прошли по часам посылаемых и при-
нимаемых им с разных сторон сигналов. Именно такой метод мы, как раз, и применяем в
реальности и именно он оказывается ответственным за то, что пространство с метрикой
Бервальда-Моора, являющееся на самом деле совершенно равноправным по всем своим
четырем направлениям, субъективно представляется асимметричным и расслоенным на
три плюс одно принципиально различные измерения.

Этот довольно неожиданный эффект позволяет рискнуть пойти еще дальше и вы-
двинуть почти абсурдное предположение, что таким же симметричным образом могут
быть устроены не только пространственно-временные измерения, но и все фундамен-
тальные взаимодействия. Другими словами, вполне возможны абсолютно симметричные
Миры, которые "населяющим их наблюдателям", из-за субъективности точек зрения
каждого из них, представляются сильно асимметричными, причем не только в плане
пространства-времени, но и заполняющих его полей.
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2. Группы и n-группы симметрий

Утверждение, что понятие симметрии должно стоять рядом с такими фундаменталь-
ными категориями, как пространство, время, материя, уже давно не вызывает сомнений.
Ярким примером может служить знаменитая эрлангенская программа Феликса Клейна
[3], в которой он, по сути, обозначил основную задачу исследования любой геометрии,
как изучение групп соответствующих ей симметрий. Однако представляется, что ис-
тинные место и роль симметрий в организации нашего Мира все еще достаточно далеки
от своего полного осмысления, как среди математиков, так и среди физиков. Основа-
нием к такому, казалось бы, уничижительному заключению может служить простое
наблюдение, что в основе понятия группы симметрий лежит связь с бинарными опера-
циями, тогда как природа математических операций сама по себе совсем не указывает
на бинарность, как на единственно выделенное отношение. Более того, логика действи-
тельно последовательных исследований просто требует, чтобы наравне с бинарными
операциями рассматривались и n-арные. Потенциальную плодотворность такого подхо-
да демонстрируют интересные результаты, полученные на основе замены билинейной
симметрической формы, лежащей в основе понятия метрики, на полилинейную [4]. Воз-
никающее в результате подобного обобщения скалярное полипроизведение приводит нас
к некоему подобию n-арной операции, что порождает уже не обычные евклидовы или
псевдоевклидовы геометрии, а линейные финслеровы пространства.

Упоминавшийся выше факт, что среди последних встречаются представители, ко-
торые могут не только на равных, но и с серьезным преимуществом конкурировать с
пространствами Галилея и Минковского [5], позволяет предположить целесообразность
следующих шагов в том же направлении. В частности, было бы крайне любопытно вы-
яснить, к каким фундаментальным построениям мы смогли бы прийти, если бы помимо
привычных бинарных операций стали рассматривать и их n-арные разновидности не
только для получения скалярных величин, но векторных и даже тензорных. Конечно,
подобные вопросы уже отчасти рассматриваются математиками и физиками, например,
в работах связанных с n-лиевыми алгебрами [6] и в некоторых других [7], но пробле-
ма заключается в том, чтобы применить данную логику к совершенно иной геометрии
пространства-времени, чем привычные пространства Галилея или Минковского.

3. Группы непрерывных симметрий пространств Бервальда-Моора

Мы попробуем проанализировать непрерывные симметрии не применительно к гео-
метриям "вообще", а отталкиваясь от пространств с метриками Бервальда-Моора. Их
удивительной особенностью является не только абсолютная симметрия, но и тесная
связь с коммутативно-ассоциативыми алгебрами, во многом оказывающимися близкими
родственниками алгебры комплексных чисел. Простейшим представителем такого ря-
да является одномерное пространство, которому соответствует алгебра действительных
чисел. Метрическую функцию данного пространства можно представить в виде:

dS = dt.

Непрерывные симметрии этого пространства, которое в некотором смысле можно интер-
претировать как одномерное время, связаны с однопараметрической группой трансля-
ций. Заметим, что последней в алгебраическом плане соответствует операция сложения.

Для двухмерного пространства с метрикой Бервальда-Моора метрическая функция
принимает наиболее простой и симметричный вид в так называемом изотропном базисе,
связанном с векторами нулевой длины:

dS2 = da1 da2. (1)
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Соответствующий базис трудно представить физически, поскольку он состоит из век-
торов, лежащих на световом конусе. Переходя к компонентам, возникающим уже в
обычном ортонормированном базисе, которые выражаются через старые компоненты
соотношениями:

dt = da1 + da2; dx = da1 − da2,

получаем существенно более привычную форму:

dS2 = dt2 − dx2.

Как видим, двухмерное пространство Бервальда-Моора и псевдоевклидова плоскость –
одно и тоже.

Непрерывные симметрии этого пространства по сравнению с одномерным приме-
ром уже достаточно сложны и разнообразны. Данное обстоятельство можно проиллю-
стрировать следующим образом. Как известно, каждой квадратичной форме взаимно
однозначным образом ставится в соответствие билинейная симметрическая форма от
двух векторов, которая в данном конкретном случае метрики (1) наиболее простой вид
приобретает в изотропном базисе:

(A,B) = 1/2(a1b2 + a2b1),

откуда выражение для квадрата интервала получается подстановкой в данную форму
одного и того же вектора A:

(A,A) = ‖A‖2 = a1a2.

Если зафиксировать величину ‖A‖ в качестве инварианта, то непрерывные преобра-
зования, оставляющие этот параметр между всеми парами точек неизменным, образу-
ют трехпараметрическую группу, разделяющуюся на двухпараметрическую подгруппу
трансляций и однопараметрическую группу гиперболических поворотов (одномерных
бустов). Кстати, здесь снова, как и в одномерном случае, можно наблюдать соответствие
трансляций операции сложения, а вот вращениям уже соответствует вторая фунда-
ментальная операция – умножение. Вернее сказать, вращениям соответствует операция
умножения на число единичного модуля.

В двухмерном пространстве с метрикой Бервальда-Моора помимо длин векторов по-
явилась еще одна метрическая величина, которая также может выступать самостоятель-
ным инвариантом. Эта величина – угол. Чисто формально угол между двумя векторами
можно определить как действительное число равное некоторой специальной функции
от билинейной формы, в которую в качестве аргументов входят два единичных вектора
a = A/‖A‖, b = B/‖B‖, связанные с рассматриваемыми направлениями:

α = f((a, b)),

Вид и геометрический смысл функции f определяется требованиями, предъявляе-
мыми к свойствам понятия угла. Так, если пожелать аддитивности сложения углов при
поворотах, эта функция оказывается гиперболическим арккосинусом.

Возвращаясь к вопросу перечисления метрически выделенных преобразований, ко-
торые оставляют инвариантными не длины, а углы, мы получаем непрерывную группу,
однако существенно более широкую, чем изометрии. Это группа так называемых кон-
формных преобразований псевдоевклидовой плоскости. Она определяется условиями,
аналогичными условиям Коши-Римана на комплексной плоскости, с той разницей, что
для двух сопряженных функций U и V теперь справедливо иное соотношение знаков:

∂U/∂t = ∂V/∂x, ∂U/∂x = ∂V/∂t.
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Еще более просто эти условия записываются в изотропном базисе:

∂P1/∂a2 = 0; ∂P2/∂a1 = 0.

Группа конформных преобразований псевдоевклидовой плоскости по своему разно-
образию абсолютно ничем не отличается от своего аналога на евклидовой плоскости, а
потому представляется удивительным, почему для комплексных чисел имеются много-
численные приложения, причем не только геометрические, но и физические, а в случае
двухмерного пространства-времени ничего подобного не наблюдается. Возможно, дело
в том, что псевдоевклидову плоскость привыкли рассматривать как упрощенный ана-
лог четырехмерного пространства специальной теории относительности, для которого
конформная группа не бесконечнопараметрическая, как на плоскости, а имеет всего
лишь пятнадцать параметров (так называемая группа Боне-Метцера). Кроме того, если
решиться интерпретировать конформные преобразования на псевдоевклидовой плоско-
сти как переходы от одних систем отсчета к другим, в общем случае придется пере-
осмысливать одно из основных положений СТО, согласно которому последняя имеет
дело только с инерциальными системами отсчета. Самое неприятное, что даже если бы
такая интерпретация завершилась непротиворечивым образом, расширить ее на четы-
рехмерное пространство Минковского оказалось бы все равно невозможным именно по
причине принципиального различия конформных групп. Однако, в рассматриваемом
в настоящей работе случае мы реальное четырехмерное пространство-время пытаемся
связывать не столько с геометрией Минковского, сколько с пространствами обладаю-
щими метрикой Бервальда-Моора, а это означает, что и вопрос об интерпретации кон-
формных симметрий на двухмерной плоскости снова встает как один из центральных.

Заметим, что псевдоевклидова плоскость является не только частным случаем псев-
дориманова пространства, но и частным представителем существенно более широкого
класса пространств, связываемых с именем Германа Вейля. Геометрия Вейля отличается
от геометрии Римана тем, что после процедуры параллельного переноса по замкнутому
контуру некоторого вектора тот не обязан совпадать сам с собой не только по первона-
чальному направлению, но и по длине. Кроме метрического тензора, изменяющегося от
точки к точке и имеющего второй ранг, пространства Вейля характеризуются еще од-
ним тензором, но уже первого ранга, который задает для каждой точки и ее ближайшей
окрестности собственный масштаб. Естественно, что если этот масштаб и по величине и
по направлению один и тот же, мы получаем обычное риманово пространство. Однако
масштаб может изменяться не только в кривых римановых пространствах, он может
быть переменным и в плоских геометриях. Таким образом, возвращаясь к рассматрива-
емой проблеме, у нас появляется заманчивая возможность связывать с произвольными
конформными преобразованиями псевдоевклидовой плоскости переход от одной плос-
кости Вейля к другой.

Что удивительно, используя такой прием, мы получаем существенно более интерес-
ную модель плоского пространства-времени, чем это предполагает двухмерный аналог
СТО. Пожалуй, самое важное отличие при этом заключается даже не в возможно-
сти рассматривать кроме инерциальных систем отсчета еще и некоторые особого ви-
да неинерциальные – более существенным оказывается появление среди аксиом тео-
рии относительности новой аксиомы, допускающей переменные от события к событию
масштабы. Ведь, по сути, это приводит нас к выводу о возможности существования
таких плоских геометрий пространства-времени, в которых скорость течения времени
меняется от точки к точке, причем закон, устанавливающий этот темп, оказывается
не произвольным, а подчиняющимся одному из основных геометрических принципов –
принципу симметрии (в данном случае – конформной).
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Косвенным свидетельством обоснованности предлагаемого подхода может служить
легкость, с которой он распространяется на комплексную плоскость. В этом случае
каждому конформному отображению мы точно так же можем поставить в соответствие
переход от одной плоскости Вейля к другой, только уже не с псевдоримановым, а с
римановым метрическим тензором, одним и тем же в каждой точке.

Таким образом, перейдя от одномерного пространства Бервальда-Моора всего лишь
к двухмерному, мы не только получили возможность расширить внутренние непрерыв-
ные симметрии с конечнопараметрической группы на бесконечнопараметрическую, но
даже смогли пересмотреть очевидность одного из основных допущений СТО о равно-
мерности течения времени в плоских пространствах.

В трехмерном пространстве с метрикой Бервальда-Моора все оказывается еще бо-
лее интересным. Метрическая функция этого пространства в изотропном базисе имеет
также весьма лаконичный вид:

dS3 = da1 da2 da3,

при этом ей уже нельзя сопоставить скалярное произведение, как было в предыдущем
примере. Зато для подобных пространств, как отмечалось выше, существует обобщение
этого понятия [8], которое в рассматриваемом случае сводится к трилинейной симмет-
рической форме от трех векторов и в изотропном базисе принимает вид:

(A,B, C) = 1/6 (a1b2c3 + a1b3c2 + a2b1c3 + a2b3c1 + a3b1c2 + a3b2c1). (2)

Такое отклонение от классических правил построения метрических пространств, ко-
нечно же, не может пройти без последствий, в том числе, и для непрерывных симметрий.
Изометрические преобразования, оставляющие инвариантными интервалы между про-
извольными парами точек, связанные с формами:

(A,A, A) = ‖A‖3

образуют пятипараметрическую группу и не содержат в себе практически ничего особен-
ного, ну, разве что соответствующие группы таких же по размерности евклидова и псев-
доевклидова пространств были шестипараметрическими. Однако, переходя к аналогам
углов и определяемым теми аналогам конформных преобразований, мы сталкиваемся с
первым сюрпризом. Дело в том, что, постулируя трилинейную симметрическую форму
(2), с каждой парой единичных векторов a = A/‖A‖ и b = B/‖B‖ можно связывать
уже не один, а два независимых параметра, в частности, определяемых как некоторые
функции от форм:

α = f1((a, a, b)) и β = f2((a, b, b)).

Похоже, правда, несколько удобнее будет рассматривать их симметризованные и
антисимметризованные линейные комбинации:

α′ = f ′1((a, a, b) + (a, b, b)) и β′ = f ′2((a, a, b)− (a, b, b)),

Естественно предположить, что каждый из таким образом определяемых углов за-
дает свой собственный тип конформных преобразований, среди которых особенными
свойствами будут выделяться преобразования, сохраняющие оба угла. Именно послед-
ние и будем считать прямыми аналогами обычных конформных преобразований. Группа
таких преобразований, как и в двухмерном случае, оказывается бесконечнопараметри-
ческой, а в алгебраическом плане с ней возможно связать понятие, аналогичное анали-
тической функции. Условия такой аналитичности, обобщающие условия Коши-Римана
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для двухмерной плоскости, сводятся к существованию трех сопряженных скалярных
функций P1, P2, P3, таких что:

∂P1/∂a2 = 0; ∂P1/∂a3 = 0; ∂P2/∂a1 = 0;

∂P2/∂a3 = 0; ∂P3/∂a1 = 0; ∂P3/∂a2 = 0,

или другими словами, в изотропном базисе каждая из них зависит только от одной
координаты.

Хотя конструкции таким способом определяемых аналитических функций на ал-
гебре тройных чисел и соответствующих им конформных преобразований не особенно
сложны, их класс достаточно широк, а следствия, с учетом сказанного выше на счет
переменного в каждой точке масштаба, далеко не очевидны. Во всяком случае, они
заслуживают того, чтобы их свойства изучались достаточно подробно. Однако сейчас
мы не будем этого делать, а последуем дальше.

Точно так же, как скалярное произведение от двух векторов дает основания для
введения, кроме длины, еще одного метрического параметра – угла, определенная на
трехмерном пространстве Бервальда-Моора трилинейная симметрическая форма дает
основания рассматривать совершенно непривычную для обычных геометрий величи-
ну, являющуюся действительной метрической характеристикой уже трех направлений.
Такую величину, назовем ее трингл, условимся связывать с некоторой тригонометри-
ческой функцией от формы:

f((a∗, b∗, c∗)) = tringl,

в которую входят не просто единичные вектора, а попарно образующие "единичные"
углы. Понятие "единичного" угла в пространствах типа Бервальда-Моора следует свя-
зывать с обобщением ортогональности.

Понятие трингла не просто отличает рассматриваемую, в общем-то достаточно
простую, трехмерную геометрию от привычных римановых и псевдоримановых про-
странств, оно отличает их кардинально. Дело в том, что длина и угол, вокруг которых
и было сосредоточено построение геометрии все несколько тысячелетий ее развития,
начиная с Евклида и даже до него, теперь перестают быть уникальными метрическими
характеристиками, и уступают часть своего безраздельного господства новым участни-
кам, среди которых тринглы – это только первые члены бесконечного ряда. И тринглы,
и их дальнейшие обобщения – абсолютно геометрические понятия, но, при этом, им нет
аналогов в нашем геометрическом сознании. Собственно, именно поэтому их наличие
в геометрии так долго и было скрыто от внимания математиков. Теперь же ситуация
меняется и у нас в связи с этим, возможно, появляются вполне реальные шансы совер-
шенно иначе взглянуть на взаимоотношения геометрии и квантовой механики, которые,
как известно, были принципиально несовместимы, пока первая в лице ОТО строилась
вокруг лишь таких фундаментальных понятий, как длины и углы.

Требование сохранения инвариантности тринглов при некотором классе преобразо-
ваний трехмерного пространства с метрикой Бервальда-Моора или, что тоже самое,
пространства тройных чисел H3, с необходимостью приведет к обобщению ранее полу-
ченных условий (3) на более интересные. Какими окажутся эти условия и связанные
с ними отображения, мы не будем сейчас определять. Ясно одно: именно такого рода
преобразованиями многомерные пространства Бервальда-Моора и должны составить
самую серьезную конкуренцию римановым и псевдоримановым многообразиям.

В случае четырехмерного Бервальда-Моора все построения можно повторить. В ре-
зультате мы придем к одной форме для интервала вектора, трем формам для аналогов
углов, к трем – для аналогов тринглов и еще к одной форме от четырех векторов –
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квадрауглу. Естественно, что за каждым из этих новых понятий и за их комбинациями
стоят свои собственные непрерывные группы метрически выделенных преобразований,
или иными словами, симметрий. Конечно, эти симметрии еще только предстоит клас-
сифицировать и изучить, однако уже сейчас понятно, что потенциал стоящий за их
разнообразием весьма высок, причем не только в плане абстрактной геометрии, но и
применительно к физике.

4. Группы симметрий пространства Чернова

Пожалуй, здесь будет также уместно отметить, что помимо рассмотренных выше
пространств с метрикой Бервальда-Моора и размерностью от единицы до четырех, опре-
деленный интерес представляет еще одно пространство: четырехмерное, но с кубической
метрической формой:

dS3 = dx1dx2dx3 + dx1dx2dx4 + dx1dx3dx4 + dx2dx3dx4. (3)

Метрическую функцию такого вида условимся называть метрикой Чернова по фамилии
российского математика, впервые обратившего на нее внимание в контексте применимо-
сти к реальному пространству-времени [9]. Логичность предположения Чернова выте-
кает из наблюдения, что метрическая форма пространства Минковского в специальном
изотропном базисе принимает вид симметрического многочлена от четырех переменных
второй степени:

dS2 = dx1dx2 + dx1dx3 + dx1dx4 + dx2dx3 + dx2dx4 + dx3dx4,

что хоть и не кажется очевидным, на самом деле, как не сложно проверить обычной
линейной подстановкой, является эквивалентным выражением для более часто употреб-
ляемой квадратичной формы:

dS2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2.

В том же ключе можно проинтерпретировать и пространство с метрической функ-
цией в виде симметрического многочлена от четырех переменных первой степени:

dS1 = dx1 + dx2 + dx3 + dx4. (4)

Такое пространство оказывается тесно связанным с линейной зависимостью временного
интервала, характерной для геометрии Галилея, то есть с представлениями о времени,
свойственными классической физике.

Таким образом, было бы, наверное, просто странно, если б из четырех симметриче-
ских многочленов от четырех переменных, принимаемых в качестве фундаментальных
метрических форм, одна оказалась бы исключением и не нашла бы своего отражения в
реальной физике. Скорее уж, следует удивляться не гипотезе Чернова, а тому, почему
она не появилась значительно раньше.

Конечно, пространство Чернова просто обязано обладать собственным своеобразием
и существенно отличаться, как от пространства Минковского, так и от пространства Гал-
лилея, вернее, того пространства, что связано с линейной метрической формой (4). Од-
нако, представляется что третья степень метрической формы, все же, несколько ближе к
привычным нам квадратичным представлениям и пространство Чернова вполне может
послужить своеобразным мостиком в изучении столь необычной и сложной геометрии,
которой обладает финслерово пространство с метрической формой Бервальда-Моора
четвертой степени. В данном контексте именно пространство Чернова, по-видимому,
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может лучше всего помочь разобраться с пониманием не только обычных симметрий,
но и тех, что объективно оказываются за рамками понятия группы, то есть, связаны не
с бинарными, а уже с тернарными операциями.

Поскольку метрика Чернова кубическая, геометрия ей соответствующая, в первую
очередь, должна содержать тернарные свойства. В частности, это проявляется в том,
что роль скалярного произведения в ней играет трилинейная форма от трех векторов
A,B и C, которая в одном из наиболее удобных базисов принимает вид:

(A,B, C) = 1/6 (a1b2c3 + a1b2c4 + a1b3c2 + · · ·+ a4b3c1 + a4b3c2). (5)

Как нетрудно проверить, при подстановке в данную форму три раза одного и того
же вектора A, получается выражение эквивалентное (3) и его по аналогии с квадратом
интервала обычного вектора можно связывать с кубом интервала вектора пространства
Чернова:

(A,A, A) = ‖A‖3 = a1a2a3 + a1a2a4 + a1a3a4 + a2a3a4. (6)

Естественно, что столь лаконичный вид метрической формы, при переходе к другому
базису будет меняться. В частности, при переходе к "ортонормированному" базису,
связанному с изотропными координатами соотношениями:

a1 = t + x + y + z, a2 = t− x + y − z

a3 = t + x− y − z, a4 = t− x− y + z
(7)

форма (6) принимает вид:

‖A‖3 = 4t(t2 − x2 − y2 − z2) + 8xyz.

Удивительным образом в таком представлении метрической формы соединились
воедино и линейная по времени метрика Галилея (t), и квадратичная Минковского
(t2−x2−y2−z2), и кубическая форма трехмерного пространства Бервальда-Моора (xyz).
Все это лишний раз подчеркивает определенную взаимосвязь всех вариантов метрик,
выражаемых симметрическими многочленами.

Использование для базиса связанного с координатами t, x, y, z термина "ортонор-
мированный", хотя тот и заключен в кавычки, следует сопроводить специальным за-
мечанием. Дело в том, что понятие ортогональности векторов в классическом смысле
вытекает из билинейной симметрической формы, а у нас ее место занимает уже трили-
нейная форма. Кроме того, подставляя в форму (6) три раза любой из векторов X, Y, Z,
имеющих в соответствии с (7) изотропные координаты (1,−1, 1,−1), (1, 1,−1,−1) и
(1,−1,−1, 1), получаем:

(X,X,X) = ‖X‖3 = 1 · (−1) · 1 + 1 · (−1) · (−1) + 1 · 1 · (−1) + (−1) · 1 · (−1) = 0;

(Y, Y, Y ) = ‖Y ‖3 = 1 · 1 · (−1) + 1 · 1 · (−1) + 1 · (−1) · (−1) + (−1) · 1 · (−1) = 0;

(Z, Z, Z) = ‖Z‖3 = 1 · (−1) · (−1) + 1 · (−1) · 1 + 1 · (−1) · 1 + (−1) · (−1) · 1 = 0.

Оказывается, кубы "длин" этих векторов равны нулю, как и у изотропных векто-
ров пространства Минковского. Следовательно, о "нормированности", или единично-
сти соответствующего базиса в обычном смысле, не может быть и речи. И все же, мы
утверждаем, что термин "ортонормированности" для приведенной четверки достаточно
уместен. Это, на первый взгляд парадоксальное заключение, связано с фундаменталь-
ным для физики понятием относительной одновременности. Впрочем, последователь-
ным обоснованием данного утверждения, как и многим другим, что упоминалось выше,
мы займемся в другой раз.
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Настоящая работа не предполагает всестороннего исследования геометрий про-
странств Чернова и Бервальда-Моора, или связанных с ними n-арных операций и сим-
метрий. Ее задача – на нескольких примерах попытаться обозначить максимально ши-
рокий круг идей, которые можно было бы в последующем развить и положить в основу
более глубоких представлений о геометрии, чем обозначено в той же эрлангенской про-
грамме. Одной из таких идей является возможность естественным образом обобщить
геометрию не только Римана, но и Вейля. Как известно в этих многообразиях в каждой
точке задаются один (геометрия Римана) или два (геометрия Вейля) тензора. Мы же,
беря за основу пространство Чернова, можем рассматривать в одной точке совокупность
сразу трех тензоров, а для обобщения четырехмерного пространства Бервальда-Моора
– даже четыре тензора, по одному на каждую из валентностей от единицы до четырех.
Совокупность именно этой четверки тензоров, быть может, когда ни будь и позволит с
единых геометрических позиций описать если не все, то хотя бы два фундаментальных
взаимодействия, не выходя за рамки четырех измерений. Во всяком случае, и теория
Эйнштейна, и теория Вейля должны оказаться упрощенными частными случаями этой
новой пока еще не созданной теории и хотя ее появление, без всякого сомнения, будет
сопряжено с определенными трудностями, скорее всего, это просто вопрос времени.

5. N-арные операции и числа-матрицы

Однако даже такой солидный потенциал, что был предсказан для некоторых финсле-
ровых пространств выше, еще не исчерпывает всех возможных связанных с ними сюр-
призов, правда, надо признать, что наши дальнейшие построения во многом будут но-
сить уже спекулятивный характер.

До сих пор мы хоть и основывали свои построения на практически n-арной операции
скалярного полипроизведения, в основе определяемых ею геометрий, все же, так или
иначе фигурировали бинарные операции, связанные с аксиоматическим определением
алгебр Hn и функций над ними. Однако алгебры и операции могут быть не только
бинарными, но и n-арными.

С другой стороны, обращает на себя внимание удивительный факт, что одно из са-
мых значимых понятий в современной геометрии – вектора, часто имеет своим матема-
тическим аналогом ту или иную гиперкомплексную числовую структуру, а являющиеся
его естественными обобщениями тензоры валентности два и выше – подобного пока не
востребовали. Такое положение дел представляется достаточно странным, в связи с чем,
требует проверки гипотеза: нельзя ли хотя бы некоторым тензорам высших валентно-
стей поставить в соответствие гиперкомплексные системы более общие, чем гиперчисла.
Естественно предположить, что у таких математических объектов количество свобод-
ных компонент должно в точности соответствовать количеству независимых компонент
ставящегося им в соответствие тензора. Ключевым моментом в поиске подобных струк-
тур может оказаться идея постулировать не только и не столько бинарные операции типа
обычных сложений и умножений, сколько n-арные. Отдавая отчет, на сколько широким
при таком подходе оказывается спектр потенциальных кандидатов, можно выдвинуть
ряд упрощающих предположений, которые, по нашему мнению, существенно облегчат
поиск. Прежде всего, ограничимся симметрическими тензорами, связанными с матри-
цами: 2 × 2, 3 × 3 × 3 и 4 × 4 × 4 × 4. В принципе есть еще одна матрица вида "1",
но она в определенном смысле тривиальна, так как представляет просто скаляр. Более
сложные матрицы типа 5 × 5 × 5 × 5 × 5 и т. д. также вряд ли понадобятся, так как
существующая в топологии ситуация с уникальной сложностью именно четырехмерных
пространств, скорее всего, не потребует этих дальнейших расширений. В любом случае,
имеем полное право, временно ограничить себя только тремя обозначенными выше объ-
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ектами. Для каждого из них следует попытаться определить бинарную, тернарную и
тетрадную операции, соответственно. Эти операции должны быть максимально просты
и симметричны.

В первую очередь следует рассмотреть случай матриц 2× 2, причем пытаться сопо-
ставлять им не четырехмерное линейное пространство, а специального вида двухмерное
многообразие. Учитывая, что комплексным и двойным числам (которые, кстати, можно
представлять матрицами 2× 2, но весьма специального вида) традиционно сопоставля-
ются вектора евклидовой и псевдоевклидовой плоскостей, нам желателен прием, вклю-
чающий эти две возможности, как частные случаи. Скорее всего, следует сосредоточить-
ся на двухмерных многообразиях, обладающих геометрией Вейля. Если подобный поиск
пройдет результативно и мы сможем указать хотя бы один способ интерпретации матриц
2 × 2 и действий с ними, как специальных геометрических объектов неких вейлевских
пространств, переход к матрицам 3×3×3, а потом и к 4×4×4×4 будет иметь гораздо
больше шансов на успех, чем сейчас.

Прежде всего, хотелось бы обратить внимание на следующий факт. Существует всего
два типа фундаментальных полилинейных симметрических многочлена от двух пере-
менных, которые, в определенном смысле, можно называть базисными:

(A,B) = a1b1 + a2b2; (A,B) = 1/2(a1b2 + a2b1).

С ними связаны квадратичные формы:

S2
1 = (A,A) = a2

1 + a2
2; S2

2 = (A,A) = a1a2, (8)

соответственно.
Несложно заметить, что именно этими двумя формами полностью исчерпываются

неизоморфные друг другу невырожденные двухмерные геометрии с квадратичной фор-
мой. Первая евклидова, вторая – псевдоевклидова. Составлять линейные комбинации
из этих двух форм и рассматривать пространства связанные с формами вида:

(A,A) = mS2
1 + nS2

2

при произвольных m и n не имеет смысла, так как любая из таких комбинаций (если
она не приводит к вырожденному пространству), все равно, будет изоморфна либо S2

1 ,
либо S2

2 .
Несмотря на то, что с этими обеими формами можно связать понятие коммутативно-

ассоциативной алгебры, помня, что при переходе к сумме трех кубов:

S3
1 = (A,A, A) = a3

1 + a3
2 + a3

3

уже нельзя сопоставить обычную алгебру и что в такой геометрии, похоже, нет направ-
лений, которым можно было бы приписать смысл времени (несомненно, являющегося
важнейшим понятием физики), – мы в качестве основы дальнейших построений выберем
геометрию с формой S2

2 , а вторую будем считать как бы вспомогательной.
Итак, идея заключается в следующем. Давайте попробуем алгебру объектов 2 × 2

рассматривать, как симбиоз обеих форм (8). Так как компонент у алгебры чисел H2

две, можно попробовать с ними связывать коэффициенты диагональной матрицы 2× 2:
(

a11 0

0 a22

)
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Тогда произвольную симметрическую матрицу 2× 2, имеющую вид
(

a11 a12

a21 a22

)

(где из условия симметричности a12 = a21), можно интерпретировать как универсаль-
ный объект, имеющий двойную природу. С одной стороны – это вектор с компонентами
a1 = a11, a2 = a22, а с другой – симметрический тензор второго ранга. Причем эти два,
казалось бы, принципиально различных объекта, похоже, вполне совместимы. Иными
словами, можно надеяться так организовать операции над симметрическими тензорами
2× 2, что бы они не противоречили алгебре чисел (векторов) H2.

Попробуем постулировать такую операцию как действие, позволяющее получать из
двух произвольных матриц A и B – третью, по правилу:

[Aij, Bij] = Cij,

где
c11 = a11b11, c22 = a22b22, c12 = c21 = a12b12.

Аналогично при конструировании тернарной операции над симметрическими мат-
рицами 3× 3× 3 следует воспользоваться базисными полилинейными формами от трех
векторов вида:

(A,B, C) = a1b1c1 + a2b2c2 + a3b3c3;

(A,B, C) = 1/3 (a1b1c2 + a1b1c3 + a2b2c1 + a2b2c3 + a3b3c1 + a3b3c2+

+a1b2c1 + a1b3c1 + a2b1c2 + a2b3c2 + a3b1c3 + a3b2c3+

+a2b1c1 + a3b1c1 + a1b2c2 + a3b2c2 + a1b3c3 + a2b3c3);

(A,B, C) = 1/6 (a1b2c3 + a1b3c2 + a2b1c3 + a2b3c1 + a3b1c2 + a3b2c1),

но записанных не для компонент векторов, а для компонент симметрической матрицы
3× 3× 3:

(A,B,C) = a111b111c111 + a222b222c222 + a333b333c333;

(A,B,C) = 1/3 (a112b112c221 + a112b221c112 + a221b112c112+

+a113b113c331 + a113b331c113 + a331b113c113+

+a221b221c122 + a221b112c221 + a112b221c221+

+a223b223c332 + a223b332c223 + a332b223c223+

+a331b331c113 + a331b113c331 + a113b331c331+

+a332b332c223 + a332b223c332 + a223b332c332);

(A,B,C) = 1/6 (a123b231c312 + a123b312c231 + a231b123c312+

+a231b312c123 + a312b123c231 + a312b231c123).

Глядя на это, определим тернарную операцию над тремя симметрическими матри-
цами 3× 3× 3 следующим образом:

[Aijk, Bijk, Cijk] = Dijk,

где:
d111 = a111b111c111, d222 = a222b222c222, d333 = a333b333c333,

d112 = 1/3 (a112b112c221 + a112b221c112 + a221b112c112),

d113 = 1/3 (a113b113c331 + a113b331c113 + a331b113c113),
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d221 = 1/3 (a221b221c122 + a221b112c221 + a112b221c221),

d223 = 1/3 (a223b223c332 + a223b332c223 + a332b223c223),

d331 = 1/3 (a331b331c113 + a331b113c331 + a113b331c331),

d332 = 1/3 (a332b332c223 + a332b223c332 + a223b332c332),

d123 = a123b123c123.

Достоинство предлагаемого метода заключается в том, что теперь мы можем легко
его распространить на матрицы 4× 4× 4× 4 и на большее число измерений.

Если у матриц A,B, C отлична от нуля только компонента с i 6= j, j 6= k, k 6= i, их
тернарная алгебра изоморфна бинарной алгебре действительных чисел. Если у матриц
A,B,C отличны от нуля только диагональные элементы, их тернарная алгебра сводится
к бинарной алгебре от поличисел H3. Это обстоятельство позволяет нам строить совер-
шенно новые объекты и операции над ними, не отказываясь от того капитала, что мы
накопили по финслеровым пространствам с метрикой Бервальда-Моора. Но в этой новой
алебре, похоже, содержится в качестве подалгебры и алгебра тензоров второго ранга.
Операции этой алгебры тернарны и возможно, сосредоточившись на них и подробно
изучив их свойства, мы сможем приблизиться к такому пока еще не очень отчетливому
понятию геометрии, как множество симметрий, основанных не на бинарных, а на тер-
нарных отношениях. Таким образом, мы уже оказываемся не на хорошо исследованной
территории, где царствуют группы симметрий, а переходим в область, где тон задают их
более сложные n-арные обобщения. К каким глобальным последствиям приведет такое
расширение роли симметрий не только в геометрии, но и в теснейшем образом с ней
связанной физике – сейчас можно только догадываться.
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ОБОБЩЕННЫЕ N-АРНЫЕ ЗАКОНЫ КОМПОЗИЦИИ
В АЛГЕБРЕ H4 И ИХ СВЯЗЬ С АССОЦИИРОВАННЫМИ

МЕТРИЧЕСКИМИ ФОРМАМИ

В.М. Чернов

Институт систем обработки изображений РАН, Самара
vche@smr.ru

В работе рассматривается задача полилинеаризации норм алгебры H4. Вводятся новые
бинарные, а также тернарные и кватернарные операции в алгебре H4 с изотропным базисом
("умножение Цассенхауза"). Показывается что квадратичная норма Минковского элемента ал-
гебры, норма Бервальда-Моора, ассоциированная с формой четвертой степени, а также рас-
смотренная в предыдущей работе автора норма, ассоциированная с кубической формой, сов-
падают со значениями введенной бинарной, кватернарной и тернарной операций при равных
значениях элементов – "сомножителей Цассенхауза".

Ключевые слова: норма Минковского, норма Бервальда-Моора, операции в алгебре.

1 Введение

1.1 Классические композиционные алгебры и алгебры Hn

Наиболее широкое распространение в физике, механике, информатике и других при-
ложениях получили композиционные алгебры, то есть алгебры без делителей нуля с еди-
ницей, на векторных пространствах которых определены невырожденные квадратичные
формы N(x) (нормы) с условием N(xy) = N(x)N(y). Рекурсивный метод их построе-
ния и классификация над различными полями связана с существованием в алгебрах,
получаемых на каждом шаге рекурсии (анти)автоморфизма x 7→ x̄ второго порядка,
продолжаемого рекурсивно для последующих шагов построения и порождающих ука-
занные выше формы N(x). За желание иметь алгебры, отличные от R и C, но с ана-
логами вещественной или комплексной нормы приходится расплачиваться некоммута-
тивностью и/или неассоциативностью таких алгебр. Кроме того, рекурсивный процесс
Кэли-Диксона построения композиционных алгебр уже на третьем шаге приводит к
неассоциативности и не может быть продолжен дальше [1]–[3]. Помимо собственно ком-
позиционных алгебр, процесс Кэли-Диксона приводит к явному описанию алгебр ряда
алгебр и с делителями нуля (например, алгебры двойных чисел, изоморфной R⊕R, ал-
гебры (2× 2)-матриц M2 (R)), на векторных пространствах которых определена также
квадратичная мультипликативная форма N(x), уже не являющаяся невырожденной [1].

Некоммутативная четырехмерная алгебра кватернионов, например, успешно исполь-
зуется при решении задач механики, машинного зрения, в физике. Это связано как и с
наличием нормы, так и, например, с элегантным представлением ортогональных преоб-
разований трехмерного пространства не на "внешнем" матричном языке, а в терминах
внутренних операций алгебры кватернионов, то есть, "бескоординатно".

Далее, например, представление элемента X четырехмерной алгебры, изоморфной
алгебре (2× 2)-матриц M2 (R) в "клиффордовом" базисе с правилом умножения базис-
ных элементов в форме

e2
0 = e0, e2

1 = e0, e2
2 = e0, e2

3 = −e0;

e1e2 = −e2e1, e1e3 = −e3e1, e2e3 = −e3e2; e1e2 = e3,
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и инволютивным отображением (т. н. симплектическая инволюция)

X =

(
a b

c d

)
7→ X̄ =

(
d −b

−c a

)

естественным вложением R → M2 (R) с y 7→ ye0, y ∈ R позволяет записать определяю-
щее квадратное уравнение для элемента X с коэффициентами, выраженными в бескоор-
динатной форме в терминах нормы N(X) = X·X̄ = det X и следа Tr (X) = X+X̄ = a+d:

X2 − Tr (X) e0X + N(X)e0 = 0, (1.1)

то есть, фактически, в форме частного (двумерного) случая теоремы Гамильтона-Кэли.
Отсюда при надлежащей интерпретации следует, что все результаты "линейной" гео-
метрии двумерной плоскости могут быть получены как следствия алгебраических
свойств четырехмерной алгебры M2 (R).

В отличие от композиционных алгебр, произвольные ассоциативно-коммутативные
конечномерные алгебры уже не являются квадратичными алгебрами над полем R. По-
этому алгебраические уравнения для их элементов естественным образом могут быть
ассоциированы с автоморфизмами более высоких порядков, что дает основание предпо-
лагать возможность анализа свойств геометрических интерпретаций этих алгебр, выра-
жаемых в терминах группы "симметрий" более высокого порядка, чем второй.

Первым шагом к реализации отмеченного выше комплекса идей и пониманию
роли автоморфизмов высокого порядка при создании геометро-физических моделей
пространства-времени является, по мнению автора, определение инвариантных характе-
ристик уравнений, которым удовлетворяют элементы ассоциативно-коммутативных ал-
гебр. То есть, определение аналогов форм N(X) = X ·X̄ = det X и Tr (X) = X+X̄ = a+d
соотношения (1.1). Таким первым шагом в указанном направлении явились работы ав-
тора [4], [5], в которых, в частности, был получен следующий результат (теорема 2.1).

Рассмотрим алгебру R ⊕ R ⊕ R ⊕ R ∼= H4 с базисом {E1, E2, E3, E4} и с правилом
умножения базисных элементов, задаваемым таблицей 1.1. (Такой базис мы далее будем
называть изотропным базисом).

Таблица 1.1.

× E1 E2 E3 E4

E1 E4 0 0 0

E2 0 E2 0 0

E3 0 0 E3 0

E4 0 0 0 E4

Мультипликативно нейтральным элементом (единицей алгебры) в этом базисе яв-
ляется элемент I = E1 + E2 + E3 + E4, а поле R канонически вкладывается в алгебру
R⊕R⊕R⊕R:

R → R⊕R⊕R⊕R ∼= H4, x 7→ xI, x ∈ R.

Теорема. Алгебра R ⊕ R ⊕ R ⊕ R является алгеброй четвертой степени над R, то
есть, любой элемент w ∈ R ⊕ R ⊕ R ⊕ R удовлетворяет алгебраическому уравнению
степени не выше четвертой с вещественными коэффициентами.
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Действительно, пусть w = aE1 + bE2 + cE3 + dE4 ↔ (a, b, c, d). Рассмотрим четыре
отображения алгебры R⊕R⊕R⊕R в себя, являющихся, очевидно, автоморфизмами:

τ0 : w = aE1 + bE2 + cE3 + dE4 7→ aE1 + bE2 + cE3 + dE4,

τ1 : w = aE1 + bE2 + cE3 + dE4 7→ bE1 + cE2 + dE3 + aE4,

τ2 : w = aE1 + bE2 + cE3 + dE4 7→ cE1 + dE2 + aE3 + bE4,

τ3 : w = aE1 + bE2 + cE3 + dE4 7→ dE1 + aE2 + bE3 + cE4.

(1.2)

Другими словами, отображения переставляют циклическим образом компоненты
(a, b, c, d) элемента w алгебры. Нетрудно показать, что элемент w является корнем мно-
гочлена

Φ (ξ; w) = (ξ − τ0 (w)) (ξ − τ1 (w)) (ξ − τ2 (w)) (ξ − τ3 (w)) , (1.3)

а также то, что коэффициенты полинома Φ (ξ; w) вещественные. Действительно, непо-
средственным вычислением получаем:

Φ (ξ; w) = ξ4 − s1 (w) Iξ3 + s2 (w) Iξ2 − s3 (w) Iξ1 + s4 (w) I, (1.4)

где вещественные коэффициенты sν (w) являются однородными симметричными фор-
мами компонент (a, b, c, d) элемента w алгебры:

s1 (w) = s14 (w) = a + b + c + d,

s2 (w) = s24 (w) = ab + ac + ad + bc + bd + cd,

s3 (w) = s34 (w) = bcd + acd + abd + abc,

s4 (w) = s44 (w) = abcd.

(1.5)

Многочлен Φ (ξ; w) минимальной степени с вещественными коэффициентами и с ко-
эффициентом при старшей степени ξ, равным единице, такой, что Φ (ξ; w)|ξ=w = 0, будем
называть определяющим многочленом элемента w, а его коэффициенты – определяю-
щими формами.

Замечание 1.1. Формы (1.5) инвариантны относительно любой перестановки σ ∈
S4 четырех компонент (a, b, c, d) элемента w алгебры. Следовательно, так как σ ∈ S4

является автоморфизмом алгебры R⊕R⊕R⊕R над полем R, то многочлен четвертой
степени Φ (ξ; w) наряду с корнем w имеет своими корнями еще, по крайней мере, 23
корня σ (w) , σ ∈ S4, то есть, все его автоморфные образы относительно автоморфизмов
σ ∈ S4.

Замечание 1.2. В базисе {E, I, J,K} алгебры H4
∼= R ⊕ R ⊕ R ⊕ R с законом

умножения базисных единиц, задаваемых следующей таблицей Кэли.

Таблица 1.2.

× E I J K

E E I J K

I I E K J

J J K E I

K K J I E
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элемент ω ∈ H4 представляется в форме ω = tE + xI + yJ + zK (t, x, y, z ∈ R), E –
мультипликативно нейтральный элемент (единица) алгебры. Связь между изотропным
базисом {E1, E2, E3, E4} и базисом {E, I, J,K} осуществляется посредством линейного
преобразования с ортогональной матрицей Адамара

had4 =
1

4




1 1 1 1

1 −1 1 −1

1 1 −1 −1

1 −1 −1 1




.

Совершенно очевидно, что каждому автоморфизму, определяемому действием элемента
группы подстановок S4, то есть, переставляющему компоненты элемента ω ∈ H4, пред-
ставленного в базисе {E1, E2, E3, E4}, соответствует линейное преобразование компонент
t, x, y, z элемента ω = tE +xI + yJ + zK, и также реализующее некоторый автоморфизм
алгебры H4. В частности, такими автоморфизмами являются:

µ0 : ω 7→ µ0 (ω) = tE + xI + yJ + zK,

µ1 : ω 7→ µ1 (ω) = tE + xI − yJ − zK,

µ2 : ω 7→ µ2 (ω) = tE − xI + yJ − zK,

µ3 : ω 7→ µ3 (ω) = tE − xI − yJ + zK.

(1.6)

При представлении элемента ω ∈ H4 в базисе {E1, E2, E3, E4} этой четверке преоб-
разований соответствует действие на компоненты элемента некоторой подгруппы чет-
вертого порядка (изоморфной прямому произведению C2 ×C2 двух циклических групп
второго порядка) группы S4.

Записывая в этом случае определяющий многочлен, непосредственным вычислением
получаем:

Φ (ξ; ω) = (ξ − µ0 (ω)) (ξ − µ1 (ω)) (ξ − µ2 (ω)) (ξ − µ3 (ω)) =

= (ξ4 − S1 (ω) ξ3 + S2 (ω) ξ2 − S3 (ω) ξ1 + S4 (ω)) E , где

S14 (ω) = 4t,

S24 (ω) = 6t2 − 2x2 − 2y2 − 2z2,

S34 (ω) = −4tx2 − 4y2t− 4z2t + 4t3 + 8yzx = 4t(t2 − x2 − y2 − z2) + 8yzx,

S44 (ω) = x4 + y4 + z4 − 2t2x2 − 2t2y2 − 2t2z2 + t4 + 8txyz − 2x2y2 − 2x2z2 − 2y2z2,

(1.7)

и S24 (ω) с точностью до нормирующих множителей совпадает с (псевдо)метрической
формой Минковского, а S44 (ω) имеет стандартный "бервальд-мооровский" вид.

1.2 Основные идеи и определения

Как ни парадоксально, но идея использования дополнительных (или переопреде-
ленных) операций на той или иной конечномерной алгебре, ассоциированных с авто-
морфизмами порядка выше второго, с целью алгебраической поддержки решения гео-
метрических задач имеет почтенную историю. Существует достаточно экзотическая и
малоизвестная алгебраическая структура, известная как "конечные почти-поля Цас-
сенхауза" [6] (см. также [7], глава 20). Именно, в поле Fq, q = pm, (p – простое)
вводится операция x ∗ y (x, y ∈ Fq), выражающаяся через операцию умножения в по-
ле Fq по закону x ∗ y = y · η (x), где η – автоморфизм Фробениуса специально-
го вида. Эта операция некоммутативна и неассоциативна (последнее – в силу тео-
ремы Веддербёрна [7], [8]). Естественно, что конечность полей Fq, следовательно, и
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почти-полей Цассенхауза, ограничивает круг задач, решаемых с применением такой
техники, исключительно конфигурационными задачами конечной геометрии [7]. Идея
рассмотрения "полилинейных", в отличие от классических "билинейных", скалярных
произведений в ассоциативно-коммутативных алгебрах с целью создания адекватных
геометро-физических моделей принадлежит, по всей видимости, Д. Г. Павлову [9], [10].

Рассмотрим пример алгебры R⊕R с базисом {E1, E2} и с правилом умножения базис-
ных элементов, задаваемым таблицей 1.3 и мультипликативно нейтральным элементом
(единицей) I = E1 + E2 = (1, 1).

Таблица 1.3.

× E1 E2

E1 E4 0

E2 0 E2

Типичный элемент x = x1E1 + x2E2 будем далее обозначать для краткости x = (x1, x2).
Пример 1.1. Рассмотрим две подстановки

σ1 ↔ σ1 =

(
1 2

1 2

)
, σ2 ↔ σ2 =

(
1 2

2 1

)
. (1.8)

Определим действие операторов σ1, σ2, ассоциированных с подстановками σ1, σ2 на
элементы x = (x1, x2) алгебры R⊕R:

σ1 (x) = (x1, x2) , σ2 (x) = (x2, x1) ,

то есть, операторы σ1, σ2 переставляют компоненты элемента x = (x1, x2) в соответствии
с нижними строками подстановок σ1, σ2.

Введем на R⊕R новую бинарную операцию [x, y] ("умножение Цассенхауза"):

[x, y] = σ1 (x) • σ2 (y) ,

где символом (•) обозначено обычное "покомпонентное" умножение элементов из R⊕R.
Непосредственно проверяются следующие соотношения.

[x, y] = (x1, x2) • (y2, y1) = (x1y2, x2y1)
.
= (ξ2, ξ1) , (1.9)

[x, x] = (x1, x2) • (x2, x1) = (x1x2, x2x1) = x1x2I
.
= N(x)I. (1.10)

Заметим, что введенная в (1.10) функция N(x) совпадает с традиционной нормой
элемента алгебры R ⊕ R, выраженной в терминах изотропных координат (компо-
нент).

Далее, справедливы равенства:

N ([x, y]) = [[x, y] , [x, y]] = σ1 ([x, y]) • σ2 ([x, y]) =

= (x1y2, x2y1) • (x2y1, x1y2) = (x1y2x2y1, x1y2x2y1) =

= (x1y2, x1y2) • (x2y1, x2y1) = (x1y2) I • (x2y1) I = ξ1ξ2I =

= (x1x2) I • (y1y2) I = N(x)N (y) .

(1.11)
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Пример 1.2. Остановимся еще на одной иллюстрации "цассенхаузового умноже-
ния". Рассмотрим множество двумерно индексированных (n× n) массивов с покомпо-
нентным сложением. Введем операцию ∗ "умножения", отличную от обычного матрич-
ного умножения. Пусть A = {aij} , B = {bij} , D = {dij} = A∗B. Тогда, по определению:

dij =
n∑

k=1

aikbjk,

или, в неформальных терминах, «(i, j)-й элемент "∗-произведения" равен скалярному
произведению i-ой строки на j-ую строку». Преобразование массивов τ : A → τ(A) по
правилу τ : aij 7→ aji, есть "обычное" транспонирование матриц, но которое являет-
ся автоморфизмом 2 порядка по отношению к операции ∗: τ (A ∗B) = τ (A) ∗ τ (B),
тогда как для обычного матричного умножения транспонирование является антиавто-
морфизмом: (AB)t = BtAt. В терминах операции ∗ традиционное матричное умножение
является просто "умножением Цассенхауза" относительно операции ∗: AB = A ∗ τ (B).
Рассмотрение, например, трехмерных массивов A = {aijk} , B = {bijk} , C = {cijk} и
автоморфизм третьего порядка τ : aijk 7→ ajki приводит к "цассенхаузовому умножению"
трехмерных массивов X = [A, B, C], где

xpqr =
n∑

i,j=1

apijbiqjcijr

и так далее.

Таким образом, из соотношения (1.11) следуют:
• равенство N ([x, y]) = N(x)N (y), то есть "соотношение мультипликативности" для

нормы N(x) относительно введенной операции [x, y], причем эта норма совпадает с
традиционной нормой элемента алгебры R⊕R, выраженной в терминах изотропных
координат (компонент);

• равенство
σ1 ([x, y]) • σ2 ([x, y]) = ξ1ξ2I, (1.12)

где (ξ1, ξ2) есть компоненты "цассенхаузовского произведения" [x, y], причем упо-
рядоченная пара верхних индексов операторов σ1 , σ2 совпадает с упорядоченной
парой нижних индексов компонент (ξ1, ξ2).

Последнее соображение является основой для обобщения понятия закона компози-
ции для алгебр с n-арными операциями, а первое (мультипликативность нормы) явля-
ется мотивацией для выбора именно такого принципа обобщения.

Введем некоторые формальные определения и понятия.
Пусть σ∗ ∈ Sn – некоторая подстановка:

σ∗ =

(
1 2 ... n

σ∗ (1) σ∗ (2) ... σ∗ (n)

)
.

Ассоциированным с подстановкой σ∗ ∈ Sn оператором σ∗ : Hn → Hn будем называть
оператор, переставляющий изотропные координаты элемента из алгебры Hn:

σ∗ : x = (x1, x2, ..., xn) 7→ σ∗ (x) =
(
xσ∗ (1), xσ∗ (2), ..., xσ∗ (n)

)
.

Пусть (σ1, σ2, ..., σm) есть упорядоченное семейство ассоциированных операторов
(m ≤ n). Определим действие m-семейства (σ1, σ2, ..., σm) на m-семейство элементов
(x1, x2, ..., xm) ⊂ Hn "тензорным образом":

(
σ1 ⊗ σ2 ⊗ ...⊗ σm

)
(x1, x2, ..., xm) = σ1 (x1) • σ2 (x2) • ... • σm (xm) .
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Пусть A ⊂ Zm – некоторое мн-во индексов, S̃m
n = {(σa1 , σa2 , ..., σam) ; (a1, ..., am) ∈ A} –

некоторое "отмеченное" индексным множеством A ⊂ Zm множество m-семейств ассо-
циированных операторов.

Определение 1.1. m-арной операцией на алгебре Hn (m ≤ n), порожденной семей-
ством S̃m

n = {(σa1 , σa2 , ..., σam) ; (a1,...,am) ∈ A}, будем называть операцию, определен-
ную равенством (здесь и далее λm ∈ R)

[x1, x2, ..., xm] =

= λm

∑
(σa1 ,σa2 ,...,σam )∈S̃m

n

(σa1 ⊗ σa2 ⊗ ...⊗ σam) (x1, x2, ..., xm) =

= λm

∑
(σa1 ,σa2 ,...,σam )∈S̃m

n

σa1 (x1) • σa2 (x2) • ... • σam (xm)

.

Определение 1.2. m-арную операцию на алгебре Hn (m ≤ n), порожденную семей-
ством S̃m

n = {(σa1 , σa2 , ..., σam) ; (a1,...,am) ∈ A}, будем называть нормируемой, если

N(x) = λm

∑

(σa1 ,σa2 ,...,σam )∈S̃m
n

(σa1 ⊗ σa2 ⊗ ...⊗ σam) (x, x, ..., x) ∈ R. (1.13)

Семейство ассоциированных операторов S̃m
n в этом случае будем называть норми-

рующим семейством, а функцию N(x) ∈ R будем называть S̃m
n – нормой (или просто

нормой, если из контекста ясно, какое семейство S̃m
n имеется в виду).

Определение 1.3. Пусть Sm
n = {(σa1 , σa2 , ..., σam ) ; (a1,...,am) ∈ A} есть мно-

жество подстановок, ассоциированных с нормирующим семейством операторов
S̃m

n = {(σa1 , σa2 , ..., σam) ; (a1,...,am) ∈ A}, [x1, x2, ..., xm] есть m-арная операция, порож-
денная семейством S̃m

n . Пусть в изотропных координатах элемент [x1, x2, ..., xm] имеет
координаты (ξ1, ξ2, ..., ξm):

[x1, x2, ..., xm] = (ξ1, ξ2, ..., ξm) .

Будем говорить, что семейство S̃m
n порождает обобщенный m-арный закон компо-

зиции, если выполняется равенство

N ([x1, x2, ..., xm]) = [[x1, x2, ..., xm] , ..., [x1, x2, ..., xm]]︸ ︷︷ ︸
m раз

=

= λm

∑
(σa1 ,σa2 ,...,σam )∈S̃m

n

(σa1 ⊗ σa2 ⊗ ...⊗ σam)

(
[x1, x2, ..., xm] , ..., [x1, x2, ..., xm]︸ ︷︷ ︸

m раз

)
=

= λm

∑
(σa1 ,σa2 ,...,σam )∈Sm

n

ξσa1 (1)ξσa2 (2)...ξσam (m)I .

Пример 1.3. В обозначениях Примера 1.1 рассмотрим одноэлементное множе-
ство S2

2 состоящее из одной пары подстановок {(σ1 , σ2 )}, определенных (1.8). Ра-
венство (1.12) означает, что бинарная операция, порожденная семейством S̃2

2 ассо-
циированных операторов S̃2

2 = {(σ1 , σ2)}, порождает бинарный закон композиции
σ1 ([x, y]) • σ2 ([x, y]) = ξ1ξ2I, совпадающий с точностью до обозначений с мультиплика-
тивным законом композиции

N ([x, y]) = [[x, y] , [x, y]] = N(x)N (y) и λ2 = 1.
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Замечание 1.4. Не всякое множество S̃m
n является нормирующим множеством опе-

раторов. Нетрудно убедиться, что в обозначениях Примера 1.1 одноэлементное мно-
жество S̃2

2 = {(σ1 , σ1)} не является нормирующим множеством операторов, так как
N(x) = [x, x] /∈ R. В связи с этим возникает Вопрос 1: каковы необходимые и достаточ-
ные условия, сформулированные в теоретико-групповых терминах, того, чтобы множе-
ство операторов, ассоциированное с Sm

n = {(σa1 , σa2 , ..., σam )}, было бы нормирующим?
Замечание 1.5. Естественно, что наибольший интерес вызывают те нормирую-

щие множества S̃m
4 ассоциированных операторов множества Sm

4 , для которых N (w)
при всех w = (a, b, c, d) ∈ H4 совпадала бы с одной из форм (1.5). В связи с этим
возникает Вопрос 2: каковы необходимые и достаточные условия, сформулированные в
теоретико-групповых терминах, того, что норма, порожденная множеством операторов
S̃m

n совпадала бы с одной из форм (1.5) для H4?
Настоящая работа посвящена получению достаточных условий в Вопросе 2. Дру-

гими словами, получению ответа на вопрос: какова должна быть бинарная, тернарная
или кватернарная операция на алгебре H4, чтобы

N(x) = [x, x, ..., x]︸ ︷︷ ︸
m раз

∈ {s24 (w) , s34 (w) , s44 (w)} .

Замечание 1.6. Доказательства утверждений в следующих двух разделах работы
сводятся к рутинной, хотя и громоздкой, проверке тождеств, аналогично Примеру 1.1.
Поэтому в работе приводятся только формулировки соответствующих теорем.

2 Обобщенные n-арные законы композиции в алгебре R⊕R⊕R⊕R

2.1 Обобщенный кватернарный закон композиции в алгебре R⊕R⊕R⊕R

Пусть кватернарная операция в алгебре R⊕R⊕R⊕R определена равенством

[x1, x2, x3, x4] = λ4

(
σ1 ⊗ σ2 ⊗ σ3 ⊗ σ4

)
(x1, x2, x3, x4) = λ4σ

1 (x1)•σ2 (x2)•σ3 (x3)•σ4 (x4) (2.1)

где λ4 = 1 и

σ1 =

(
1 2 3 4

1 2 3 4

)
, σ2 =

(
1 2 3 4

2 3 4 1

)
, σ3 =

(
1 2 3 4

3 4 1 2

)
, σ4 =

(
1 2 3 4

4 1 2 3

)
. (2.2)

Теорема 2.1. Одноэлементное семейство четверки операторов S̃4
4= {(σ1, σ2, σ3, σ4)},

ассоциированное с одноэлементным множеством S4
4 , состоящим из четверки (цикличе-

ских) подстановок {(σ1, σ2, σ3, σ4)} является нормирующим множеством, порождающим
обобщенный кватернарный закон композиции в алгебре R⊕R⊕R⊕R в (мультиплика-
тивной) форме

N4 ([x1, x2, x3, x4]) = [[x1, x2, x3, x4] , [x1, x2, x3, x4] , [x1, x2, x3, x4] , [x1, x2, x3, x4]] =

= (σ1 ⊗ σ2 ⊗ σ3 ⊗ σ4) ([x1, x2, x3, x4] , [x1, x2, x3, x4] , [x1, x2, x3, x4] , [x1, x2, x3, x4]) =

= ξσ1(1)ξσ2(2)ξσ3(3)ξσ4(4)I =

= (x11x12x13x14) (x21x22x23x24) (x31x32x33x34) (x41x42x43x44) I =

= N4 (x1) I ·N4 (x2) I ·N4 (x3) I ·N4 (x4) I,
(2.3)

где (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) есть четверка координат элемента [x1, x2, x3, x3] – результата определен-
ной выше кватернарной операции в изотропном базисе: (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) = [x1, x2, x3, x4] .
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Кроме того, справедливо равенство

N4 (x) = [x, x, x, x] = (σ1 ⊗ σ2 ⊗ σ3 ⊗ σ4) (x, x, x, x) =

= ξσ1(1)ξσ2(2)ξσ3(3)ξσ4(4)I = (x1x2x3x4) I = s44 (x) • I,
(2.4)

Замечание 2.1. Из Теоремы 2.1 следует, в частности, что введенное в определе-
нии 1.2. соотношением (1.14) понятие нормы действительно представляет собой мульти-
пликативную (псевдо)норму (1.5) Бервальда-Моора s44 (x), выраженную в изотропном
базисе.

2.2 Обобщенный тернарный закон композиции в алгебре R⊕R⊕R⊕R

Пусть тернарная операция в алгебре R⊕R⊕R⊕R определена равенством

[x1, x2, x3] =
(
σ2 ⊗ σ3 ⊗ σ4 + σ4 ⊗ σ1 ⊗ σ3 + σ2 ⊗ σ4 ⊗ σ1 + σ3 ⊗ σ1 ⊗ σ2

)
(x1, x2, x3) , (2.5)

где λ3 = 1 и

σ1 =

(
1 2 3 4

1 3 4 2

)
, σ2 =

(
1 2 3 4

4 2 1 3

)
, σ3 =

(
1 2 3 4

2 4 3 1

)
, σ4 =

(
1 2 3 4

3 1 2 4

)
. (2.6)

Теорема 2.2. Четырехэлементное семейство троек операторов

S̃3
4 =

{(
σ2, σ3, σ4

)
,
(
σ4, σ1, σ3

)
,
(

σ2, σ4, σ1
)
,
(
σ3, σ1, σ2

)}
,

ассоциированное с семейством S4
4 троек подстановок

σ1 =

(
1 2 3 4

1 3 4 2

)
, σ2 =

(
1 2 3 4

4 2 1 3

)
, σ3 =

(
1 2 3 4

2 4 3 1

)
, σ4 =

(
1 2 3 4

3 1 2 4

)
, (2.7)

является нормирующим множеством, порождающим обобщенный тернарный закон ком-
позиции в алгебре R⊕R⊕R⊕R в форме

N3 ([x1, x2, x3]) = [[x1, x2, x3] , [x1, x2, x3] , [x1, x2, x3]] =

= (σ2 ⊗ σ3 ⊗ σ4 + σ4 ⊗ σ1 ⊗ σ3 + σ2 ⊗ σ4 ⊗ σ1 + σ3 ⊗ σ1 ⊗ σ2) ([x1, x2, x3] , ..., [x1, x2, x3]) =

=
(
ξσ2(1)ξσ3(2)ξσ4(3) + ξσ4(1)ξσ1(2)ξσ3(3) + ξσ2(1)ξσ4(2)ξσ1(3) + ξσ3(1)ξσ1(2)ξσ2(3)

)
I,

(2.8)
где (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) есть четверка координат элемента [x1, x2, x3] – результата определенной
выше тернарной операции в изотропном базисе:

(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) = [x1, x2, x3] ,

и, кроме того, выполняются равенства

N3 (x) = [x, x, x] =

= (σ2 ⊗ σ3 ⊗ σ4 + σ4 ⊗ σ1 ⊗ σ3 + σ2 ⊗ σ4 ⊗ σ1 + σ3 ⊗ σ1 ⊗ σ2) (x, x, x) ,
(2.9)

N3 (x) = s34 (x) I. (2.10)
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2.3 Обобщенный бинарный закон композиции в алгебре R⊕R⊕R⊕R

Пусть бинарная операция в алгебре R⊕R⊕R⊕R определена равенством

[x1, x2] = λ2

(
σ1 ⊗ σ2 + σ1 ⊗ σ3 + σ1 ⊗ σ4 + σ2 ⊗ σ3 + σ2 ⊗ σ4 + σ3 ⊗ σ4

)
(x1, x2) , (2.11)

где λ2 = 1/2 и

σ1 =

(
1 2 3 4

1 2 3 4

)
, σ2 =

(
1 2 3 4

2 3 4 1

)
, σ3 =

(
1 2 3 4

3 4 1 2

)
, σ4 =

(
1 2 3 4

4 1 2 3

)
. (2.12)

Теорема 2.3. Шестиэлементное семейство пар операторов

S̃2
4 =

{(
σ1, σ2

)
,
(
σ1, σ3

)
,
(

σ1, σ4
)
,
(
σ2, σ3

)
,
(

σ2, σ4
)
,
(

σ3, σ4
)}

,

ассоциированное с семейством S2
4 пар подстановок

S2
4 = {( σ1, σ2) , (σ1, σ3) , ( σ1, σ4) , (σ2, σ3) , ( σ2, σ4) , ( σ3, σ4)} (2.13)

является нормирующим множеством, порождающим обобщенный бинарный закон ком-
позиции в алгебре R⊕R⊕R⊕R в форме

N2 ([x1, x2]) = [[x1, x2] , [x1, x2]] =

= 1
2
(σ1 ⊗ σ2 + σ1 ⊗ σ3 + σ1 ⊗ σ4 + σ2 ⊗ σ3 + σ2 ⊗ σ4 + σ3 ⊗ σ4) ([x1, x2] , [x1, x2]) =

= 1
2

(
ξσ1(1)ξσ2(2) + ξσ1(1)ξσ3(2) + ξσ1(1)ξσ4(2) + ξσ2(1)ξσ3(2) + ξσ2(1)ξσ4(2) + ξσ3(1)ξσ4(2)

)
I,
(2.14)

где (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) есть четверка координат элемента [x1, x2] – результата определенной
выше тернарной операции в изотропном базисе: (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) = [x1, x2] .

Кроме того, справедливы равенства

N2 (x) = [x, x] =

= 1/2 (σ1 ⊗ σ2 + σ1 ⊗ σ3 + σ1 ⊗ σ4 + σ2 ⊗ σ3 + σ2 ⊗ σ4 + σ3 ⊗ σ4) (x, x) ,
(2.15)

N2 (x) = s24 (x) . (2.16)

Замечание 2.3. Из Теоремы 2.3 следует, в частности, что введенное в определе-
нии 1.2. соотношением (1.14) понятие нормы действительно представляет собой (псев-
до)норму соответствующую метрике Минковского в форме s44 (x), выраженную в изо-
тропном базисе.

Замечание 2.4. В отличие от множества (2.4) подстановок в Теореме 2.2, которое
группой не является, множество (2.8) подстановок в Теореме 2.3 является четырехэле-
ментной нециклической группой, а в Теореме 2.1 множество подстановок есть цикличе-
ская группа.

3 Обобщения и открытые проблемы

1. В связи с Вопросами 1 и 2 п. 1 возникает проблема классификации обобщенных
законов композиции для пространства Hn произвольной размерности.

Проблема 1. Каковы необходимые и достаточные условия, сформулированные в
теоретико-групповых (или комбинаторных) терминах, того, чтобы множество операто-
ров, ассоциированное с семейством подстановок Sm

n = {(σa1 , σa2 , ..., σam)}, было бы нор-
мирующим; как связана порожденная норма с коэффициентами определяющего урав-
нения элемента алгебры Hn?



44 Чернов В.М. Обобщенные n-арные законы композиции в алгебре H4 и их связь...

Отметим, что групповая структура множества подстановок Sm
n является, скорее все-

го, достаточным условием того, чтобы ассоциированное множество операторов было бы
нормирующим (Теоремы 2.1 и 2.3). Однако необходимость этого неочевидна, как пока-
зывает Теорема 2.2. Скорее всего, вопрос классификации множеств Sm

n в Проблеме 1
является комбинаторным, но не исключительно теоретико-групповым.

2. Исчерпывающая классификация ассоциативно-коммутативных алгебр без ниль-
потентных элементов содержится в теореме Вейерштрасса [2]: любая ассоциативно-
коммутативная конечномерная алгебра без нильпотентных элементов над R изоморфна
прямой сумме алгебр R и C.

Из этой теоремы легко следует, что существует не более трех неизоморфных четы-
рехмерных алгебр этого класса, а именно: H4, H2 ⊕ C,C ⊕ C. В связи с этим возникает
проблема экстраполяции теорем 2.1 – 2.3 на случай указанных четырехмерных алгебр и
на случай произвольной ассоциативно коммутативной конечномерной алгебры An.

Проблема 2. Каковы необходимые и достаточные условия того, чтобы множество
операторов, ассоциированное с семейством автоморфизмов алгебры An, было бы норми-
рующим; как связана порожденная норма с коэффициентами определяющего уравнения
элемента алгебры An?

3. Из соотношения (2.3) и Замечания 2.1 следует чисто алгебраический факт муль-
типликативности нормы Бервальда-Моора, выраженной в терминах изотропного ба-
зиса. Конечно, соответствующие (индуцированные) соотношения инвариантности фор-
мы S44 (x) остаются справедливыми и в "физическом" базисе {E, I, J,K} с Табли-
цей 2.1 умножения базисных элементов. Но соотношение мультипликативности для
формы s44 (x), а именно s44 (x1 • x2 • x3 • x) = s44 (x1) s44 (x2) s44 (x3) s44 (x4) может,
по всей видимости, интерпретироваться как "масштабная инвариантность" свойств
четырехмерного пространства-времени с метрикой Бервальда-Моора и/или как его
"пространственно-временная изотропность". В отличие от Бервальд-Мооровской мет-
ризации четырехмерного пространства-времени, четырехмерное пространство с мет-
рикой Минковского, с точностью до масштабирования совпадающего с H4, снабжен-
ным метрической формой S24 (x), обладает только свойством "пространственной", но не
"пространственно-временной" изотропией. Группа (линейных) изометрий пространства
H4 с метрикой Минковского хорошо известна и вне связи с Теоремой 2.3.

Проблема 3. Могут ли быть получены преобразования Лоренца из соотношений
(2.9) и (2.10), то есть, как прямые следствия явных соотношений Теоремы 2.3?

4. Пусть {e1, e2, e3, e4} есть "какой-то" базис в H4, изотропный, например. Пусть B
оператор, не обязательно линейный, действующий из H4 в H4, так что

Bx = y = y1e1 + y2e2 + y3e3 + y4e4 ∈ H4.

Условие того, что B сохраняет форму s24 (x), то есть норму N2 (x), может быть записано
в виде

N2 (x) = [x, x] = [Bx,Bx] = [y, y] = N2 (y) = N2 (Bx) . (3.1)

Но, в силу линейности операции [w1, w2], соотношение (3.1) можно переписать в виде

[x, x] =
4∑

i,j=1

xixj [ei, ej] = [y, y] =
4∑

i,j=1

yiyj [ei, ej] .

Если оператор B линейный, то массив {bij = [ei, ej] ; i, j = 1, 2, 3, 4}, как известно, пол-
ностью определяет действие оператора B на всем H4. Более того, для линейных изо-
метрических операторов условия на числа bij могут быть получены из Теоремы 2.3.
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Если требовать того, чтобы B сохраняло форму s34 (x), то есть норму N3 (x), то также
в силу линейности операции [w1, w2, w3], получаются условия изометричности (нелиней-
ного) оператора B в терминах трехмерного массива {bijk = [ei, ej, ek] ; i, j, k = 1, 2, 3, 4}
и явных соотношений Теоремы 2.2.

Проблема 4. Пользуясь Теоремой 2.2, описать операторы B, сохраняющие форму
s34 (x), то есть норму N3 (x).

Работа выполнена при поддержке некоммерческого фонда развития исследований
по финслеровой геометрии.
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– which is associated to the cubic norm, have the same values as the introduced binary, quaternary
and ternary operations for different values of the elements – "Zassenhaus comultiplicators".
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К ВОПРОСУ О КВАРТИЧНОЙ ГЕОМЕТРИИ

П.Д. Сухаревский

psuharevskijj@uryb.faae.ru

Обсуждаются идеи А.Д. Сахарова о многолистной модели Вселенной в приложении к
современной космологии. Обосновывается применение квартичной дифференциальной фор-
мы для построения метрики многомерного пространства. Построена неассоциативная алгебра
квартичных антикоммутирующих матриц, квадратом которых являются квадратные антиком-
мутирующие матрицы Паули и Дирака. Найдены уравнения движения – квартичные аналоги
уравнений Дирака с введением квартичных спиноров, получен соответствующий этим уравне-
ниям лагранжиан. Введено необходимое для решения задач с многомерной формой бесконеч-
номерное расширение кватернионов и их матричное представление.

Ключевые слова: космология, квартичные спиноры, уравнение Дирака, обобщенные ква-
тернионы.

Модель А.Д. Сахарова и «Big Rip»

В 70–80 годах прошлого столетия известный физик-ядерщик, внесший определяю-
щий вклад в создание первой в мире термоядерной бомбы, академик АН СССР Ан-
дрей Дмитриевич Сахаров опубликовал несколько статей о «многолистных моделях
Вселенной» [1]. В них обсуждаются «пульсирующие» или «осциллирующие» космологи-
ческие модели, которые издавна привлекали внимание ученых. Термин «многолистная
модель Вселенной», предложенный Сахаровым, как он пишет в 1969 году, представлялся
ему «более выразительным, больше соответствующим эмоциональному и философско-
му смыслу грандиозной картины многократного повторения циклов бытия». Возможно,
но нам это не известно, что относительно термина у него были и другие глубокие со-
ображения, связанные с листами римановой поверхности, возникающими в результате
интегрирования пути в квадратичной метрике.

В 1970 вышел его первый препринт «Многолистная модель Вселенной» [2]. В нем
при обосновании гипотезы о многолистной структуре Вселенной Сахаров ссылался на
идеи астрофизика И.Д. Новикова [3] о «сшивании» при гравитационном коллапсе двух
четырехмерных пространств, одно из которых находится в стадии сжатия, а другое рас-
ширения. Сахаров рассматривал бесконечную последовательность таких попарно сши-
тых пространств, которые он и называл листами.

Его второе исходное предположение – использование предельного случая фридма-
новской модели Вселенной с метрикой:

ds2 = dt2 − {a(t)}2(dx2 + dy2 + dz2) (1)

и законом изменения масштаба: a(t) ∼| t |2/3.
Учитывая, что особенностью метрики (1) при t → ∞ является рост сколь угодно

малых возмущений плотности в неограниченное число раз, в [2] сделан вывод о воз-
можности гравитационных коллапсов при ∆ε/ε ∼ 1, где ε – средняя плотность энергии,
включая энергию гравитационной природы. В случае Вселенной, заполненной пылью,
ε ∼ 1/a3. Сахаров в [2] полагал, что так называемые «преждевременные» коллапсы
в сжимающемся мире, рассматривавшиеся ранее в [4, 5], которым соответствуют анти-
коллапсы задержанных ядер в расширяющемся мире, являются теми же физическими
процессами, обусловленными флуктуациями ∆ε ∼ ε.
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В последние годы в литературе активно обсуждается гипотеза Калдвелла, Ками-
онковского и Вейнберга «Призрачная энергия и космический судный день» (Phantom
Energy and Cosmic Doomsday) [6]. В ней доказывается, что наличие во Вселенной тем-
ной энергии, которая для значений характеризующего ее параметра («квинтэссенции»)
w ≡ p/ε в интервале −1 < w < −1/3 приводит к наблюдаемому ускоренному расши-
рению Вселенной (ε ∼ 1/a3(1+w)), в случае w < −1 приведет за конечное время к
разрыву Вселенной. Эта катастрофа Вселенной получила специальное название «Big
Rip» («Большой Разрыв»). Легко заметить, что этот процесс, по сути, аналогичен слу-
чаю, рассматривавшемуся Сахаровым для флуктуаций во фридмановской Вселенной
при t → ∞ в [2] и в его последующих статьях, приведенных в [1]. Разница только во
времени наступления катастрофы. Поэтому можно предположить, что Big Rip приведет
не к гибели Вселенной, а к сшиванию ее двух листов и перетеканию вещества на другой
лист с последующим сжатием Вселенной и возможным поворотом стрелы времени. Так
как при t < 0 по Сахарову действуют статистические законы, обращенные во парадокс
обратимости в его модели не существует. Таким образом, идеи о многолистной структуре
Вселенной вновь становятся актуальными.

Заметим, что парные листы Вселенной фактически определены у Сахарова тем,
что он пользуется квадратичной метрикой. В последнее время, в связи с рассмотрением
многомерных моделей Вселенной, большой интерес вызывает рассмотрение пространств
с финслеровой метрикой. Предпочтение по разным причинам отдается пространствам
с квартичной метрикой, иногда называемым квадрапространствами [7]. Любопытно,
что, как отмечает Д. Г. Павлов [8], который является, по-видимому, основоположником
данного направления, среди изученных пространств со стандартной квадратичной мет-
рикой выделяются пространства с двумя измерениями. В двумерном случае, согласно
теореме Лиувилля [9], круг преобразований, относящихся к конформным, существен-
но выше, что приводит к существованию значительного разнообразия аналитических
функций комплексного переменного, каждой из которых соответствует определенное
конформное отображение на евклидовой плоскости. Так что квадратичная метрика наи-
более адекватна пространствам с двумя, а не с четырьмя измерениями. Но эти двумер-
ные пространства, естественно, могут быть вложены в четырехмерные.

При этом возникает естественный вопрос (и напрашивается соответствующий ответ):
какая метрика наиболее адекватна пространствам с четырьмя измерениями?

Прежде, чем на него ответить, заметим, опираясь на работу [10] из того же сборника
[7], что с чисто математической точки зрения размерность четыре оказывается самой
сложной, так как дополнительные d − 4 размерности дают новую свободу действий.
Например, как отмечено в [10], в размерности ≥ 5, когда возникают самопересечения
комплексов внутри многообразий, малыми шевелениями их можно устранить. В малых
же размерностях это невозможно.

По мнению автора работы [10] «размерность четыре с топологической точки зрения
– единственная размерность, где сталкиваются столь разные техники и появляются во-
просы, казалось бы, не относящиеся друг к другу. А решение многих из них потребует
развития еще более удивительных техник алгебры, геометрии и топологии».

Учитывая вышеприведенные замечания (последнее из них является наиболее вдох-
новляющим), предположим, что для четырех измерений наиболее адекватной должна
быть именно квартичная метрика. В этом случае изменятся и представления о много-
листных моделях Вселенной Сахарова. Как будет показано ниже, это уже не будет после-
довательность попарно сшитых (или склеенных) листов четырехмерных пространств, а
более сложная циклическая конструкция с возможной перестановкой четырех листов
четырехмерных пространств во время коллапсов Вселенной.
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Аксиоматическое обоснование квартичной геометрии

Рассмотрим некоторые математические соображения, подтверждающие эти пред-
положения. Прежде всего, обратимся к аксиоматическому построению дифферен-
циально-геометрического многообразия, которое позволяет из первых принципов иссле-
довать физическую структуру пространства.

Как известно, имеется три магистральных направления построения геометрии в це-
лом, которые в принципе могут быть приспособлены и для построения геометрии в
малом:

Первое направление – идущее от знаменитой книги Давида Гильберта «Основания
геометрии» [11], написанной в конце 19 века. Это наиболее полное аксиоматическое по-
строение евклидовой геометрии. В этом построении она статическая, как и в трактате
Евклида «Начала», появившемся около 300 лет до новой эры. Отказавшись от акси-
омы о параллельных прямых, ее можно преобразовать в гиперболическую геометрию
Лобачевского, но невозможно обобщить на эллиптическую геометрию Римана.

Второе направление – это векторное построение геометрии, впервые проведенное в
известной книге Германа Вейля «Пространство. Время. Материя» (1918 г.) [12]. Огром-
ная роль векторного пространства в современных теоретических исследованиях и лег-
кость обобщения аксиом на тензорный анализ делают это направление чрезвычайно
привлекательным.

Третье направление – построение геометрии на основе понятия симметрии, проведен-
ное Фридрихом Бахманом в послевоенные годы и завершившееся в 1959 году изданием
монографии [13]. Важность теории групп в современной физике и, особенно, группы
движения, возможность трансформации системы аксиом как на гиперболическую, так
и на эллиптическую геометрию выдвигают это направление на лидирующую позицию
среди этих трех классических направлений.

Четвертое направление, которое обещает стать столь же магистральным, это по-
строение геометрии на основе теории физических структур, родившееся в работах но-
восибирского математика Ю.И. Кулакова и его группы [14]. Математический аппарат
теории физических структур представляет собой алгебраическую теорию отношений
между элементами произвольной природы. В дальнейшем оно было модернизировано и
получило мощное развитие в работах профессора физфака МГУ им. М.В. Ломоносова
Ю.С. Владимирова и его учеников [15].

Как отмечается в предисловии редактора книги [13] И.М. Яглома, система аксиом
Бахмана не обладает свойством полноты, в отличие от аксиоматики Гильберта. Это, в
принципе, не снижает ее научную ценность, но стимулирует дальнейшие исследования.
В частности, в ней ничего не говорится о конгруэнтности, упорядоченности и непре-
рывности, которые в дальнейшем используются в групповых отношениях, о скорости
отображения.

Учитывая, что конгруэнтность входит в понятие группы движения, а отсутствие
отношений и аксиом порядка и непрерывности позволяет включать в рассмотрение
эллиптическую геометрию, можно говорить об определенной компенсации неполноты
системы аксиом Бахмана. Но отсутствие аксиомы о скорости отображения нечем ком-
пенсировать, что снижает понимание физических процессов и, в целом, проблемы гео-
метризации физики.

В связи с этим рассмотрим два утверждения, которые представляются автору ак-
сиомами [16], лежащими в основе физической (материальной) геометрии. При этом
под термином «физическая (материальная) геометрия» будем понимать абстрактный
объект, которому кроме пространственных отношений присущи свойства, описываемые
уравнениями и полями, характерными для реальных физических тел. Из приведенных
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выше направлений аксиоматического построения геометрии следует, что такое понима-
ние геометрии не противоречит исторической тенденции.

(I) – Аксиома отображения (измерения). В физической континуальной геометрии
можно ввести параметр отображения (измерения) τ такой, что скорость отображения
по этому параметру ds/dτ=const, где ds – бесконечно малый интервал между двумя
точками (событиями). Параметр τ позволяет произвести равномерную разметку коор-
динатной сетки в дифференциально-геометрическом многообразии.

Эта аксиома определяет в дифференциально-непрерывной форме возможность опре-
деления скорости движения (или отображения симметрий по Бахману). Хотя в системе
аксиом Бахмана нет понятия о дифференциальной непрерывности, она допускает такое
представление через теорию групп. Но под движениями в теории групп, а значит и
в аксиоматике Бахмана, понимается только чисто геометрические взаимно однознач-
ные отображения множеств точек объектов и прямых на себя, сохраняющие отношения
инцидентности (принадлежности) и порядка и переводящие отрезки и углы в конгруэнт-
ные (тождественно равные) отрезки и углы. Это позволяет избежать ответов, в частно-
сти на парадокс (апорию) Зенона «Ахиллес и черепаха» о противоречивости некоторых
свойств движения, но неудовлетворительно с точки зрения физического понимания про-
цессов.

В то же время действительно при любой скорости реального движения (постоянной
или переменной) параметр τ может быть определен, так как он не задан никакими
предварительными условиями. С другой стороны, если параметр τ связать с парамет-
ром времени реального движения t, то аксиома отображения перейдет в постулат о
существовании некоторой постоянной скорости реального движения – отсутствия сил в
физической геометрии. В отличие от самой аксиомы, этот постулат может нарушаться в
связи с медленной эволюцией масштабов физической геометрии. Но он позволяет стро-
ить теорию, геометризующую наблюдаемые движения в каждой точке c использованием
в общем случае дифференциальной формы m-ой степени, например, по алгоритму:

ds = cdτ = [gµν...εdxµdxν . . . dxε]1/m = [gµν...εdxµ/dt dxν/dt . . . dxε/dt]1/mdt. (2)

Конструкции дифференциалов могут быть и более сложной формы. В частности,
при m = 4 в нее легко вложить зарядовые, струнные, мембранные и гипермембранные
объекты, которые в дифференциальном представлении будут иметь вид:

(ds′)4 = g1µνγξdxµdxνdxγdλξ + g2µνγξdxµdxνdσγξ+

+ g3µνγξdxµdυνγξ + g4µνγξdσµνdσγξ + g5µνγξdωµνγξ. (3)

Благодаря возможности вложения в квартичные формы дифференциальных форм
меньшего порядка, объекты с m < 4, в том числе квадратичные и линейные, могут
приобрести доминирующий вес, даже когда | dx/dt |¿ 1.

В частности, одной из возможностей такого вложения может быть самоорга-
низация (или квантование) любого из пяти членов формы (3). Например, член
g1µνγξ dxµdxνdxγdλξ в результате самоорганизации может быть преобразован в форму
gµνγ dxµdxνdxγ∆λ, член g2µνγξ dxµdxνdσγξ в форму gµν dxµdxν∆σ, а члены g3µνγξdxµdυνγξ,
g4µνγξdσµνdσγξ, g5µνγξdωµνγξ соответственно в gµ dxµ∆υ, ∆(σ)2, ∆ω.

Можно попытаться придать физический смысл этим объектам. Например, первый
член можно считать характерным для мира со свободными струнами с квантованной
длиной струны ∆λ, второй и третий – для мира с двумя и тремя квантованными бранами
соответственно, четвертый – с элементарными зарядами, а пятый с квантованным дей-
ствием – постоянной Планка. Причем, все эти объекты могут существовать совместно в
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квартичном пространстве. С другой стороны, квантование может быть приближенным.
Но тогда величины ∆λ, ∆σ, ∆υ, ∆(σ)2 и ∆ω можно считать статистическими средними
(или эффективными) величинами, которые за время существования Вселенной из-за
постоянного роста энтропии превратились, практически, в константы. Однако, к сожа-
лению, смысл этих преобразований еще далеко не ясен, поэтому в данной работе они
более не обсуждаются.

(II) – Аксиома жесткости (упорядоченности). Элементы физической геометрии
обладают жесткостью (упорядоченностью), то есть, несжимаемостью и однозначной по-
следовательностью объектов, относительно которых проводится измерение.

Естественно, что эта аксиома не имеет никакого отношения к макроскопическим и
даже микроскопическим, то есть, на уровне элементарных частиц, понятиям жесткости
и упорядоченности для конкретных предметов. Она определяется для бесконечно малых
измерений дифференциально-геометрического многообразия.

Аксиома (II) обобщает и дополняет аксиому жесткости Бахмана на плоскости, ко-
торая гласит:

Если h – луч, исходящий из точки A, и S – полуплоскость, ограниченная прямой,
несущей луч h, а h′ – луч, исходящий из точки A′, и S ′ – полуплоскость, ограниченная
прямой, несущей луч h′, то не существует двух разных движений, которые переводили
бы A в A′, h в h′ и S в S ′.

Аксиома (II) означает, что в n-мерной геометрии после проведения n− 1 произволь-
ных дифференциальных смещений (отображений), сохраняющих интервал ds неизмен-
ным, n-е отображение может быть определено при помощи элементов самой геометрии.
Макроскопическим прообразом таких элементов в двумерной геометрии являются ли-
нейка и циркуль. Например, задача извлечения кубического корня при помощи цир-
куля и линейки сводится к трисекции угла. В планиметрии она не имеет решения. Но
с использованием трехмерных аналогов линейки и циркуля (их может быть несколько
вариантов) задача трисекции угла решается элементарно.

Действительно, рассмотрим следующую идеальную схему. Возьмем кусок плоскости
(плоской мембраны) в виде клина с углом при вершине, равным α, свернем его в конус
и склеим края (рис. 1а, 1б). Выберем также аналог циркуля в виде треноги с централь-
ным стержнем и направляющей рамкой из равностороннего треугольника (рис. 1в) и,
сместив рамку влево, наденем на него конус, закрепив при вершине. Потянув рамку за
центральный стержень в сторону вершины телесного угла, добьемся плотного натяже-
ния материала мембраны ножками циркуля таким образом, что конус превратится в
пирамиду. Угол при вершине этой пирамиды на каждой грани будет точно равен α/3.
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Одним из следствий аксиомы (2), как будет видно из дальнейших выкладок, явля-
ется неоднозначность n-го отображения, что не вытекает из аксиом Бахмана. А общим
следствием аксиом (I) и (II) для физической геометрии n = 4+k измерений оказывается
ограничение на введение дифференциальной формы m-го порядка величиной m ≤ 4.

Введение данных аксиом соответствует общей идее о необходимости аксиоматиза-
ции геометрии, желанию понять первоосновы окружающего нас мира. Естественно, что
там, где аксиоматика не заводит в тупик и не переусложняет задачу, она становится
конструктивной. Так, введение дифференциальной формы:

dsm = gµν...εdxµdxν . . . dxε, (4)

где µν . . . ε ∈ {1, 2, . . . , n}, n = m+k, k ≥ 0, соответствует понятию о физических струк-
турах, лежащих в первооснове бурбаканизации физики в духе Кулакова-Владимирова
[14, 15], то есть, заданию в качестве исходных представлений унарных отношений меж-
ду различными объектами, в данном случае между ds, и dxµ, dxν , . . . , dxε через gµν...ε,
хотя авторы [13, 14 и 15] не оперируют аксиомами непрерывности и упорядоченности,
оставляя возможность для дискретных и неупорядоченных геометрий. Более того, в [15]
показано, как можно строить геометрию без этих аксиом на самом первичном уровне.
Однако, исходное понятие о физических структурах не запрещают дифференциальные
отношения на любом уровне масштабов. Важна сама идея о первичности отношений
между объектами. По мнению автора, континуальность и дискретность, близкодействие
и дальнодействие – это различные грани одной и той же сущности.

Аксиоматические построения, естественно, – достаточно скучное занятие с очень
медленным продвижением, но без них сложнее приблизиться к истине.

Для полноты исходного представления о данной физической структуре необходимо
определить еще отношения для любого из этих объектов.

Учитывая это, определим отношение между одним из объектов, например dxµ, и
остальными объектами, решив алгебраическое уравнение степени m при фиксированных
значениях ds, dxν , . . ., dxε.

Как известно, такое алгебраическое уравнение при m ≤ 4 решается в радикалах.
Рассмотрим, какими свойствами обладает это решение.

Во-первых, оно неявно удовлетворяет аксиоме (I) и удовлетворяет требованию жест-
кости, то есть аксиоме (II). Действительно, при m = 1 или 2 решение алгебраиче-
ского уравнения, как известно, находится при помощи циркуля и линейки. Если же
m = 3, то (по методу Кардано) после сведения исходного кубического уравнения к виду
y3 + py + q = 0 и замены y0 ≡ α + β, где y0 – корень модифицированного кубиче-
ского уравнения, оно сводится к квадратному уравнению, корнями которого являются
значения α3 и β3. Последнее уравнение также решается на плоскости при помощи цир-
куля и линейки. А корни кубические из значений α3 и β3 находятся с использованием
геометрических объектов – трехмерных аналогов циркуля и линейки, как было пока-
зано выше. Аналогичная ситуация складывается при решении квартичного уравнения
с m = 4 по методу Феррари. Таким образом, решение алгебраического уравнения для
каждого объекта этой физической структуры при m ≤ 4 удовлетворяет предложенным
выше геометрическим представлениям.

Во-вторых, это решение неоднозначно. Многозначная функция комплексного пере-
менного, выражающая данное решение при m ≤ 4, соответствует группе Галуа [17].
Иначе говоря, группа Галуа лежит в основе геометризации физических структур при
m ≤ 4 и, в частных случаях, при m ≥ 5.

В-третьих, произвольная функция, выражающаяся в радикалах, может быть опреде-
лена по непрерывности вдоль любой непрерывной кривой C, не проходящей через точки,
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в которых эта функция не определена. Если при этом кривая C не проходит через точки
разветвления и неоднозначности, то она определяется по непрерывности вдоль кривой
C однозначно [18]. То есть эта функция обладает ценным свойством монодромии.

В-четвертых, для любой функции, выражающейся в радикалах, можно построить
риманову поверхность. В данном случае она будет m-листной (m ≤ 4) для каждого объ-
екта ds, dxµ, dxν , . . . , dxε, µν . . . ε ∈ {1, 2, . . . , n}, n = m + k, k ≥ 0. В результате группо-
вых преобразований при сохранении ds римановы поверхности для каждого отдельного
из n объекта переходят одна в другую, образуя одну единственную риманову гипер-
поверхность с четырьмя n-мерными гиперлистами. Очевидно, что при интегрировании
путей (переходе от геометрии в малом к геометрии в целом) свойства четырехлистности
сохраняются.

Поэтому, возвращаясь к идеям о многолистной модели Вселенной Сахарова, мож-
но отождествить при m = 2, n = 4 риманову гиперповерхность с двумя листами
(как у А.Д. Сахарова) соответствующим им квадратичным (учитывая квадратич-
ность метрики) четырехмерным пространствам геометрии в целом. А при переходе к
m = 4, n = 4 + k, k ≥ 0 (назовем эти пространства квартичными n-мерными) лег-
ко получается обобщение двухлистной сахаровской модели на четырехлистную модель,
отождествляемую с римановой гиперповерхностью n измерений, которую по аналогии
можно назвать фрагментом четырехлистной циклической структуры Вселенной (или
просто четырехлистной моделью Вселенной, если не предполагать ее циклическое дуб-
лирование).

Подводя итог выше приведенным рассуждениям, скажем, что имеется достаточно
оснований для того, чтобы рассматривать дифференциальные формы с m ≤ 4 в качестве
основы для геометризации физических структур, чего нельзя сказать о дифференци-
альных формах с m ≥ 5.

Пример квартичного обобщения теории Дирака

Перейдем теперь к простейшей (канонической) дифференциальной форме четверто-
го порядка:

ds4 = gµνγεdxµdxνdxγdxε ⇒ ds4 = dx4
1 + dx4

2 + dx4
3 + dx4

4 (5)

и решим задачу на собственное значение квартичного дифференциального оператора в
такой, условно говоря, «плоской» геометрии, то есть, без перекрестных членов:

(∂4
1 + ∂4

2 + ∂4
3 + ∂4

4)ψ = m4ψ, (6)

где ∂i ≡ ∂/∂xi, x4 = ict, m4 – собственное значение дифференциального оператора. Не
следует путать использованное здесь значение m, связанное в квантовой механике с
массой элементарной частицы, с размерностью метрики в приведенных выше формулах
(2)–(4).

Очевидно, что от выражения (6) легко перейти к дифференциальной форме (5) в
квантово-механическом случае, положив ψ = exp{imxidxi/ds}, которое, собственно и
является решением уравнения (6).

Очевидно также, что соотношения (5) и (6) нарушают лоренцеву инвариантность
интервала ds. Но в квартичном пространстве именно форма (5) соответствует диа-
гональному выражению для метрического тензора 4-го ранга, определяя квартичную
метрику касательного пространства.

Этот оператор является выделенным в том смысле, что его размерность и порядок
дифференцирования совпадают и равны 4, а размерность 4 выделена самой природой.
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Некоторое обоснование, почему это так, следует (в том числе) и из вышеприведенных
рассуждений, главным из которых, по-видимому, является свойство монодромии рима-
новой гиперповерхности.

Можно ли найти корень четвертой степени из квартичного дифференциального опе-
ратора, такой, чтобы

(Mi∂i)
4 = (γi∂

2
i )

2 =
∑

i

∂4
i , (7)

где γi – гамма-матрицы Дирака или их обобщение, а
∑
i

– суммирование по индексу i?

Полученное таким образом линейное уравнение удовлетворяло бы одному из основных
постулатов квантовой механики – принципу суперпозиции.

Легко показать, что не существует антикоммутирующих матриц любого порядка
с обычными правилами умножения, квадрат которых также есть антикоммутирующая
матрица. Действительно, если MiMj = −MjMi, то M2

i M2
j = MiMiMjMj = MiMjMjMi =

M2
j M2

i . Более сложные комбинации со смешиванием коммутирующих и антикоммути-
рующих матриц также не приводят к цели.

Однако эта трудность возникает потому, что в квартичной геометрии нужно пользо-
ваться более сложными математическими инструментами. Поэтому введем квартичные
матрицы, обобщающие матрицы Паули и матрицы Дирака со специальными правилами
умножения. А именно, вначале по обычным правилам перемножим квадратные матрицы
на одной гиперграни кварты, а затем, с помощью структурных констант, определяющих
правила умножения на ортогональных гипергранях, свернем остальные индексы мат-
ричных элементов. По самому определению алгебра этих матриц будет неассоциативной.

Обозначим квартичную матрицу, обобщающую матрицу Паули σi
a
b через ζi

a
b
c
d, где,

в данном случае, индекс i связан с индексом координаты, левая пара индексов a и b –
индексы квадратной матрицы на гиперграни, а правая пара c и d – индексы этих же
элементов, обозначающие их принадлежность соответствующим гиперграням (в третьем
и в четвертом измерении соответственно). Индексы a, b, c и d пробегают значения 1 и
2. В дальнейшем, как левая, так и правая пара индексов, а также, индекс координаты
могут, естественно, обозначаться другими латинскими буквами. Смысл нововведения в
том, что после перемножения антикоммутирующих квадратных матриц на одной гипер-
грани их произведения уже не будут на ней антикоммутирующими, но они могут быть
антикоммутирующими на остальных ортогональных гипергранях кварты.

Примем для элементов матриц ζ1 и ζ2 следующие значения (ζi
a
b
c
d :≡ σi

a
b(σi

c
d)

1/2) :

ζ1
a
b
1
1 = ζ1

a
b
2
2 = 0 , ζ1

a
b
1
2 = σ1

a
b , ζ1

a
b
2
1 = σ1

a
b , (8a)

ζ2
a
b
1
1 = ζ2

a
b
2
2 = 0 , ζ2

a
b
1
2 = (−i)1/2σ2

a
b , ζ2

a
b
2
1 = (i)1/2σ2

a
b . (8b)

Очевидно, что матрицы ζ1 и ζ2 являются эрмитово сопряженными, то есть, ζ+
i = ζi .

В результате перемножения элементов квартичных матриц ζ1 и ζ2 тензорным спосо-
бом получим:

ζ1
a
b
2
1 ζ2

b
c
1
2 = ζ1

a
b
1
2 ζ2

b
c
1
2 = (−i)1/2σ1

a
b σ2

b
c = (i)1/2σ3

a
c ; (9a)

ζ1
a
b
2
1 ζ2

b
c
2
1 = ζ1

a
b
1
2 ζ2

b
c
2
1 = (i)1/2σ1

a
b σ2

b
c = (−i)1/2σ3

a
c . (9b)

Если бы правые индексы мы сворачивали так же, как и левые, то есть, по прави-
лам обычного матричного умножения, следовало бы сохранить второй член из (9б) и
первый член из (9а), а два остальных члена отбросить. Но тогда они бы неправильно
разместились в блочной структуре. В предлагаемой алгебре, наоборот, сохраним первый



54 Сухаревский П.Д. К вопросу о квартичной геометрии

член из (9б) и второй из (9а), игнорируя члены, сохранявшиеся при сохранявшиеся при
обычном матричном умножении.

В соответствии с новыми правилами умножения при возведении в квадрат квартич-
ной матрицы ζ1 сохраняются члены (ζ1

a
b
1
2)

2 = Ia
b и (ζ1

a
b
2
1)

2 = Ia
b . А при возведении

в квадрат матрицы ζ2 – члены (ζ2
a
b
1
2)

2 = −iIa
b и (ζ2

a
b
2
1)

2 = iIa
b . Если результаты

возведения в квадрат матриц ζ1 и ζ2 разместить на одной гиперграни в соответствии с
правой парой индексов членов, расположенных в скобках, и редуцировать единичные
матрицы, то получим две искомые матрицы σ1 и σ2.

В то же время этот порядок размещения результатов возведения в квадрат не под-
ходит для получения третьей матрицы Паули используя результаты умножения в (9а)
и в (9б). Для того чтобы возведение в квадрат правых крайних членов из (9а) и в (9б)
и последующее редуцирование единичных матриц дало матрицу σ3, умноженную на
мнимую единицу i, необходимо было бы член ζ1

a
b
1
2ζ2

b
c
1
2 как-то перебросить в ячейку

(1
1), а ζ1

a
b
2
1 ζ2

b
c
2
1 в (2

2). Однако в двумерном пространстве эта операция излишняя,
поэтому ниже она не будет использована.

Так как (ζ1
a
b
1
2ζ2

b
c
1
2)

2 = iIa
c , а (ζ1

a
b
2
1ζ2

b
c
2
1)

2 = −iIa
c , то перемножение квадратов

матриц ζ1,2 будет соответствовать алгебре матриц Паули. Так что квадраты матриц ζ1,2

создают гомоморфизм группы SU(2) на квартичное пространство.
Чтобы формализовать это правило перемножения матриц ζ1,2 , введем матрицу

структурных констант (или оператор) F := F k
d
c
f

e
m . Заметим, что все индексы этой

матрицы связаны только с правой парой индексов квартичной матрицы. Элементы этой
матрицы равны единице, когда k = c = e, d = f = m, m 6= k, а в остальных случаях
равны нулю. Структурными они названы потому, что размещают элементы результатов
умножения матриц ζ1 и ζ2 в нужные ячейки.

Тогда перемножение матриц ζi и ζj можно записать в виде:

(ζiζj)
ak

gm = F k
d
c
f

e
m ζi

a
b
c
d ζj

b
g
e
f . (10)

Тем не менее, можно просто запомнить правило свертывания правых индексов при пе-
ремножении квартичных матриц, что и будет использовано ниже при сохранении обо-
значения оператора F .

Удобно также представить оператор F в виде произведения на одной из граней квар-
ты двух четырехзначковых матриц:

F = ΦLΦR := ΦL
k
d
c
rΦR

r
f

e
m , (11)

элементы которых равны единице, когда для ΦL: k = r = c, d 6= k, а для ΦR: m = f, r =
e, m 6= r, и равны нулю в остальных случаях.

Квартичный спинор, естественно, в этом подходе будет иметь два индекса, то есть
ψ : = ψab. Причем, оба индекса сворачиваются по обычному матричному умножению,
то есть, спинор полностью расположен на одной из граней кварты. Тогда член с част-
ной производной по i-ой координате в координате в матричной форме для прямого и
эрмитово сопряженного спинора можно образом:

ΦRζi ∂iψ := ΦR
r
f

e
m ζibg

e
f ∂iψ

gm ≡ ARi
r
g
b
m ∂iψ

gm (12a)

∂jψ
+ ζjΦL := ∂jψ

∗
ka ζj

a
b
c
d ΦL

k
d
c
r ≡ ∂jψ

∗
ka ALj

k
b
a
r . (12b)

Обобщение этой алгебры на квартичное четырехмерное пространство не представ-
ляет затруднений.

Действительно, выберем представление антикоммутирующих четырехрядных мат-
риц в виде:

γk = iσkτ2, γ4 = τ1, γ5 = −iτ3, (13)
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где τ1, τ2, τ3 – матрицы Паули, у которых вместо единиц стоят единичные двухрядные
матрицы, и запишем аналоги матриц ζi следующим образом:

Zµ
a
b
c
d = γµ

a
b(γµ

c
d)

1/2, (14)

где греческие индексы µ и латинские индексы a, b, c, d пробегают значения 1, 2, 3 и 4.
Здесь появляются дополнительные делители нуля при умножении по правым ин-

дексам. Если они доставляют неудобства, можно использовать матрицы более высокого
порядка, что не влияет на общую идеологию.

Нетрудно убедиться, что, введя матрицу структурных констант F , такую же, как и
в двумерном случае, но с латинскими индексами, пробегающими значения 1, 2, 3 и 4, мы
получим и аналогичную алгебру антикоммутирующих матриц, преобразующихся затем
после поворота на кварте в четыре γ-матрицы Дирака в представлении (13). Элементы
матриц F равны единице при условии k = c = e, d = f = m, m = 5 − k. Для матриц
ΦL соответственно имеем k = r = c, d = 5 − k, а для ΦR имеем m = f, r = e, f = 5 − e
и f = e ± 2. Остальные значения равны нулю. Вместо матриц ALi и ARj получим
соответственно матрицы:

BLµ := BLµj
k
b
a
r = Zµ

a
b
c
d ΦL

k
d
c
r (a) и BRν := BRν

r
g
b
m = ΦR

r
f

e
m Zν

b
g
e
f (b) (15)

Обобщением уравнения Дирака в квартичной геометрии тогда будет:

iBRµ∂µψ − (m4)1/4ψ = 0 (16a)

и сопряженное с ним:
i∂µψBLµ + (m4)1/4ψ = 0, где (16b)

ψ := ψ+Γ4 ≡ ψ∗abΓ4
b
c, (17)

a Γ4 – матрица Дирака γ4, у которой вместо единиц стоят четырехрядные единичные
матрицы I, индексы b и c, очевидно, относятся к правой паре индексов.

Тогда спинорный лагранжиан в квартичной метрике будет иметь вид:

L4 = (i/2)[ψBRµ∂µψ − ∂µψBLµψ]− (m4)1/4ψψ. (18)

Таким образом, задача извлечения корня четвертой степени из дифференциального
оператора

∑
i

∂i
4 может быть решена в виде:

∑
µ

∂µ
4 = (γµ∂µ

2)(γν∂ν
2) = [(Zµ∂µ)F (Zν∂ν)][(Zα∂α)F (Zβ∂β)], где F = ΦLΦR. (19)

При этом неассоциативность умножения необходима только в правой части равенства
(19).

Так как (m4)1/4 = (±,±i) m, то теория, построенная с использованием подобной ал-
гебры в квартичном пространстве, будет обладать захватывающей физической перспек-
тивой, потому что будет возможным описывать частицы, античастицы, псевдочастицы
и антипсевдочастицы в квартичном пространстве, которое должно проявляться при уль-
трарелятивистских скоростях движения. Причем, гравитационное взаимодействие двух
псевдочастиц должно приводить к возникновению сил отталкивания, что соответствует
антигравитации, а в глобальных масштабах к наблюдаемому ускорению расширения
Вселенной. Заметим, что в модели ([19], [20]) такое ускорение может быть частично или
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полностью интерпретировано как ускоренное сокращение масштабов длины и време-
ни при сохранении размеров Вселенной (что в математическом смысле одно и то же),
а также согласованное с этим сокращением изменение фундаментальных физических
констант. Причем, так как природа инвариантна относительно согласованных изменений
всех масштабов, то они могут наблюдаться только при нарушении этой инвариантности.
Обе альтернативы ведут к коллапсу Вселенной и взаимно дополняют друг друга. Сли-
яние псевдочастиц с псевдоантичастицами соответствует рождению античастиц. Анти-
частицы, соответственно, должны распадаться на псевдочастицы и антипсевдочастицы.
Эти эффекты могут давать вклад в наблюдаемую барионную асимметрию и темную
материю Вселенной.

Естественно, что все вышеобозначенные эффекты в целом должны иметь экспери-
ментальную или наблюдаемую в космических явлениях проверку. Причем, все они могут
проявляться только при очень высоких энергиях или при чрезвычайно малых массах.

Если, например, дифференциальная форма для частицы, летящей вдоль координаты
x1 имеет вид:

ds4 = (dx4)4 + (dx1)4 − [(dx4)2 + (dx1)2)]a2, (20)

где a2 – малая, но конечная величина, dx4 = icdt, то, разделив обе части равенства на
a2, практически всегда при dx1 < cdt двумя первыми членами в (20) можно пренебречь
и будет работать обычная метрика пространства Минковского.

Тогда за интервал можно принять величину ds2/a. Квартичная метрика начинает
проявляться только при условии 2|(dx4)2|/a2 + (dx1)2/(dx4)2 = 2(c2/a2)dt2 + β2 ≥ 1, где
β ≡ v/c.

Таким образом, наблюдаемые метрические эффекты ожидаются действительно
очень маленькими. Но они могут сыграть определенную роль в понимании физической
картины мира и в развитии современной физической теории.

Полионы

К сожалению, рассмотренная выше задача является только частным случаем всей
совокупности проблем, возникающих при попытках найти рабочие инструменты для
работы в квартичном пространстве. Это видно, в частности, из работ, публикуемых в
журнале «Гиперкомплексные числа в геометрии и физике», ссылки на который приве-
дены в данной статье. Для того чтобы несколько развязать узел этих проблем приведем
введение в некоторый новый математический аппарат, пригодный, как надеется автор,
для исследований в кубическом и квартичном n-мерном пространстве.

Оказывается удобным бесконечное расширение алгебры кватернионов, в которой
коммутационные соотношения выглядят следующим образом:

qjqi = exp{2πi/m}qiqj, (21)

где m ∈ {N} – степень дифференциальной формы интервала, определяющей метрику;
i, j ∈ {1, . . . , m}, i < j. При этом выполняется равенство:

(qi∂i)
m =

∑
i

∂i
m (22)

Назовем такие величины полинионами. Нетривиальным оказывается построение
матричного представления для полинионов с коммутационными соотношениями (21)
даже при m = 3 и 4. Действительно, так как для любых двух матриц с обычными пра-
вилами умножения Sp(MiMj) = Sp(MjMi), то для удовлетворения (21) оба члена этого
равенства должны быть равны нулю. С другой стороны, как легко доказать для попыток
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представления полинионов матрицами Паули, которые являются точным матричным
представлением обычных кватернионов, для существования матричного представления
единицы qi

m = I и для образования группы преобразований (qi ◦ qj = qk, qi, qj, qk ∈ G)
при m = 3 и 4 необходимо, чтобы Sp(MiMj) и Sp(Mi) не были равны нулю (при m = 2
это условие не требуется).

Однако, решение задачи оказывается неожиданно простым для неассоциативной ал-
гебры с учетом предложенного выше алгоритма для частного случая извлечения корня
четвертой степени из квартичного канонического дифференциала, которое допускает
обобщение на любое значение m.

Действительно, рассмотрим обобщение матриц Паули в виде:

σ1(m) →
(

0 1

1 0

)
; σ2(m) →

(
0 (−i)2/m

(i)2/m 0

)
; σ3(m) →

(
1 0

0 (−1)2/m

)
; (23)

Тогда, если умножение матриц проводить на таком листе римановой поверхности, где
единицу можно разложить на множители:

1 = 12/m12/m = (−1)2/m(−1)2/m = (i)2/m(−i)2/m, (24)

что, вообще говоря, не совпадает (например, при m = 4) с обычной алгеброй комплекс-
ных чисел, то выполняется условие соотношения (21).

Это уже означает, что мы переходим к неассоциативной алгебре, умножая снача-
ла числа, стоящие в скобках, и только затем возводим результат в дробную степень,
причем, склеиваем листы при аргументах 0 и 2π. При этом, очевидно, что обобщенные
матрицы Паули при таком неассоциативном умножении удовлетворяют группе SU(2).

По-видимому, неассоциативность, а значит и необратимость времени характерна для
кубичного и квартичного пространства, а также для более общего пространства. Это,
кстати, упрощает интерпретацию модели многолистной Вселенной Сахарова при ее обоб-
щении на квартичную и кубичную метрику.

Далее используется блочный прием построения неассоциативных матриц, как это
сделано для частного случая в соотношениях (9)–(19) с заменой σi и γµ на σi(4) и
γµ(4), а также построение кубичных матриц и матриц произвольного порядка. При этом
несложно удовлетворить условию [σi(m)]m = 1 и [γµ(m)]m = 1.

Автор благодарен за интерес к работе и поддержку Д. Г. Павлову и А.А. Элиовичу, а
также участникам семинара «Гиперкомплексные числа в геометрии и физике» за полез-
ное обсуждение рассмотренных (кроме подготовленного перед опубликованием пункта
«Полинионы») в данной статье вопросов.
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КВАТЕРНИОННЫЙ АНАЛИЗ И АЛГЕБРОДИНАМИКА

В.В. Кассандров

Институт гравитации и космологии РУДН
vkassan@rambler.ru

Представлен алгебродинамический подход к теории поля и частиц, основанный на нелиней-
ном обобщении условий Коши-Римана на некоммутативные алгебры кватернионного типа. Для
комплексных кватернионов такая теория лоренц-инвариантна, обладает естественной калибро-
вочной и твисторной структурой. Точечные и струноподобные сингулярности интерпретируют-
ся как частицеподобные объекты, их электрический заряд автоквантован. Представлена новая
“причинная геометрия Минковского с фазой”, индуцируемая алгеброй бикватернионов. На ее
фоне рассматривается самосогласованная алгебраическая динамика сингулярностей (“ансам-
бля дубликонов”).

Ключевые слова: твисторные структуры, бикватернионы, некоммутативные алгебры,
сингулярности.

1 О коммутативном и некоммутативном анализе и алгебродинамике

История открытия и изучения исключительных алгебр типа кватернионов и окто-
нионов, как и многочисленных попыток использования их для “объяснения структуры
Мира”, полна драматизма и неоправдавшихся до настоящего времени надежд [1, 2].
Библиография только за период XX века по применениям кватернионов в теоретиче-
ской и математической физике насчитывает тысячи работ [3]. Значительная их часть
посвящена проблеме построения кватернионного анализа (теории функций кватерни-
онного переменного), по богатству внутренних свойств и приложений сопоставимого с
комплексным анализом. Однако, по мнению большинства современных математиков, эта
проблема так до сих пор и не получила решения [4]. Между тем коммутативный анализ,
т. е. анализ функций, принимающих значение в ассоциативной коммутативной алгебре
конечной размерности n ≥ 2 (не обязательно обладающей делением), был построен еще
в конце XIX века Г. Шефферсом [5] “по образу и подобию комплексного анализа” и в
настоящее время используется, в частности, в развиваемой Д. Г. Павловым концепции
поличисел и связанных с ними финслеровых геометрий [6, 7]. Обобщение этого анализа
на супералгебры было реализовано в работах В.С. Владимирова и И.В. Воловича [8].

Принципиальное различие между коммутативным и некоммутативным анализом от-
мечено еще А. Садбери [9]: некоммутативность стирает различие между “сопряженным”
q∗ и исходным q элементами алгебры, позволяя выразить их друг через друга, исполь-
зуя постоянные базисные элементы алгебры. Например, в случае алгебры кватернионов
Гамильтона Q для всех q ∈ Q имеем (см. [2], p. 121):

q∗ ≡ −1

2
(q + I ∗ q ∗ I + J ∗ q ∗ J + K ∗ q ∗K), (1.1)

где I, J,K – три мнимые единицы алгебры кватернионов. Поэтому определение,
по аналогии с комплексным случаем, “кватернионно-аналитической” (“кватернионно-
голоморфной”) функции как независящей от кватернионно-сопряженного аргумента
оказывается лишенным смысла.
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С другой стороны, естественное определение “правой” (“левой”) производной F ′(Z)
кватернионной функции F (Z), F : Q 7→ Q:

F ′ = dF ∗ dZ−1 (F ′ = dZ−1 ∗ dF ) (1.2)

также оказывается непродуктивным, поскольку условие существования и однозначно-
сти предела (1.2) (т. е. его независимости от “пути стягивания” к нулю приращения dZ
в векторном пространстве E4 алгебры Q) приводит к существенно переопределенной
системе дифференциальных уравнений, оказывающейся совместной лишь для триви-
ального случая линейной функции (подробнее см., например, [10]). Имеются и другие
соображения, убеждающие в трудности построения кватернионного (и вообще неком-
мутативного) анализа (см., например, [11]).

Тем не менее предпринимались многочисленные попытки обхода этих трудностей,
наиболее известной из которых является концепция Фетера [9,11,12]. Во многих работах
условия “кватернионной аналитичности” (или их бикватернионного обобщения) выпи-
сывались формально в виде линейной системы уравнений “максвеллоподобного” типа
(вместе с соответствующим ей волновым уравнением как обобщением 2D уравнения
Лапласа). Однако все эти попытки, по-видимому, не могут рассматриваться в качестве
последовательной версии кватернионного анализа. Если же касаться проблемы постро-
ения неассоциативного анализа, например над алгеброй октонионов, то подходов к ее
решению пока вообще не просматривается (см., впрочем, [10], раздел 10).

Что касается коммутативного анализа, то, как известно, в отмеченном выше подходе
Шефферса (его современное изложение см., например, в монографии [13]) вместо опре-
деления производной используется требование представления в инвариантной форме
дифференциала функции алгебраического переменного. Это позволяет распространить
подход на все (конечномерные) ассоциативно-коммутативные алгебры A, в том числе и
не обладающие делением, в частности на алгебры двойных и дуальных чисел.

А именно, пусть F (Z) – A-значная функция F : A 7→ A алгебраического переменного
Z ∈ A. Шефферс сформулировал условие ее дифференцируемости в A как условие про-
порциональности линейных частей приращений (дифференциалов) dZ, dF независимой
переменной и ее функции соответственно,

dF = H(Z) ∗ dZ, (1.3)

где H ∈ A, а (∗) обозначает операцию умножения в A. Для алгебр с делением условие
(1.3), очевидно, эквивалентно условию существования и независимости от “пути стрем-
ления” к нулю отношения приращений, т. е. производной H(Z) = dF ∗ dZ−1 ≡ F ′(Z) и,
в частном случае алгебры комплексных чисел C, немедленно приводит к уравнениям
Коши-Римана. В общем случае линейные дифференциальные уравнения, связывающие
частные производные от компонент F (Z), следуют из (1.3) после исключения компо-
нент H(Z) и вполне аналогичны уравнениям Коши-Римана для функций комплексной
переменной. Вообще, во многих аспектах построенныйШефферсом коммутативный ана-
лиз воспроизводит двумерный комплексный, так что может быть построен широкий
класс A-дифференцируемых функций, удовлетворяющих условию (1.3) и включающий,
в частности, произвольные полиномы от A-переменной.

Однако переход от коммутативного случая к некоммутативным ассоциативным ал-
гебрам кватернионного типа все же представляется весьма заманчивым, поскольку та-
кие алгебры A, в отличие от коммутативных, имеют широкую группу непрерывных
симметрий, представленных внутренними автоморфизмами

q 7→ a ∗ q ∗ a−1, a ∈ A, ∀q ∈ A, (1.4)
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сохраняющими закон умножения в A. Для алгебры Q, как известно, группа автомор-
физмов есть 2:1 группа 3-мерных вращений SO(3), так что исключительная алгебра
кватернионов Гамильтона может рассматриваться как алгебра физического евкли-
дова пространства E3. Ее обобщение на поле комплексных чисел – алгебра бикватер-
нионов B – позволяет обеспечить переход к 4-мерному пространству-времени и записать
основные соотношения релятивистской теории в компактном виде [14]. Наконец, пред-
ложенная автором и изложенная далее в статье версия (би)кватернионного анализа поз-
волила получить нелинейное лоренц-инвариантное обобщение уравнений Коши-Римана
и построить лишь на их основе замкнутую теорию поля и частиц – алгебродинамику.
Изложению этой версии некоммутативного анализа и ее реализации в алгебродинамике
и посвящена данная статья.

2 Кватернионная дифференцируемость и конформные отображения

Правильный подход к обобщению подхода Шефферса на алгебры кватернионно-
го типа состоит, по-видимому, в явном учете некоммутативности алгебры Q в самом
определении дифференцируемой функции ее аргумента. А именно, заметим, что в пра-
вой части соотношения (1.3) фигурирует инвариантная A-значная дифференциальная
1-форма наиболее общего вида, которая может быть построена с использованием только
операций в алгебре A. По этим соображениям в случае, когда A является некомму-
тативной (однако по-прежнему ассоциативной), условие (1.3) может быть естественно
обобщено на следующее условие A-дифференцируемости функции F (Z) (см. [10, 23] и
ссылки в этих работах):

dF = L(Z) ∗ dZ ∗R(Z). (2.1)

Здесь L,R : A 7→ A – две т. н. полупроизводные функции от F (Z), левая и правая соот-
ветственно. Для заданной F (Z), удовлетворяющей (2.1), полупроизводные определены
неоднозначно, с точностью до преобразования L → αL, R → α−1R, где функция α(Z)
принимает значения в центре (коммутативной подалгебре) алгебры A (для ассоциа-
тивных алгебр α, как правило, – это действительное или комплексное число). Таким
образом, согласно данному определению, нахождение функций, дифференцируемых в
некоторой некоммутативной ассоциативной алгебре A – это перечисление всех три-
плетов функций {F (Z), L(Z), R(Z)}, удовлетворяющих условию (2.1) (с точностью до
вышеотмеченной α-эквивалентности полупроизводных).

Для коммутативных алгебр условие (2.1) редуцируется снова к (1.3), в котором те-
перь “производная” H(Z) образована из “полупроизводных” H(Z) = L(Z) ∗ R(Z). С
другой стороны, если в общем некоммутативном случае положим, например, R(Z) = E
(предполагая существование единичного элемента E в алгебре A), то приходим снова
к условию (1.3) с H(Z) = L(Z). Однако, как уже было отмечено, по меньшей мере
для алгебр типа кватернионов это условие является чересчур жестким, поскольку ему
удовлетворяют лишь линейные функции вида F = A ∗ Z + B, где A,B – некоторые
постоянные элементы алгебры (см., например, [9, 15]).

В общем случае условие A-дифференцируемости (2.1) определяет более широкий
класс функций. В частности, для алгебры кватернионов Гамильтона Q условие (2.1) ока-
зывается алгебраическим эквивалентом условия конформности отображения Z 7→ F (Z)
в евклидовом пространстве E4 [24–26]. Действительно, находя кватернионную норму
элементов N2(q) = q2

0+q2
1+q2

2+q2
3 в левой и правой частях соотношения (2.1) и используя

соотношение мультипликативности нормы

N2(p ∗ q) = N2(p)N2(q), ∀p, q ∈ Q, (2.2)



62 Кассандров В.В. Кватернионный анализ и алгебродинамика

получим:
dl2 ≡ N2(dF ) = N2(L ∗R)N2(dZ) ≡ Λ(Z)ds2, (2.3)

так что каждая Q-дифференцируемая функция действительно определяет некоторое
конформное отображение ds 7→ dl в E4 с масштабным фактором Λ(Z) = N2(L ∗ R).
Заметим, что в этом отношении соотношение (2.1) опять-таки можно рассматривать
как естественное обобщение условия комплексной голоморфности.

Известно, однако (т. н. теорема Лиувилля, см., например, [16]), что в E4 конформ-
ные отображения образуют конечную 15-параметрическую группу, в отличие от беско-
нечномерной группы конформных отображений на двумерной комплексной плоскости,
реализуемой аналитическими функциями комплексного переменного. Напротив, каж-
дое из конформных отображений в E4 отвечает некоторой Q-дифференцируемой функ-
ции, удовлетворяющей условию (2.1) [10]. Например, для инверсии F (Z) = Z−1 имеем
dF = −Z−1∗dZ ∗Z−1, т. е. выражение, имеющее форму условия (2.1). Аналогично прове-
ряется соответствующее утверждение и для других независимых конформных преобра-
зований в E4: трансляций, поворотов и дилатации, а также для произвольных их после-
довательностей. Иначе говоря, преобразования, определяемые Q-дифференцируемыми
функциями, образуют группу, изоморфную конформной группе E4.

Однако, вследствие конечномерности этой группы для исключительной алгебры с
делением Q класс Q-дифференцируемых функций, определяемых условием (2.1), ока-
зывается все же слишком узким для применений в фундаментальной физике, например
для того, чтобы соответствующие функции могли рассматриваться в качестве физиче-
ских полей. Ситуация существенно меняется в случае некоммутативных алгебр с дели-
телями нуля, в том числе в случае алгебры бикватернионов B (кватернионов над полем
C).

3 Бикватернионная дифференцируемость и уравнение C-эйконала

Мы ограничимся ниже рассмотрением случая полных N × N матричных алгебр
A = Mat(N) над R или C (при N = 2 мы имеем изоморфизм матричной алгебры
Mat(2,C) ∼= B с алгеброй бикватернионов). Для эквивалента кватернионной нормы –
определителя матрицы дифференциалов dF в левой части соотношения (2.1) – будем
иметь

det ‖dF‖ = det ‖L(Z) ∗R(Z)‖ det ‖dZ‖ ≡ λ(Z) det ‖dZ‖. (3.1)

В случае, когда обе матрицы L, R обратимы, так что λ(Z) 6= 0, соотношение (3.1) опре-
деляет конформное отображение с масштабным множителем λ(Z) инфинитезимальной
(комплексной или вещественно индефинитной) метрики, представленной определителя-
ми в (3.1). В частности, для алгебры B мы имеем дело с конформными отображениями
в комплексифицированном пространстве Минковского CM.

Наиболее интересным, однако, является случай, когда det L = 0 (или, аналогично,
det R = 0); при этом масштабный фактор λ(Z) = 0, и соотношение (3.1) определяет
отображение полного векторного пространства A в подпространство ее элементов – де-
лителей нуля (в комплексный “световой конус” в случае алгебры B). Такие отображения
могут быть названы вырожденными конформными отображениями. Они составляют
важный и широкий класс: в контексте представленной далее в статье алгебродинамиче-
ской теории именно такие отображения (дифференцируемые A-функции) отождествля-
ются с физическими полями. В частности, при комплексификации кватернионов класс
дифференцируемых функций и отвечающих им отображений существенно расширя-
ется.
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В N ×N матричном представлении условие дифференцируемости (2.1) в покоорди-
натной записи принимает вид (A,B, ... = 1, ...N):

∇ABFCD = LCARBD (3.2)

где∇AB соответствует оператору дифференцирования по координате ZAB. Для какой-то
пары фиксированных значений индексов C, D, обозначая FCD ≡ Σ, LCA ≡ φA, RBD ≡
ψB, имеем вместо (3.2)

∇AB Σ = φAψB. (3.3)

Детерминант матрицы полупроизводных в правой части уравнения в силу факторной
структуры тождественно равен нулю, откуда следует уравнение

det ‖∇ABΣ‖ = 0, (3.4)

которое с необходимостью выполняется для каждой матричной компоненты FCD ≡ Σ ∈
R, C дифференцируемой в A функции F (Z).

Уравнение (3.4) представляет собой нелинейный аналог уравнения Лапласа в ком-
плексном анализе, причем нелинейность возникает здесь как прямое следствие уче-
та некоммутативности алгебры в самом определении A-дифференцируемой функ-
ции (2.1). В случае алгебры бикватернионов B (3.4) есть не что иное, как уравнение
комплексного 4-эйконала. Действительно, вводя для краткости следующие обозначения
координат в матричном представлении:

Z00 = u, Z11 = v, Z01 = w, Z10 = p, (3.5)

и раскрывая определитель (3.4), будем иметь уравнение

(∇uΣ)(∇vΣ)− (∇wΣ)(∇vΣ) = 0, (3.6)

которое в декартовых комплексных координатах z0 = (u + v)/2, z3 = (u − v)/2, z1 =
(w + p)/2, z2 = i(w − p)/2 принимает знакомый вид уравнения эйконала

(
∂Σ

∂z0
)2 − (

∂Σ

∂z1
)2 − (

∂Σ

∂z2
)2 − (

∂Σ

∂z3
)2 = 0. (3.7)

Согласно результатам работы [17] (см. также [18]), общее решение уравнения ком-
плексного эйконала (УКЭ) состоит из двух различных классов, оба из которых мо-
гут быть получены алгебраически с помощью произвольной (аналитической) функции
(проективного) твисторного переменного. А именно, в определении 4-градиента ком-
плексного эйконала (3.2) выберем в качестве основного один из 2-спиноров, например
ψ = {ψB}, и определим инцидентный ему 2-спинор τ = {τA} с помощью соотношения
Клейна-Пенроуза [19]

τ = Zψ, ↔ τA = ZABψB. (3.8)

Пару спиноров {ψB, τA}, связанных соотношением инцидентности (3.8), мы будем на-
зывать (проективным) твистором комплексного пространства Минковского CM.

Действительно, соотношение (3.8), как и сам спинор ψ в соотношении (3.2), опре-
делены с точностью до умножения на ненулевой комплексный скаляр; поэтому опре-
делены, по существу, лишь три комплексных отношения компонент твистора. Пусть,
например, отлична от нуля компонента спинора ψ0; тогда, используя проективную экви-
валентность, можно выбрать калибровку твистора вида ψ0 = 1, и для этих отношений
имеем:

ψ1 = G, τ 0 = wG + u, τ 1 = vG + p. (3.9)
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Выберем теперь некоторую произвольную функцию Π трех комплексных аргументов
– компонент проективного твистора

Π(ψ1, τ
0, τ 1) ≡ Π(G,wG + u, vG + p) (3.10)

Разрешая уравнение Π = 0 относительно G(u, v, w, p), получаем некоторое решение УКЭ
(I класса). Далее, разрешая относительно G уравнение dΠ/dG = 0 и подставляя реше-
ние в исходную функцию Π, приходим к “сопряженному” решению УКЭ Π(u, v, w, p) (II
класса). Согласно результатам работы [17], два этих класса исчерпывают все (почти
всюду аналитические) решения УКЭ (подробнее см. [17,18]). Для дальнейшего заметим
только, что для каждой генерирующей (“Мировой”) функции Π решение совместной си-
стемы Π = 0, dΠ/dG = 0 определяет структуру особого множества Π(u, v, w, p) = 0
– множества точек ветвления самого эйконала G и, соответственно, – сингулярного
множества его 4-градиента. Решение этой алгебраической системы позволяет, иногда
даже без непосредственного нахождения самого эйконала, определить структуру его
сингулярностей, подчас чрезвычайно сложную; соответствующие примеры приведены в
работах [18,20,27,31].

4 Глобальные симметрии и расщепление условий
A-дифференцируемости

Вернемся теперь к анализу условий A-дифференцируемости (2.1) в общем некомму-
тативном случае матричной алгебры Mat(N,C). Нетрудно видеть, что это фундамен-
тальное соотношение сохраняет свой вид при следующих преобразованиях:

Z 7→ PZQ−1, F (Z) 7→ SF (Z)T−1, L(Z) 7→ SL(Z)P−1, R(Z) 7→ QR(Z)T−1, (4.1)

где P, Q, S, T – четыре постоянные обратимые и, вообще говоря, различные матрицы
N × N (знак матричного умножения здесь и в дальнейшем для простоты опускаем).
Отвлекаясь от масштабных преобразований (вообще говоря, с разными масштабными
факторами для координат Z и функции F (Z)), определитель всех матриц будем в даль-
нейшем считать единичным, так что P, Q, S, T ∈ SL(2,C).

В частном случае равенства всех матриц имеем преобразования подобия – внутрен-
ние автоморфизмы алгебры, – оставляющие инвариантным след и определитель матриц.
При N = 2, т. е. в случае алгебры бикватернионов B, определитель имеет структуру
квадратичной C-значной формы:

det ‖Z‖ = (z0)2 − (z1)2 − (z2)2 − (z3)2 (4.2)

и, таким образом, с учетом инвариантности следа z0, автоморфизмы представляют собой
вращения 3-мерного комплексного пространства C3; группа автоморфизмов Aut(B) 2:1
изоморфна группе вращений SO(3,C). В общем случае (N > 2) автоморфизмы явля-
ют собой линейные преобразования, оставляющие инвариантными след и голоморфную
“финслерову метрическую” форму N -го порядка, определяемую структурой детерми-
нанта матрицы.

Ограничиваясь для простоты ниже случаем N = 2, рассмотрим общие симметрии
условий бикватернионной дифференцируемости (4.1). Преобразования координат

Z 7→ PZQ−1, P, Q ∈ SL(2,C), (4.3)

очевидно, представляют собой 6-параметрические вращения полного векторного про-
странства C4 алгебры, оставляющие инвариантной голоморфную “метрику” (4.2). Эти
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преобразования образуют группу, 2:1 изоморфную группе SO(4,C). При этом за-
кон преобразований полупроизводных L(Z), R(Z) и самой функции F (Z), соглас-
но (4.1), остается недоопределенным вследствие свободы выбора 2-х других матриц
S, T ∈ SL(2,C). Это, очевидно, связано с очень широкой группой симметрий условий
B-дифференцируемости (2.1).

Действительно, можно положить, например, S = Q, T = P , рассматривая тем са-
мым симметрии вида

Z 7→ PZQ−1, F (Z) 7→ QF (Z)P−1 L(Z) 7→ QL(Z)P−1, R(Z) 7→ QR(Z)P−1, (4.4)

при которых все “поля” L(Z), R(Z), F (Z) ведут себя как (ковариантные) векторы, реа-
лизуя тем самым векторное представление группы SO(4,C). Однако для тех же полей
возможен и другой тип преобразований, сохраняющих вид основных уравнений (2.1). А
именно, положим матрицы S, T равными единичной. Тогда будем иметь преобразования
симметрий вида

Z 7→ PZQ−1, F (Z) 7→ F (Z) L(Z) 7→ L(Z)P−1, R(Z) 7→ QR(Z), (4.5)

так что при этом основная функция F (Z) ведет себя как SO(4,C)-скаляр, а полупроиз-
водные L(Z), R(Z) – как совокупность двух независимо преобразующихся строк (столб-
цов), т. е. как SO(4,C)-спиноры!

Таким образом, в рассматриваемом случае имеем уникальную ситуацию, когда одно
и то же “физическое поле” может преобразовываться по нескольким независимым пред-
ставлениям “комплексифицированной группы Лоренца” SO(4,C), являясь в одно и то
же время вектором, парой спиноров или совокупностью скаляров.

Наиболее общие симметрии (4.1) образуют (в отношении 4:1) 12C-параметрическую
группу SO(4,C) × SO(4,C), которую можно представлять себе как произведение ко-
ординатной и внутренней групп. Однако по отношению к преобразованиям “полей”
представление полной группы не может быть разложено однозначно на представление
каждой из составляющих.

Действительно, матрицы S, T однозначно представимы в виде S = ΛQ, T = ΠP
через некоторые новые матрицы Λ, Π ∈ SL(2,C). При этом преобразования полей при
общих преобразованиях симметрии (4.1) принимают вид

Z 7→ PZQ−1, F 7→ Λ(QFP−1)Π−1, L 7→ Λ(QLP−1), R 7→ (QRP−1)Π−1, (4.6)

и имеют следующую естественную интерпретацию: по отношению к группе “коорди-
натных” преобразований SO(4,C)coord все поля L(Z), R(Z), F (Z) являются (ковариант-
ными) векторами; в то же время по отношению к внутренней “изотопической” группе
SO(4,C)int каждая из полупроизводных L(Z), R(Z) ведет себя как пара изоспиноров,
тогда как основное поле F (Z) является изовектором. Однако, несмотря на удобство
и общность такой интерпретации, она не является, как мы видели выше, единственно
возможной.

Заметим, что координатное пространство Z может быть редуцировано к простран-
ству унитарных матриц (кватернионов Гамильтона) или к пространству эрмитовых
матриц, для которых введенные выше прямоугольные координаты zµ вещественны, а
инвариантная форма (4.2) представляет собой метрику Минковского. При этом требо-
вание сохранения введенного условия (унитарности, эрмитовости и т. п.) накладывает
ограничения на общие преобразования симметрии (4.1), так что группа симметрий ре-
дуцируется к меньшей. Все подобные ситуации, включая законы возможных преобра-
зований для “полей” (остающихся, вообще говоря, комплекснозначными) могут быть
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легко проанализированы. В частности, на эрмитовом координатном подпространстве
алгебродинамическая “теория поля”, основанная на условиях B-дифференцируемости
(2.1), будет автоматически лоренц-инвариантной. Ниже этот случай будет рассмотрен
подробнее.

В заключение обсуждения вопроса о симметриях отметим, что линейные преобра-
зования (4.1), включающие в себя SO(4,C)-вращения и масштабное преобразование,
не исчерпывают всех симметрий соотношений B-дифференцируемости (2.1), которые
очевидным образом инвариантны относительно 4C трансляций, а также относительно
всех инверсий в этом пространстве, так что полная группа симметрий по меньшей мере
включает в себя 15C-параметрическую группу конформных преобразований 4-мерного
комплексного пространства с голоморфной метрикой (4.2).

В соответствии с широкой группой симметрии условия B-дифференцируемости до-
пускают различные виды их “расщепления”, т. е. редукции к более простым системам
уравнений. При этом, очевидно, группа симметрий редуцированной системы будет мень-
ше исходной. Наиболее важным примером является расщепление по столбцам (строкам)
матрицы основной функции F (Z) [23].

А именно, обозначим два столбца этой матрицы как F = {η1, η2}, а столбцы правой
полупроизводной как R = {ξ1, ξ2}. Тогда исходная система редуцируется к системе двух
однотипных уравнений вида

dηa = Φ ∗ dZ ∗ ξa, a = 1, 2 (4.7)

и решение полной системы получается как произвольная комбинация двух каких-либо
решений системы типа (4.7) с одним и тем же матричным “полем” Φ(Z) (левой полу-
производной). Редуцированния система (4.7) форм-инвариантна, в частности, при сле-
дующих преобразованиях переменных:

Z 7→ QZP−1, ξ 7→ Pξ, Φ 7→ PΦQ−1, η 7→ Pη, (4.8)

при которых величины Φ(Z) преобразуются как комплексный 4-вектор, а “поля” η(Z) и
ξ(Z) – как SL(2,C)-спиноры 1.

Сведение полной системы уравнений B-дифференцируемости к более простой си-
стеме вида (4.7) для двух спиноров (основного и дополнительного) и одного 4-вектора
можно назвать спинорным расщеплением исходной системы уравнений (2.1).

Основной класс решений полной системы (2.1) на самом деле восстанавливается по
произвольному решению одной из спинорных систем (4.7). Для этого достаточно просто
занулить, например, спиноры η2 и ξ2 или считать их пропорциональными исходным
спинорам, т. е. положить

η2 = kη1, ξ2 = kξ1 (4.9)

с произвольным постоянным комплексным коэффициентом пропорциональности k ∈
C. При этом правая полупроизводная представляет собой вырожденную (изотропную)
матрицу, det R(Z) = 0, а основная матричная функция отличается от изотропной на
произвольную постоянную матрицу C: F (Z) = C + H(Z), det H(Z) = 0. Заметим,
что коэффициент пропорциональности k не может нетривиально зависеть от координат
Z, что легко доказать, учитывая одинаковый вид “поля” Φ(Z) для обеих спинорных
систем [21].

Изотропный случай, соответствующий вырожденным конформным отображениям
(см. раздел 3), вообще является единственным физически нетривиальным, поскольку

1Очевидно, что преобразования (4.8) не исчерпывают всех симметрий каждой из систем уравнений
(4.7), вытекающих из общих преобразований симметрии (4.1), и представлены здесь лишь в качестве
примера.
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в невырожденном случае, отвечающем каноническим конформным отображениям в C,
напряженности ассоциированных с B-дифференцируемыми функциями калибровочных
полей обращаются в нуль [10, 22, 23]. С другой стороны, при изотропности, например,
матрицы правой полупроизводной два ее столбца пропорциональны в точке и, ввиду
постоянства коэффициента k, – глобально. Таким образом, мы показали, что все физиче-
ски нетривиальные (изотропные) решения основных уравнений B-дифференцируемости
(2.1) можно получить из одного решения фундаментальной спинорной системы

dη = ΦdZξ (4.10)

с помощью тривиальной “достройки” спиноров ξ(Z), η(Z) до изотропных матриц (при
этом каждый из спиноров может быть умножен на произвольное комплексное число).

5 Общее решение фундаментальной спинорной системы

Как и уравнение комплексного эйконала (УКЭ) для отдельных компонент основ-
ного спинора η(Z), общее решение фундаментальной спинорной системы (ФСС) (4.10)
состоит из двух различных классов и получается по аналогии с общим решением УКЭ
(раздел 3). Здесь мы приведем его структуру без доказательства.

Решения ФСС I класса

Определим твистор пространства C4

W = {ξ, κ} ≡ {ξ, Zξ}, (5.1)

построенный на некотором спиноре ξ(Z), удовлетворяющем ФСС (4.10) вместе с некото-
рыми соответствующими ему функциями η(Z), Φ(Z). Пусть три его проективные компо-
ненты функционально независимы; тогда можно считать функционально независимыми
и все четыре его компоненты

{ξA, κA = ZABξB}. (5.2)

При этом можно показать, что компоненты основного спинора, наоборот, функциональ-
но зависимы между собой, и их можно считать зависящими от координат лишь через
компоненты твистора (5.2):

ηA(Z) = ηA(σ), σ(Z) = σ(ξ, κ) ≡ σ(ξ(Z), Zξ(Z)). (5.3)

Выбор генерирующей функции σ(ξ, κ), как и функциональной зависимости от нее ком-
понент основного спинора ηA(σ) может быть совершенно произволен (разумеется, при
обеспечении необходимых условий гладкости).

Оказывается, что зависимость от координат компонент спинора ξA(Z) может быть
при этом определена из решения алгебраической системы двух уравнений вида

dσ

dξB

= 0, (5.4)

после чего подстановкой решения ξ(Z) в (5.3) получаем выражение для основного спи-
нора η(Z). При этом матрица “поля” ΦAB изотропна и равна

ΦAB =
dηA

dσ

∂σ

∂κB
. (5.5)

Таким образом, каждая дифференцируемая функция твисторного переменного
σ(ξ, κ) порождает класс эквивалентных (в смысле функциональной зависимости друг
от друга компонент спинора ηA) решений ФСС. Эти решения, очевидно, соответствуют
решениям I класса УКЭ, описанным в разделе 3.
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Решения ФСС II класса

Пусть теперь три проективные компоненты твистора (5.1) функционально зависимы;
тогда, опять с учетом произвола выбора четвертой компоненты твистора общего вида,
можно считать, что между его компонентами (5.2) имеются две функциональные связи
вида

Π(D)(ξA, κA) = Π(D)(ξA, ZABξB) = 0, (D) = 1, 2. (5.6)

Решая эту систему алгебраических уравнений, находим распределение ξB(Z). Диффе-
ренцируя уравнения (5.6) по координатам, можно показать (см. подробнее [17]), что
компоненты ξ удовлетворяют дифференциальным уравнениям вида

∇ABξC =

[
−∂Π(D)

∂κA
Q−1

(D)C

]
ξB ≡ ΨCAξB, (5.7)

где введено обозначение ΨCA для величин в квадратных скобках, и Q−1
(D)C – для матрицы,

обратной к

Q(D)C :=
dΠ(D)

dξC

. (5.8)

В инвариантной пфаффовой форме система уравнений (5.7) записывается следующим
образом:

dξ = ΨdZξ. (5.9)

При отождествлении основного и дополнительного спиноров η(Z) ≡ ξ(Z), а функции
Ψ(Z) c “полем” (левой полупроизводной) Φ(Z), эта система сама по себе, очевидно, явля-
ется одним из решений ФСС, соответствующих генерирующим твисторным функциям
(5.6).

На самом деле этот случай имеет исключительно важное значение для последующих
применений бикватернионного анализа в контексте алгебродинамики; в предыдущих
работах система (5.9) и соответствующая ей полно-матричная система

dF = ΨdZF, (5.10)

в которой F (Z) – изотропное (det F = 0) бикватернионное поле, построенное с помо-
щью двух пропорциональных спиноров ξ(Z), получила название генерирующей системы
уравнений (ГСУ). Действительно, как мы увидим ниже, каждое решение ГСУ есте-
ственно порождает некоторое решение свободных уравнений Максвелла, Янга-Миллса
и других фундаментальных (безмассовых) уравнений релятивистских полей. Заме-
тим, что с математической точки зрения ГСУ представляет особый случай условий
B-дифференцируемости, при котором правая полупроизводная R(Z) отождествляется
с основным бикватернионным “полем” F (Z).

Приведем теперь общий вид решений ФСС II класса, соответствующий некоторому
произвольному набору двух твисторных функций Π(D)(ξA, κA). Из них путем решения
алгебраических уравнений (5.6) для спинора ξ(Z) и вычисления по формулам (5.7),(5.8)
величин Ψ(Z) получаем полное решение ГСУ (5.9). Оказывается, что при этом компо-
ненты основного спинора η(Z) могут быть произвольными (и, вообще говоря, различ-
ными) функциями компонент твистора (5.2):

ηA(Z) = ηA(ξ, κ) ≡ ηA(ξ(Z), Zξ(Z)). (5.11)

Заметим, что в силу связей (5.6) только две из этих твисторных компонент на са-
мом деле являются независимыми. Наконец, соответствующее выражение для “поля”
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Φ(Z) получается из найденного решения ГСУ {Ψ(Z), ξ(Z)} и произвольно выбранной
зависимости компонент основного спинора (5.11) следующим образом:

Φ(Z) = (MΨ(Z) + N(E + ZΨ(Z)), M := ‖∂η

∂ξ
‖, N := ‖∂η

∂κ
‖, (5.12)

где E представляет опять 2 × 2 единичную матрицу. В результате мы получа-
ем, что произвольный набор двух независимых функций твисторного переменного
Π(D)(W) ≡ Π(D)(ξA, κA) порождает некоторый класс эквивалентных (в смысле произ-
вольности выбора зависимости компонент основного спинора ηA(W)) решений ФСС.
Этот класс, очевидно, соответствует II классу решений УКЭ, описанному в разделе 3.

Таким образом, мы приходим к общему решению ФСС (4.10). Действительно, по-
скольку из трех проективных компонент базового твистора (5.1) либо все три, либо
только две функционально независимы 2, то всякое решение ФСС принадлежит либо к
первому, либо ко второму классу. Поэтому любое (почти всюду аналитическое) решение
ФСС может быть получено из некоторой генерирующей функции твисторного перемен-
ного (I класс) либо пары таких функций (II класс) с помощью вышеописанной чисто
алгебраической процедуры. По сравнению с общим решением уравнения комплексного
эйконала, описанном выше в разделе 3 (в выбранной калибровке) и в работах [17,18], в
случае ФСС имеется дополнительный произвол в выборе (зависимости от твисторных
переменных) компонент основного спинора, которые либо функционально связаны (для
I класса решений) либо независимы (для II класса).

Такой произвол может быть естественным образом исключен, если в качестве ос-
новного уравнения выбирается система ГСУ (5.9) или соответствующая ей полно-
матричная система (5.10). Все ее решения уже принадлежат ко второму классу решений
ФСС и полностью определяются выбором пары генерирующих функций твисторного
переменного (5.6) (а при выборе калибровки проективного твистора (см. ниже) – да-
же одной единственной “Мировой” функцией). К более подробному обзору свойств и
решений этой универсальной системы уравнений мы и переходим.

6 Бикватернионная дифференцируемость и калибровочные поля

В алгебродинамике условия бикватернионной дифференцируемости (2.1) и, конкрет-
но, их основной случай – генерирующая система уравнений (5.9), (5.10) – рассматрива-
ются в качестве единственных первичных уравнений физических полей – дифференци-
руемых B-функций. При этом для обеспечения релятивистской инвариантности теории
следует ограничить комплексные координаты Z на подпространство эрмитовых матриц
Z 7→ X = X+ с метрикой Минковского det X = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2. ГСУ (5.9)
принимает тогда следующий вид:

dξ = ΨdXξ (6.1)

и сохраняет свою форму (включая эрмитовость координатной матрицы) при следующих
преобразованиях симметрии:

X 7→ P+XP, ξ 7→ P−1ξ, Ψ 7→ P−1Ψ(P+)−1, (6.2)

при которых величины ξ(Z) и Ψ(Z) ведут себя как SL(2,C)-спинор и комплексный
4-вектор соответственно. Более общей группой симметрии (6.1) является конформная
группа пространства Минковского, что и определяет существование введенной выше
твисторной структуры.

2Утверждение, что по крайней мере две компоненты произвольного твистора всегда независимы,
доказано, например, в работе [22].
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Следует отметить, однако, что эрмитовость представляет собой некоторое избыточ-
ное требование, не мотивированное внутренней структурой исходной алгебры биква-
тернионов. В последнем разделе статьи мы покажем, каким образом в рамках полного
векторного пространства C4 алгебры B на самом деле закодировано пространство Мин-
ковского. С учетом этого обстоятельства мы будем в этом и последующих разделах
сохранять голоморфный характер теории, работая, как и до того, с комплексными ко-
ординатами Z = {zµ} и, соответственно, – с ГСУ в прежней форме (5.9), (5.10). При
непосредственной физической интерпретации мы всегда будем подразумевать переход к
вещественным координатам {xµ} или, иначе говоря, – к эрмитовой матрице координат
X = X+.

Заметим теперь, что ГСУ (5.9) переопределена (8 дифференциальных уравнений
для 6 неизвестных функций), поэтому должны выполняться некоторые условия сов-
местности (интегрируемости и т. п.), которые позволяют получить из (5.9) ограничения
отдельно на спинор ξ(Z) и на векторное поле Ψ(Z). Однако перед рассмотрением этих
соотношений необходимо установить калибровочную природу поля Ψ(Z), существенно
отличную от обычной. Отметим, что в дальнейшем в этом и следующем разделе мы
следуем в основном изложению обсуждаемых вопросов в работах [22,26].

Легко видеть, что хорошо известные из теории поля калибровочные U(1) преобра-
зования вида

ξ 7→ exp iα(X)ξ, Ψ 7→ Ψ− i∇ ln α, α ∈ R (6.3)

или их комплексификация, не сохраняют форму ГСУ. Однако в работах [22, 23] было
показано, что эта система обладает т. н. “слабой” (или “ограниченной”) калибровочной
симметрией, при которой калибровочный параметр α зависит от координат неявно, толь-
ко через компоненты самого преобразуемого спинора ξ(Z) и твисторно-сопряженного
ему спинора κ(Z) = Zξ(Z),

α = α(W) = α(ξ, κ) ≡ α(ξ(Z), Zξ(Z)). (6.4)

Такие преобразования, соответствующие проективным преобразованиям твисторных
компонент, образуют группу, являющуюся подгруппой полной калибровочной комплекс-
ной группы C (комплексификацией U(1)) [22]. При этом величины Ψ(Z) преобразуются
градиентным образом, т. е. ведут себя как потенциалы некоторого калибровочного поля,
которое, как мы увидим в дальнейшем, естественно ассоциируется с (комплексифици-
рованным) электромагнитным полем.

Действительно, ГСУ (5.9) может рассматриваться как условие ковариантного по-
стоянства спинора ξ(Z) по отношению к B-значной 1-форме эффективной связности

Ω = ΨdZ. (6.5)

Интересно, что в 4-векторном представлении B-связность (6.5) порождает афинную
связность вида [10,23]

Γµ
νρ = δµ

ν Ψρ + δµ
ρ Ψν − ηρνΨ

µ − iεµ
.νρλΨ

λ, (6.6)

определяющую эффективную комплексную геометрию Вейля-Картана. В такой B-
индуцированной геометрии вектор неметричности Вейля и вектор псевдоследа кручения
пропорциональны друг другу, и оба выражаются через компоненты основного калибро-
вочного поля Ψ(Z) 3.

3Ковариантные векторные поля в геометрии Вейля без кручения рассматривались в работе [31]; их
свойства тесно связаны с симметриями многообразий Вейля [32]. Для действительных связностей такого
типа отношения между неметрической частью и частью, связанной с кручением, являлись предметом
рассмотрения в [29].
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Используя определение (6.5), перепишем теперь начальную ГСУ (5.9) в виде

dξ = Ωξ (6.7)

Динамика связности Ω(Z) может быть получена внешним дифференцированием (6.7),
что приводит к условию интегрируемости вида

Rξ ≡ (dΩ− Ω ∧ Ω)ξ = 0, (6.8)

где (в круглых скобках) появляется 2-форма кривизны связности R. Поскольку спинор ξ
не произволен, а подчиняется (6.7), из условий интегрируемости (6.8) не следует тожде-
ственное обращение в нуль кривизны 4. Замечательным образом, вместо тривиализации
условия интегрируемости (6.8) приводят к самодуальности кривизны [10,23].

Чтобы показать это, отметим, что для связности вида (6.5) кривизна R имеет сле-
дующую, довольно специальную форму

R = (dΨ−ΨdZΨ) ∧ dZ ≡ π ∧ dZ, (6.9)

где возникает новая B-значная 1-форма π с компонентами

πAC = πACBDdZBD = (∇BDΨAC −ΨABΨCD)dZBD. (6.10)

Теперь условия интегрируемости (6.8) принимают форму (π∧dZ)ξ = 0, или в матричной
форме

πACBDdZBD ∧ dZCEξE = 0.

С учетом свойств симметрии 2-спиноров из последнего соотношения получаем

π C
A C(BξE) = 0,

так что для любого нетривиального решения ξ(Z) имеем

π C
A CB ≡ ∇CBΨ C

A + ΨBCΨ C
A = 0. (6.11)

Далее, используя стандартную процедуру и разлагая кривизну (6.9) на само- и ан-
тисамодуальную часть, убеждаемся, что уравнения (6.11) представляют собой именно
условия обращения в нуль самодуальной части кривизны. При этом другая, антисамо-
дуальная ее часть R̄ имеет вид

R̄ D
A (BC) = ∇C

(BΨAC) −ΨC
(BΨAC) (6.12)

и удовлетворяет дополнительным условиям интегрируемости R̄ξ = 0 (далее в статье эти
условия не используются).

Итак, хотя 2-форма кривизны (6.9) 1-формы связности (6.5) и не является сама по
себе (анти)самодуальной (т. е. самодуальной в “сильном” смысле), она с необходимостью
становится (анти)самодуальной на решениях ГСУ. По этой причине такое свойство кри-
визны ГСУ в работе [39] получило название слабой самодуальности.

С физической точки зрения выражение (6.12) определяет напряженность некоторого
матричного калибровочного поля; в частности, ее диагональная часть

FBC = R̄ A
A (BC) = ∇A

(BΦAC) (6.13)

4В этом пункте данный подход существенно разнится от принятого в работах Бухдала [33], Пенро-
уза [34] и Плебаньского [35], где предполагалось, что условия интегрируемости, напоминающие (6.8),
должны выполняться для произвольного спинорного поля (или для широкого класса решений т.н.
“точных” систем уравнений поля).
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соответствует напряженности электромагнитного поля, в то время как бесследовая
часть (6.12) определяет напряженность комплексного поля типа Янга-Миллса 5. Дей-
ствительно, при учете тождеств Бианки

dR ≡ Ω ∧R−R ∧ Ω, (6.14)

самодуальность кривизны R + iR∗ = 0 немедленно влечет за собой выполнение ва-
куумных уравнений Максвелла для диагональной (электромагнитной) части 2-формы
F = Tr(R) = R A

A

dF ∗ = 0 = dF ≡ 0, (6.15)

и уравнений Янга-Миллса для бесследовой части кривизны F B
A = R B

A − 1
2
Fδ B

A .
При этом, хотя электромагнитная 2-форма F является, вообще говоря, C-значной,

в силу своей самодуальности она сводится к вещественной 2-форме F, связанной с F
следующим образом:

F = F− iF∗. (6.16)

Разумеется, для этой формы также выполняются однородные уравнения Максвелла,
так что число независимых степеней свободы оказывается одинаковым с обычным ве-
щественным электромагнитным полем. В явном виде для C-значных напряженностей
“электрического” ~E и “магнитного” ~H полей имеем из (симметричной по паре индексов
части) условий интегрируемости (6.11)

~E + i ~H = 0, (6.17)

откуда =( ~H) = <( ~E), =( ~E) = −<( ~H), и пара {<( ~E),<( ~H)} представляет R-значное
электромагнитное поле, подчиняющееся уравнениям Максвелла. В дополнение из (анти-
симметричной по спинорным индексам части) (6.11) получаем следующее “неоднородное
условие Лоренца” [10,23] для C-значных электромагнитных потенциалов Aµ ↔ ΦAD:

∂µA
µ + 2AµA

µ = 0, (6.18)

которое также обязано тождественно выполняться на решениях ГСУ. Условие (6.18),
разумеется, само по себе не является калибровочно инвариантным в общепринятом
смысле, однако аналогично классической электродинамике инвариантно относительно
слабых калибровочных преобразований (6.4) при условии, что преобразуемые потенци-
алы (совместно с некоторым соответствующим им спинором ξ(Z)) удовлетворяют ГСУ.

Что же касается полей Янга-Миллса, то они всегда могут быть выражены через
напряженность электромагнитного поля и сам спинор ξA, и поэтому не могут рас-
сматриваться самостоятельно. Заметим, что по отдельности действительная и мнимая
части бесследовой компоненты кривизны F B

A уже не будут удовлетворять вакуум-
ным уравнениям Янга-Миллса в силу нелинейности последних. Поэтому здесь поля
Янга-Миллса являются существенно комплексными. Другие детали и особенности по-
лей Янга-Миллса, возникающих в алгебродинамическом подходе, можно найти в ста-
тье [23].

5Принимая во внимание ограниченную (слабую) калибровочную симметрию, введенное поле – это не
совсем то, что обычно понимают под полями Янга-Миллса с калибровочной группой SL(2,C). Однако
вид калибровочных уравнений для введенного поля совпадает с общепринятым, ограничения имеют
место только для класса отбираемых решений и их калибровочных преобразований друг в друга.
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7 Изотропные бессдвиговые конгруенции, ассоциированные с ГСУ

Рассмотрим теперь ограничения на основной спинор ξA, возникающие при исключе-
нии калибровочного поля потенциалов ΨAC из ГСУ (5.9). Для этого распишем данную
пфаффову систему дифференциальных уравнений в покомпонентном виде:

∇BAξC = ΨCBξA (7.1)

и, умножая ее на ортогональный спинор ξA, с учетом антисимметричности спинорной
нормы ξAξA = 0 имеем:

ξA∇BAξC = 0, (7.2)

т. е. систему нелинейных уравнений на компоненты спинора ξ(Z). Заметим, что при
ограничении комплексных координат на подпространство Минковского M следствием
системы (7.2) является хорошо известная в общей теории относительности система урав-
нений для главного спинора т.н. бессдвиговой изотропной (геодезической) конгруенции
(БИК) 4-мерных прямолинейных “лучей”:

ξBξC∇ABξC = 0. (7.3)

Отметим, что с целью унификации записи здесь и в дальнейшем при ограничении коор-
динат на M мы не делаем различия между пунктирными и непунктирными индексами
спиноров, что, вообще говоря, является общепринятым в спинорной алгебре.

В работах [22,56] было показано, что исходная система (7.2) отличается от системы
(7.3) для БИК только более жесткой фиксацией калибровки спинора ξ, а в той части, ко-
торая касается отношения компонент спинора, эти системы эквивалентны. В частности,
общее решение системы БИК (и, тем самым, полное описание всех таких конгруенций на
пространстве Минковского M) связано с ее твисторной структурой и дается известной
теоремой Керра [19, 40] в виде неявного алгебраического уравнения

Π(ξ, κ) = Π(ξ, Zξ) = 0, (7.4)

где Π – произвольная однородная функция твисторных компонент. Из (7.4) находится
отношение спинорных компонент, которое только и определено системой БИК (7.3).
Аналогично более жесткая система уравнений для спинора ГСУ (7.2) имеет, как было
показано ранее (раздел 4), общее решение (5.6) в виде двух уравнений, содержащих две
произвольные и независимые твисторные функции Π(D)(ξ, κ). Из этих уравнений уже
определяются обе компоненты спинора ξ(Z).

Как хорошо известно, геометрически на M для построения БИК следует определить
поле (вещественного) изотропного вектора, направляющего к (прямолинейным) лучам
конгруенции, через основной спинор ξ(Z) следующим образом:

kµ(X) = ξ+σµξ, σµ = {E, σa}, (7.5)

где {σa}, a = 1, 2, 3 – матрицы Паули, E – единичная 2× 2-матрица.
Хорошо известно, что из решения условия инцидентности спиноров (3.8), ограни-

ченного на M,
κ = Xξ (7.6)

относительно точек пространства-времени X следует [19], что твисторное поле {ξ, κ}
вместе с определяемым им вектором БИК kµ переносится параллельно вдоль опреде-
ляемых самим этим вектором прямолинейных изотропных направлений. При этом в
качестве параметра переноса вдоль лучей конгруенции может быть выбрана сама вре-
менна́я координата [18,60,61].
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Отметим теперь, что для физических приложений важны лишь проективные компо-
ненты твистора ГСУ, определяемые отношением компонент спинора ξ1/ξ0 = G и равные

κ0 = wG + u, κ1 = vG + p, (7.7)

где u, v, w, p – комплексные матричные координаты (3.5), две из которых (u, v) при
ограничении на M становятся вещественными, а две другие (w, p) – комплексно-
сопряженными. При этом для фундаментального спинорного поля G(X) обе системы
(7.2) и (7.3) эквивалентны двум ДУ следующего вида:

∇wG = G∇uG, ∇vG = G∇pG, (7.8)

Общее аналитическое решение уравнений (7.8) для функции G(X) немедленно сле-
дует теперь из калибровочно инвариантного его представления (5.6) в форме одного
алгебраического уравнения (ср. с общим решением УКЭ II класса, раздел 3)

Π(G, κ0, κ1) = Π(G, wG + u, vG + p) = 0, (7.9)

неявно определяющего функцию G(X). Здесь Π – произвольная голоморфная функция
трех комплексных твисторных переменных. Соотношение (7.9) выражает факт функци-
ональной зависимости трех компонент {G, κ0, κ1} проективного твистора W, сопостав-
ляемого решениям ГСУ. Для уравнений БИК (7.3) это соотношение хорошо известно,
представляя теорему Керра в фиксированной калибровке.

Заметим теперь, что решения (7.8) определены всюду, кроме точек ветвления функ-
ции G(X), соответствующих кратным корням уравнения Керра (7.9), которые опреде-
ляются условием вида

P :=
dΠ

dG
= 0. (7.10)

Перемножая теперь два уравнения (7.8), можно снова проверить выполнение урав-
нения 4-эйконала для поля G(X) в виде

∇uG∇vG−∇wG∇pG = 0, (7.11)

а дифференцируя эти уравнения – убедиться, что G(X) удовлетворяет также и линей-
ному волновому уравнению д’Аламбера [39,41,56]

2G ≡ (∇u∇v −∇w∇p)G = 0. (7.12)

Отметим еще, что с учетом (7.11) каждая C2-функция λ(G) также является гармониче-
ской на решениях ГСУ,

2λ(G) = 0. (7.13)

Используя теперь выражение (5.7) для потенциалов ΨAB и принимая во внимание
(7.11), можем выразить напряженности электромагнитного поля (6.13) через вторые
производные от ln G:

F00 = ∇u∇p ln G, F11 = ∇v∇w ln G, F01 = ∇w∇p ln G, (7.14)

так что выполнение вакуумных уравнений Максвелла для напряженностей (7.14) сразу
следует из волнового уравнения (7.13) для λ = ln G. Дважды дифференцируя тождество
(7.9) по координатам {u, v, w, p}, получим окончательно следующее важное (и не име-
ющее аналогов в литературе) представление напряженностей электромагнитного поля
(7.14) через твисторные переменные [22,26]:

FAB =
1

P

(
ΠAB − d

dG
(
ΠAΠB

P
)

)
, (7.15)
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где функция P определена в (7.10), а {ΠA, ΠAB}, A, B = 0, 1 обозначают производные
(1-го и 2-го порядков) от функции Π по ее твисторным аргументам κ0, κ1. Ниже мы вер-
немся к этому компактному выражению для напряженностей ассоциированного поля.

Тесная связь между ГСУ и БИК дает возможность ввести еще одну геометрофизи-
ческую структуру – эффективную риманову метрику. Действительно, хорошо извест-
но [40,42], что можно деформировать метрику плоского пространства ηµν в метрику gµν

Керра-Шилда
gµν = ηµν + hkµkν (7.16)

таким образом, что основные характеристики БИК kµ (геодезичность, вращение и сдвиг)
сохраняются при такой деформации. Здесь h – некоторая скалярная функция, а изо-
тропная (по отношению как к плоской, так и преобразованной метрикам) конгруенция
k, определенная в (7.5), имеет следующий проективно инвариантный вид:

k = du + Ḡdw + Gdw̄ + GḠdv, (7.17)

где через Ḡ обозначается величина, комплексно сопряженная G.
Обратимся теперь к результатам классической статьи [40], в которой было показа-

но, что метрика (7.16) удовлетворяет электровакуумной системе уравнений Эйнштейна-
Максвелла для функций G, полученных как решение алгебраического уравнения Керра
(7.9) с линейной по твисторным аргументам κ0, κ1 генерирующей функцией Π :

Π = ϕ + (qG + s)κ1 − (pG + q̄)κ0. (7.18)

Здесь ϕ = ϕ(G) – произвольная аналитическая функция комплексной переменной G,
s и p – действительные, а q – комплексная константы. Не входя в детали, отметим,
что в соответствии с результатами работы [40] скалярная функция h в (7.16) определе-
на, с точностью до произвольной константы, той же функцией Π и некоторой другой
функцией Ψ(G), независимой от ϕ(G) и связанной с электромагнитным полем решения
системы Эйнштейна-Максвелла. Такие поля определены в искривленном пространстве
с метрикой (7.16) и, вообще говоря, отличны от полей, возникающих в нашем подходе и
удовлетворяющих уравнениям Максвелла в плоcком пространстве-времени 6. Тем не ме-
нее, для наиболее интересных случаев решений Райснера-Нордстрема и Керра-Ньюмена
выражения для обоих этих полей почти идентичны, различаясь лишь тем, что в нашем
подходе электрический заряд оказывается фикcированным по абсолютной величине са-
мой ГСУ (см. раздел 7).

В работах [40,41] было также показано, что сингулярности кривизны римановой мет-
рики Керра-Шилда (7.16) определяются как раз условием (7.10). С другой стороны, из
выражения (7.15) следует, что то же условие P = 0 определяет множество сингулярных
точек электромагнитного поля. Это же условие, как можно проверить, имеет место и
для сингулярностей поля Янга-Миллса (ЯМ), ассоциированного с решениями ГСУ 7.

Таким образом, каждому решению ГСУ можно естественно сопоставить некоторое
электромагнитное, комплексное ЯМ и поле кривизны (эффективное “гравитационное”)
поля. Эти поля удовлетворяют соответственно свободным (комплексифицированным)
уравнениям Максвелла, Янга-Миллса и, по крайней мере в основном стационарном слу-
чае, – электровакуумной системе Максвелла-Эйнштейна 8. Сингулярности всех этих по-
лей определяются одним и тем же условием (7.10) и совпадают в пространстве и време-
ни. Это позволяет в алгебродинамическом подходе, основанном на ГСУ, рассматривать

6 В то же время оба таких типа полей в общем случае отличны и от полей, которые могут быть
определены для БИК через твисторное преобразование Пенроуза, см. [19], глава 6.

7Дополнительные сингулярности поля ЯМ соответствуют полюсам функции G(X) [21,22].
8Соответствие между БИК и калибровочными полями в случае искривленного (алгебраически спе-

циального) пространства-времени рассматривалось в нашей работе [57].
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частицы как общие сингулярности всех ассоциированных полей. Развитием этой общей
концепции мы займемся в следующем разделе.

8 Сингулярные “частицеподобные” решения ГСУ с автоквантованным
электрическим зарядом

Мы представим здесь краткий обзор основных решений ГСУ и ассоциированных с
ними решений уравнений Максвелла, известных к настоящему времени. Все они могут
быть получены выбором генерирующей функции Π с последующим решением алгебра-
ического уравнения (7.8) и вычислением промизводных. Если ограничиться наиболее
простым случаем решений, которые можно получить в явной форме, то следует рас-
сматривать только функции Π, квадратичные по твисторным аргументам (линейные
функции приводят к решениям с нулевыми напряженностями электромагнитного поля
(7.14)).

Фундаментальное статическое решение генерируется функцией Π вида

Π = Gκ0 − κ1 + 2ia ≡ G(wG + u)− (vG + p) + 2ia, (8.1)

(a = Const ∈ R), не содержащее временно́й переменной. Приравнивая эту функцию
нулю и решая квадратное уравнение относительно неизвестной G, получаем (при огра-
ничении координат на вещественное пространство Минковского):

G =
p

(z + ia)± r∗
≡ x + iy

(z + ia)±
√

x2 + y2 + (z + ia)2
. (8.2)

Электромагнитное поле (7.14), ассоциируемое с данным решением

~E − i ~H = ± ~r∗
4(r∗)3/2

; ( ~E + i ~H = 0), (8.3)

где ~r∗ = {x, y, z + ia}, имеет сингулярность в форме кольца радиуса a, единственно воз-
можную величину электрического заряда q = ±1/4 (в использованных безразмерных
единицах), а также дипольный магнитный и квадрупольный электрический моменты,
равные соответственно qa и qa2 [39, 56]. Если отвлечься от ограничений на заряд, то
электромагнитное поле (8.3) совместно с римановой метрикой (7.16), соответствующей
БИК (7.17), в точности воспроизводит поле и метрику решения Керра-Ньюмена (в ко-
ординатах статьи [40]). В частном случае, при a = 0, решение (8.2) соответствует сте-
реографической проекции S2 → C, а поля превращаются в кулоновское электрическое
поле с точечной сингулярностью и в метрику Райснера-Нордстрема.

Квантование электрического заряда является фундаментальным свойством реше-
ний ГСУ, обнаруженным в [10, 23]. Это свойство следует из условий самодуальности
(6.17), которое совместно с калибровочной симметрией ГСУ приводит к ограничению
q = N/4, N ∈ Z на величину электрического заряда поля, ассоциированного с любым
решением ГСУ 9. Это свойство имеет как топологические, так и чисто динамические
причины, связанные с переопределенной структурой ГСУ. Доказательство общей тео-
ремы квантования заряда представлено в работах [26,58].

При этом необходимо заметить, что в отличие от некоторых других, чисто тополо-
гических подходов к проблеме эарядового квантования [43, 44] в контексте ГСУ заряд

9 В инвариантной при преобразованиях дуальности B-электродинамике на самом деле квантуется
не электрический, а эффективный магнитно-электрический заряд, а проблема магнитного монополя
получает естественное решение [58].
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фундаментального статического решения (8.2) может иметь лишь одно единственное по
модулю значение и, как следствие, естественным образом рассматриваться как элемен-
тарный заряд. Вместе с известным замечательным свойством решения Керра-Ньюмена
иметь гиромагнитное отношение g = 2, равное его значению для дираковской части-
цы [45], появление в теории элементарного заряда делает гораздо более оправданными
попытки интерпретации фундаментального решения (8.2) в качестве классической мо-
дели электрона. Такие попытки предпринимались, например, в моделях Лопеса [46],
Израэля [47] или Буринского [48], основанных исключительно на системе уравнений
Эйнштейна-Максвелла) 10.

Согласно общей теореме, доказанной в работе [41] (см. также [48]), все статические
решения уравнений БИК (а, следовательно, и ГСУ) с ограниченным в 3-мерном про-
странстве сингулярным множеством (ниже мы называем их частицеподобными [27])
сводятся (с точностью до 3-мерных вращений и трансляций) к решению Керра (8.2).
Если, однако, снять требование статичности и выйти из класса функций (7.18), рас-
сматривавшихся в [40], то можно обнаружить много зависящих от времени “частицепо-
добных” решений с ограниченными сингулярностями различных размерностей, с разной
временно́й динамикой и пространственной формой.

В частности, аксиально симметричное решение частицеподобного типа, генерирую-
щееся функцией

Π = κ0κ1 + b2G2 = 0, b = Const, (8.4)

было найдено в [21,39]. Для действительных b оно описывает две точечные сингулярно-
сти с элементарными зарядами +1/4 и −1/4, совершающие встречное гиперболическое
движение. Электромагнитное поле такого решения

Eρ = ±8b2ρz

∆3/2
, Ez = ∓4b2M

∆3/2
, Hϕ = ±8b2ρt

∆3/2
, (8.5)

соответствует полю известного решения Борна. При этом использованы обозначения

ρ2 = x2 + y2, s2 = t2 − z2, M = s2 + ρ2 + b2, ∆ = M2 − 4s2ρ2,

а сингулярности определяются условием ∆ = 0. Для чисто мнимых b = ia, a ∈ R в
начальный момент времени t = 0 имеем электрически нейтральную кольцевую син-
гулярность радиуса a, которая с течением времени расширяется в тор. По истечении
времени t = |a| сингулярность превращается в тор с самопересечением, изображенный
на рис. 1.

Отметим здесь еще частицеподобное решение, для которого сингулярность в на-
чальный момент времени имеет форму “восьмерки”, а также решение волнового типа
со спиралевидной сингулярностью [27]. Последнее решение (отвечающее более сложной,
нежели квадратичная, генерирующей функции) представляет собой аналог электромаг-
нитной волны в контексте алгебродинамики.

Если отказаться от квадратичности генерирующей функции, то можно прийти и
к более широкому классу решений ГСУ и соответствующих им решений уравнений

10Недавно в нашей работе [59] было показано, однако, что керровская конгруенция является неустой-
чивой в смысле Арнольда, т. е. по отношению к малому изменению параметров генерирующей функции
(8.1), при котором сингулярное керровское кольцо из статического превращается в равномерно расши-
ряющееся и “высвечивается на бесконечность”. Решение проблемы устойчивости требует, по-видимому,
перехода к новой “причинной геометрии Минковского с фазой”, см. раздел 9.
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t=0

t>|a|

Рис. 1: Форма сингулярного множества для электромагнитного поля (8.5) электрически ней-
трального решения (8.4) в начальный (t = 0) и последующий (t > |a|) моменты времени

Максвелла с чрезвычайно сложной структурой сингулярного множества. В частности,
в работах [18,20,61] описано решение, отвечающее процессу аннигиляции двух противо-
положно заряженных точечных сингулярностей, а также решение с “фотоноподобной”
сингулярностью (в виде пары скрещенных колец), движущейся равномерно со скоро-
стью света.

Таким образом, чисто алгебраическим методом был получен широкий класс точных
или неявно заданных решений вакуумных уравнений Максвелла со сложной комбини-
рованной структурой распределенных или точечных сингулярностей. Многие из этих
решений не были известны ранее, и даже само их существование не обсуждалось. Эти
решения определены всюду, кроме точек, в которых электромагнитное поле обращается
в бесконечность. Множество таких сингулярных точек (в фиксированный момент вре-
мени) может быть 0-, 1- или даже 2-мерным (как в случае торообразной сингулярности
(8.5)); оно может динамически изменять размерность. Однако для решений общего вида,
не обладающих какой-либо симметрией, это сингулярное множество всегда одномерно
и состоит из некоторого числа замкнутых или открытых кривых (“струн”) [20]. Для ча-
стицеподобных решений сингулярное множество ограничено в 3-мерном пространстве.

Несмотря на исходную “вакуумность” исходных уравнений, сингулярности поля
определяют пространcтвенное распределение и динамику эффективного источника по-
ля, в точках которого нарушается аналитичность решений. Тем самым, в отличие
от обычного подхода, когда исходно задаваемый источник определяет электромагнит-
ное поле в окружающем пространстве, в представленной концепции, наоборот, почти
всюду аналитическое поле, удовлетворяющее свободным уравнениям Максвелла, са-
мо определяет положение своих сингулярностей-источников. Рассматриваемые ре-
шения определены, кроме сингулярного множества меры нуль, во всем бесконечном
пространстве-времени, получаются алгебраически из некоторой произвольной генери-
рующей функции и не требуют никаких граничных или начальных условий.

Более того, в общем случае оказывается невозможным свести это множество син-
гулярностей к стандартному описанию, покрывая его δ-образными источниками, из-за
существенной многозначности заряженных решений керровского типа. Тем не менее,
все “квантовые числа”, форма и динамика таких сингулярностей хорошо определены
и нетривиальны, что связано со скрытой нелинейностью [43, 51] уравнений Максвел-
ла (и Янга-Миллса) в алгебродинамическом подходе, а именно с их вторичностью по
отношению к исходной нелинейной ГСУ (ее условий интегрируемости).

Именно наличие первичной “мастер-структуры” ГСУ обеспечивает существование
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некоторых “правил отбора” даже для решений линейных уравнений Максвелла, в том
числе и ограничений на допустимые значения электрического заряда, а также приводит
к нарушению принципа суперпозиции (поскольку сумма решений удовлетворяет линей-
ным уравнениям Максвелла, но вовсе не обязательно – самой первичной ГСУ).

Исходная переопределенная ГСУ не обладает также и инвариантностью относитель-
но пространственных отражений (а, возможно, и относительно обращения времени) [23].
Эти инвариантности восстанавливаются только на уровне следствий этой первичной си-
стемы уравнений, а именно уравнений Максвелла, Янга-Миллса и т. п. Такая ситуация,
по-видимому, уникальна для теории поля и, с другой стороны, адекватна наблюдаемой
физической реальности.

Более подробное обсуждение статуса сингулярных частицеподобных решений в ал-
гебродинамическом подходе можно найти в работах [18,23,27,58].

9 Комплексная геометрия бикватернионов и ансамбль дубликонов

Красивое представление решений уравнений БИК (а, следовательно, и бикватерни-
онной ГСУ) было предложено в работах Е.Т. Ньюмена и др. [49,52,53] и развито затем
в работе А.Я. Буринского, Р.П. Керра и З. Перьеса [50] и в последующих работах А.Я.
Буринского и Е.Т. Ньюмена с сотр. В этом представлении рассматривается “виртуаль-
ный” точечный заряд, движущийся по некоторой произвольной “кривой” {zµ(τ)}, τ ∈ C
в комплексифицированном пространстве Минковского CM. В этом случае “след” ком-
плексного изотропного (“светового”) конуса “движущегося” заряда на действительном
пространстве-времени M формирует изотропную конгруенцию лучей, которая всегда
является бессдвиговой.

Конгруенция Керра представляет лишь простейший пример такого представления
(генерирующий ее точечный источник “покоится” в некотором месте “дополнительного”
к M мнимого подпространства CM). Приведенные выше решения ГСУ и соответству-
ющие им БИК все могут быть получены из такого представления Ньюмена. С другой
стороны, эти примеры показывают, что для подобных “комплексифицированных” по-
лей Лиенара-Вихерта структура сингулярного множества может быть очень сложной и
состоит, в общем случае, из большого числа одномерных кривых – струн.

В контексте алгебродинамики комплексифицированное пространство Минковского
CM с необходимостью возникает как полное векторное пространство алгебры бикватер-
нионов B. В то же время ограничение координат на вещественное пространство-время
M выглядит искусственным и мотивированным только физическими соображениями.
Действительно, это подпространство даже не образует подалгебры в B и не являет-
ся инвариантным ни относительно автоморфизмов B, ни относительно полной группы
преобразований симметрии (4.1).

С другой стороны, группа автоморфизмов бикватернионов SO(3,C) содержит 6 ве-
щественных параметров и 2:1 изоморфна группе Лоренца SO(3, 1), и не известно ни
одной другой алгебры с подобными свойствами. Это свойство алгебры B было исполь-
зовано, в частности, при построении кватернионной теории относительности А.П.
Ефремова [54], в контексте которой инвариантное пространство C3 рассматривалось в
качестве первичного физического пространства-времени с тремя пространственными и
тремя временны́ми координатами. При этом для сведения исходного трехмерного вре-
мени к физическому одномерному накладывались дополнительные условия ортогональ-
ности.

С нашей точки зрения, такая “экзотическая” интерпретация свойств алгебры биква-
тернионов не является необходимой. Дело в том, что инвариантное подпространство
C3 алгебры B естественным образом отображается в “причинную” часть физическо-
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го пространства-времени Минковского с дополнительными внутренними переменными
[55]. А именно, основной комплексный инвариант этого пространства

σ = (z1)
2 + (z2)

2 + (z3)
2 (9.1)

распадается на некомпактную “модульную” часть и компактную “фазовую”. Первая
часть, представленная вещественным положительно определенным инвариантом

S2 := σσ∗ ≥ 0, (9.2)

как раз и определяет наблюдаемую “пространственно протяженную” физическую гео-
метрию, тогда как вторая “фазовая” часть инварианта σ воспринимается как определя-
ющая внутреннюю геометрию “слоя”. Так вот, основной результат работы [55] состоит
в том, что положительно-определенный SO(3,C) -инвариант (9.2) может быть эквива-
лентным образом представлен в виде интервала Минковского:

S2 = σσ∗ ≡ T 2 − | ~X|2, (9.3)

где вещественные величины

T := (~z, ~z∗), ~X := i[~z, ~z∗] (9.4)

при SO(3,C)-вращениях преобразуются как временна́я и пространственные координаты
Минковского при преобразованиях Лоренца. В определении (9.4) круглые и квадратные
скобки обозначают скалярное и векторное произведение векторов соответственно.

Таким образом, алгебру B действительно можно рассматривать как алгебру
пространства-времени, причем геометрия Минковского индуцируется ею через квадра-
тичное отображение комплексных координат инвариантного подпространства C3 пол-
ного векторного пространства B во внутреннюю, “причинную” часть светового конуса
M, включая его изотропную границу. При этом, помимо положительно определенного
инварианта Минковского (!) (9.3) возникает другой, фазовый инвариант преобразо-
ваний Лоренца, который может оказаться тесно связанным с квантовыми свойствами
материи и явлениями квантовой интерференции в частности.

Согласно обсуждаемым здесь представлениям, первичная, “истинная” динамика
материальных образований (сингулярностей и др.) имеет место именно в исход-
ном комплексном пространстве, а наблюдаемая – в индуцированном им “причинном
пространстве-времени Минковского”. Такой подход позволяет, в частности, успешно ре-
ализовать красивую старую идею Уилера-Фейнмана о “размножении электронов”.

А именно, пусть, согласно представлению Ньюмена, точечная частица “движется”
в CM по “траектории” {zµ(τ)}, τ ∈ C достаточно сложного вида. Тогда можно по-
казать [62], что положение этой частицы будет жестко коррелировано с другими ее
положениями на собственной Мировой линии, причем эта корреляция реализуется через
одинаковое значение твисторного поля конгруенции и, соответственно, – через уравнение
комплексного изотропного конуса.

Ситуация во многом напоминает известную процедуру Лиенара-Вихерта в электро-
динамике, однако, в отличие от действительного случая, в комплексном пространстве
уравнение “светового конуса” имеет значительное (если не бесконечное) счетное число
корней. Соответственно, частица будет “видеть” и “получать сигналы” от “самой себя” в
разных ее положениях на единой траектории. Возникающий ансамбль тождественных,
но различным образом расположенных и движущихся частиц был в работе [62] назван
ансамблем дубликонов (“duplicons”).
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Помимо идеи дубликонов, в рассматриваемом контексте неизбежно возникает про-
блема комплексного времени, связанная с общей концепцией времени в алгебродинамике
[18,60,62]. А именно, каждому из решений ГСУ соответствует некоторая (бессдвиговая)
изотропная конгруенция (БИК) лучей (раздел 7). Эта конгруенция может рассматри-
ваться как основной элемент картины Мира, возникающей в алгебродинамике – как
поток первичного света, “Предсвета” [18, 60]. При этом вся “материя”, представленная
в теории частицеподобными сингулярными образованиями ассоциированных полей, в
такой картине предстает как система каустик первичного предсветового потока.

Возвращаясь теперь к проблеме времени, отметим, что на M временна́я координата
может рассматриваться как параметр вдоль лучей фундаментальной конгруенции, и
определяющим свойством времени в таком подходе является свойство воспроизводимо-
сти, сохранения первичного твисторного поля, имеющее место вдоль лучей. Образно
выражаясь, время выступает в теории как автоморфизм первичного поля. При этом
электромагнитное и другие поля, выражаемые через проиводные от твисторного поля,
разумеется, не сохраняются вдоль лучей, равно как и каустики-частицы. Именно это и
определяет другую фундаментальную функцию времени, отвечающую за изменчивость
материальных форм.

Картина существенно меняется в комплексном пространстве CM, где твисторное
поле определено с точностью до двух комплексных параметров и остается постоянным
вдоль 2-мерных комплексных плоскостей [19,62]. Если же дополнительно требовать со-
хранения “материальной” структуры каустик, то остается лишь один свободный пара-
метр, который можно рассматривать как комплексное время [62]. При этом, однако,
временно́й порядок следования событий становится неопределенным, и в отсутствии
каких-либо оснований для его фиксации наиболее естественно рассматривать изменения
комплексного времени как вполне случайные. Возникающая тогда для ансамбля дубли-
конов стохастичность в комплексном пространстве может оказаться тесно связанной с
квантовой теорией в формулировке, близкой к фейнмановской. Однако эти идеи еще
только предстоит реализовать.

Заключение

В данной статье мы не ставили своей основной задачей представить ни новую по-
левую модель, ни новый алгебраический метод нахождения новых сложных решений
известных уравнений классической теории поля. Вместо этого мы пытались здесь по-
следовательно выявить свойства самих дифференцуируемых функций бикватернионно-
го переменного, т. е. построить новую версию некоммутативного анализа. Тем не менее,
общие условия B-дифференцируемости [10,23,24] редуцируются к генерирующей систе-
ме уравнений (5.9), которая обладает врожденной калибровочной и 2-спинорной (тви-
сторной) структурами и обнаруживает удивительные связи со структурами и с языком,
общепринятыми в релятивистской теории поля.

В сущности, необходимо сделать лишь три основных предположения для того, чтобы
физически интерпретировать исходную абстрактную математическую схему:
1) о пространстве-времени как о (вещественном или инвариантном комплексном) под-
пространстве векторного пространства B-алгебры,
2) о физических полях как дифференцируемых функциях B-переменного,
3) о частицах как пространственно ограниченных сингулярностях напряженностей (кри-
визн) калибровочного и метрического полей, непосредственно сопоставляемых первич-
ным B-дифференцируемым функциям-полям.

С физической же точки зрения, ГСУ может рассматриваться как весьма специфи-
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ческая система уравнений поля (нелинейная, нелагранжева, переопределенная) для эф-
фективно взаимодействующих 2-спинорного и электромагнитного полей, причем урав-
нения для обоих не постулируются, а следуют из условий интегрируемости или “сверток”
самой ГСУ.

Твисторная структура также вполне естественным, “динамическим” образом возни-
кает в теории в процессе интегрирования ГСУ и делает возможным получение всех ее
решений, как и соответствующих им решений уравнений калибровочных полей, замеча-
тельно простым алгебраическим методом 11.

В частности, из алгебраического уравнения (7.9) сразу же может быть получен ши-
рокий класс точных решений линейных уравнений Максвелла с протяженной, но ограни-
ченной в пространстве структурой сингулярности. Условие (7.10) играет при этом роль
уравнений движения для таких частицеподобных объектов, в то же время определяя
их характеристики и пространственную форму и реализуя тем самым эйнштейновскую
концепцию сверхпричинности [38].

Как следствие невыполения принципа суперпозиции для решений исходной ГСУ,
эволюция таких частицеподобных объектов моделирует физическое взаимодействие, а
динамические перестройки структуры сингулярного множества могут интерпретиро-
ваться как взаимопревращения частиц, в том числе как акты излучения / поглощения.
Все эти процессы, очевидно, обнаруживают тесную связь с теорией особенностей диф-
ференцируемых отображений и теорией катастроф [36].

Мы надеемся также, что по меньшей мере некоторые замечательные свойства ГСУ
могут представлять интерес в общем контексте теории поля. Отметим здесь, в частно-
сти:
1) возможность расширения класса физически интересных калибровочных полевых мо-
делей с учетом обнаруженной для ГСУ “слабой” калибровочной симметрии (6.4) и за
счет использования связностей типа (6.5), (6.6);
2) естественную возможность получения “правил отбора” для электрического заряда,
спина и других характеристик, исходя из переопределенной структуры уравнений поля;
3) полную алгебраизацию первичных дифференциальных уравнений в частных произ-
водных для фундаментальных полей, обладающих твисторной структурой;
4) возможность определения пространственного расположения и эволюции особенностей
поля без непосредственного нахождения самих решений полевых уравнений (методом
исключения самой полевой функции G(X) из системы алгебраических уравнений (7.9)
и (7.10).

Можно представить себе по меньшей мере три возможных точки зрения на смысл
алгебраических структур, представленных в данной статье, и на основную ГСУ в том
числе: как на красивую математическую “игрушку”, как на мощный метод получения
решений известных уравнений поля и, наконец, как на фундаментальную динамическую
систему уравнений, первичную по отношению к общепринятым лагранжевым системам.
Причем построение классической динамики на основе переопределенных систем типа
ГСУ предполагает и использование совершенно новых методов квантования. С другой
стороны, можно при этом пытаться объяснить квантовые свойства в целом через, на-
пример, стохастическое поведение ансамбля частицеподобных (сингулярных) объектов
(дубликонов и т. п.) или привлекая другие, но чисто классические и алгебраические по
природе идеи и методы.

Во всяком случае, для нахождения правильного подхода к квантованию и к объ-

11Отметим, что в твисторном подходе Р. Пенроуза [19,30] для получения решений волновых уравне-
ний достаточно провести интегрирование функций твисторного аргумента; в рассматриваемом подходе
даже это интегрирование не является необходимым.
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яснению квантовых свойств материи вообще необходимо вначале тщательно изучить
свойства самих классических решений как на фоне обычного пространства-времени
Минковского, так и при рассмотрении естественно индуцируемой свойствами B-алгебры
“причинной геометрии Минковского с фазой”, кратко рассмотренной в последнем раз-
деле. Мы считаем, что именно эта геометрия на самом деле может оказаться истинной
геометрией физического пространства-времени, а также быть ответственной за универ-
сальные квантовые свойства материи и за квантовую неопределенность (в контексте
изначально чисто классической теории).

Во всяком случае, уже обнаруженные свойства B-дифференцируемых функций-
полей и многочисленных геометрофизических структур, порождаемых ими, выглядят
настолько необычно и, с другой стороны, настолько коррелируют с моделями и мате-
матическим аппаратом теоретической физики, что заставляют задуматься о возмож-
ном Числовом происхождении фундаментальных законов природы [60,63] и обратиться
вновь, на современном математическом и физическом уровне понимания, к древней
философии Пифагора и его последователей.

* * *
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1. Introduction

Let M be a paracompact n-dimensional manifold and a an r-form, that is a covariant
tensor a ∈ T ◦

r of type (0, r) on M with components ai1...ir(x), 1 ≤ i1, . . . , ir ≤ n is a local
coordinate system (x). Then ai1...ir(x)yi1 . . . , yir , y ∈ TxM (summation over 1 ≤ i1, . . . , ir ≤
n) is a homogeneous polynomial in TxM(y). We suppose that

aii...ir(x)yi1 . . . yir = 1

is a star-shaped convex hypersurface in TxM(y). Then F n = (M,F) with the Finsler metric

F r(x, y) = ai1...ir(x)yi1 , . . . , yir (1)

is a Finsler space with polynomial metric. Such F n are generalizations of the Berwald-Moór
metric (see [12] p. 53 or [20], [21], [16], [17], [18]). F n with polynomial metric were recently
investigated by several authors, such as V. Balan, N. Brinzei, S. Lebedev, D. G. Pavlov
etc. in [2], [3], [13], [15], [19]. They considered these spaces endowed with linear metrical
connections acting in the vector bundle

TM ×M TM = VTM = (V TM, π,Vn)

π−1(x, y) = Vn = {ξ(x, y)},

where Vn is an n-dimensional real vector space, and (x, y) is a line-element. VTM is no
tangent bundle, for dim TM = 2n 6= n = dimVn. In VTM there exist linear metrical
connections (e.g. Cartan connection), which allow to develop a curvature theory, etc. in
a way similar to that of Riemannian geometry. But using this bundle and line-elements
(x, y) has some disadvantages too. The theory becomes more complicated, and the difference
between the dimensions of the base space TM and the fiber Vn is sometimes incovenient,
especially in physics. A linear connection acting in the bundle τM = (TM, π, M, Vn) is more
simple, but in a Finsler space it cannot be metrical in general. Nevertheless there are many
Finsler spaces which allow linear metrical connections in the tangent bundle. Such are the
Riemannian space V n, Minkowski spaces Mn, locally Minkowski spaces `Mn, and also the
affine deformations A`Mn of locally Minkowski spaces ( [23], [24]), the Finsler spaces with
1-form metric ( [15], [16]), the space modelled on Minkowski spaces ( [11], [12]). Some of these
spaces may not exist on every paracompact manifold ( [4], [24]). There are also Finsler spaces
admitting metrical connections in τM which are only near to linear connections [25] or which
are homogeneous only [13].

In this paper we want to show that Finsler spaces with polynomial metric allow metrical
tensorial connections (linear for a given type of tensors). Many of them induce, in a natural
way, metrical non-linear connections in τM .
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2. Tensorial connection

Let us consider the tensors t of type (r, 0), t ∈ T r
0 over the n-dimensional manifold M .

T r
0 is a real vector space VN of dimension N = nr. Thus tA, A = 1, 2, . . . , N can mean the

components of t.

Ê = (Ê, π, M,VN), π : Ê → M, π−1(p) ≈ VN , p ∈ M (2)

is a tensor bundle, that is a vector bundle of rank N over M . A linear connection γ acting in
Ê is called tensorial connection. In a local coordinate system (x) it is given by the connection
coefficients

γA
B

k(x), A, B = 1, 2, . . . , N, k = 1, 2, . . . , n

and the parallel translated Pγ
x(τ)t0 of t0 ∈ π−1(x(τ0)) along a curve x(τ) according to γ is

defined by the solution t(τ) of the ODE system

DtB

dτ
≡ dtB

dτ
+ γA

B
k(x(τ))tA

dxk

dτ
(3)

with initial value t(0) = t0. With an appropriate γ one can realize any linear mapping between
π−1(x(τ0)) ≈ VN and π−1(x(τ)) ≈ VN . – An affine connection Γ with coeffients Γj

i
k(x) also

induces certain (linear) mappings between the above fibers. These mappings are realized by
special tensorial connections. In case of r = 2 the corresponding γ has the coefficients

γA
B

k(x) ≡ γrs
ij

k(x) = Γr
i
k(x)δi

s + δi
rΓs

j
k(x). (4)

Clearly γ-s of this form are special ones, and they do not generate all linear mappings between
π−1(x(τ0)) and π−1(x(τ)). Also conversely, if a γA

B
k can be represented in the form (4), then

the tensorial connection γ reduces to the affine connection Γ.
The tensorial connection given by (3) is linear in t ∈ T r

0 , and the operator D
dτ

of (3)
can be extended to the tensor algebra of tensors of type (λr, µr), where λ and µ can be
arbitrary no-negative integers. Tensorial connection was introduced by E. Bompiani [9], and
investigated by A. Cossu [10], L.Tamássy [22], M. Kucharzewski [14], and others.

Let M be an N = nr dimensional manifold with local coordinates x, such that M ⊂ M ,
and let γ(x) be a C◦ extension of γ, such that its restriction to M yields γ : γ(x) ¹M= γ(x).
Then (M, γ) is an (ordinary) affine connection in the tangent bundle τM = (TM, π, M,VN).
So we obtain the

Proposition 1 Any tensorial connection (Mn(x), γ(x)) is the restriction of an affinely
connected space (M

N
(x), γ(x)) in the form

(Mn, γ(x)) = (M
N

, γ(x)) ¹ M, N = nr.

Here the restriction happens in the base manifold M . This is in analogy to the fact that
any Finsler space F n can be considered as the restriction of a Riemannian space V 2n =
(TM,G), where G is the Sasakian type metric of F n. Here the restriction happens in the
fiber. The tangent space TTM of V 2n is restricted to the vertical bundle VTM of the Finsler
space.

A tensorial connection γ has two curvatures AE
C

i; Rj
i
k`, and a torsion tensor Sj

i
k.

Vanishing of A characterizes the reduction of γ to Γ. In this case also R and S reduce
to curvature RΓ and torsion SΓ of Γ ( [22]).



88 Tamássy L. Finsler spaces with polynomial metric

3. Tensorial connections in case of polynomial metric

The a(x) ∈ T r
0 appearing in (1) is parallel along x(τ) according to γ, if

daA

dτ
= γA

B
k(x(τ))aB

dxk

dτ
,

and a(x) is an absolute parallel tensor field on M (or on a domain of it), if

∇kaA = 0, (5)

that is
∂aA

∂xk
= γA

B
k(x)aB. (5’)

The Finsler norm ‖y‖F of a vector y ∈ TxM in our F n with polynomial metric is ‖y‖r
F =

F r(x, y) = aAbA, and we define the Finsler norm ‖t‖F of tensor t ∈ T r
0 in our F n by

‖t‖F : aA(x)tA(x). (6)

Thus
‖y‖r

F = F(x, y) = ‖b‖F . (7)

The tensorial connection is called metrical if

‖Pγ
x(τ)t0‖F = ‖t(τ)‖F = const., ∀ x(τ) ⊂ N, t0 ∈ T c, (8)

and thus

d

dτ
‖t(τ)‖F =

D

dτ

(
aA(x(τ))tA(τ)

)
=

[
(∇kaA)

dxk

dτ

]
tA + aA

DtA

dτ
=

d

dτ
const = 0 (8’)

for any t(τ) parallel along any x(τ). Since for parallel t(τ) DtA

dτ
= 0 and for an appropriate

x(τ) we can obtain every x0 and ẋ0, (8) is equivalent to (5’).
For given a(x) (5’) is a linear equation system at any point x for the unknowns γA

B
k(x0).

The equations of (5’) are independent in the sense that each γA
B

k(x0) appears in a single
equation only. Hence (5’) is solvable for γA

B
k(x). Thus we obtain

Theorem 1 Any Finsler space with polynomial metric (1) has metrical tensorial
connections.

(5’) consist of Nn equations, and in each of them (for fix A and k) appear N unknowns
γA

B
k, of which N − 1 can arbitrarily be choosen. Thus in the solution of (5’) Nn(N − 1) =

(N2 −N)n of the γA
B

k remain arbitrary.
The upper script indices of a totally symmetric tensor ti1...ir ∈ T r

0 are the multiple
combinations of order r from the elements 1, 2, . . . , n. These tensors form a linear subspace sT r

0

of T r
0 . The dimension of sT r

0 is Cm
r,n = (n−1+r)!

(n−1)!r!
= C, the number of the multiple combinations

of order r from n elements 1, 2, . . . , n. The components of such a tensor will be denoted by
tα, α = 1, 2, . . . , C. Also yi1 . . . yir = bi1...ir = bα ∈ sT r

0 . If in (1) we draw together those ai1...ir

in which the same i1, i2, . . . ir appear (independently from the order), and denote their sum
by gα, then with respect to (6), (1) gets the form

F r(x, y) = gαbα = ‖b‖α, α = 1, 2, . . . , C. (1’)



Гиперкомплексные числа в геометрии и физике, 2 (6), Vol 3, 2006 89

b is decomposable. It is an r-times tensor product of y ∈ TxM :

b =
1
y ⊗ · · · ⊗ r

y.

Thus
φ := {b}

is a cone in sT r
0 . Its parameter representation is

bα = fα(y′, . . . , yn) := yi1 . . . yir , α = i1 . . . ir. (9)

The correspondence between (y1, . . . , yn) ∈ Vn(y) and b ∈ φ ⊂ sT r
0 is 1 : 1. Thus dim φ = n.

(9) is independent of x ∈ M . Thus φ has the same form in each fiber VC ≈ sT r
0 ⊂ T r

0 ≈ π−1(x)
of the bundle Ẽ = (Ẽ, π, M,VC).

One can see that
Pγ

x(τ)b0 = b(x(τ)) ≡ b(τ) ∈ φ(x(τ)), (10)

or in another form
Pγ

x(τ)φ(x0) = φ(x(τ)) (10’)

does not hold in every tensorial connection γ. We want to obtain necessary and sufficient
conditions for (10) to hold. We suppose that b(x) = b(τ) ∈ φ(x(τ)) = φ(x), where φ(x)
is independent of x. Hence every b(x(τ)) = b(x) can be considered as a point of a single
representative φ of the φ(x)-s. Thus in case of (10) every ∂bα

∂xk is a tangent of this φ:

∂bα

∂xk
∈ Tbφ. (11)

But also conversely, if (11) is satisfied, then so is (10).
On the other hand b(τ) of (10) is a solution of

dbα

dτ
=

∂bα

∂xk

dxk

dτ
= γβ

α
k(x(τ))bβ dxk

dτ
, α, β = 1, 2, . . . , C, ∀x, ẋ.

Thus γβ
α

k must satisfy the relation

∂bα

∂xk
(y) = γβ

α
k(x)bβ(y). (12)

Any tangent of φ is a linear combination of ∂fα

∂yj ≡ ∂bα

∂yj at y. Thus the required necessary and
sufficient condition (11) gets the form

cj
k(y)

∂bα

∂yj
(y) = γβ

α
k(x)bβ(y). (13)

This must be satisfied identically in y.
(13) can be considered as a linear equation system for γβ

α
k and cj

k. We show that (13)
has a solution, while many of the unknowns γβ

α
k and cj

k remain undetermined (free).
bβ(y) is a homogeneous polynomial of order r in y. ∂bα

∂yj is also a homogeneous polynomial
of order r− 1. Thus cj

k must be a homogeneous polynomial of order 1 : cj
k(y) = sc

j
ky

s. So (13)
gets the form

sc
j
ky

s ∂bα

∂yj
(y) = γβ

α
k(x)bβ(y). (13’)
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This is a special, very simple equation system. For any fixed k0 we obtain a subsystem

sc
jys ∂bα

∂yj
(y) = γβ

α(x)bβ(y), sc
j = sc

j
k0

, γβ
α = γβ

α
k0 . (14)

The unknowns sc
j
k0

and γβ
α

k0 appear in one single subsystem only. Since every subsystem
has the same structure, we have only to solve (14). Let us fix α = α0. Then on both sides of
(14) there is a homogeneous polynomial of order r in y, and (14) must hold identically. Thus
the coefficients of yi1 . . . yir consisting of the different sc

j and γβ
α must be equal on the two

sides. These yield homogeneous linear equations, C in number, for sc
j and γβ

α. The number
of the unknowns sc

j and γβ
α is n2 + C2. For the different α-s (14) consists of C equations.

So the number of the equations for sc
j and γβ

α stemming from (14) is C2, and the number
of the unknowns remains n2 + C2. (13’) consists of n subsystems for the different k0 with
new unknows in each. Thus (13’) yields, as identities in ys , C2n equations with n3 + C2n
unknowns. So we obtain

Proposition 2 There are many tensorial connections γ taking by parallel translation any
decomposable tensor b =

i
y ⊗ · · · ⊗ r

y into a similar one: Pγ
x(τ)b0 = b(τ).

4. Induced non-linear connection in τM

A tensorial connection γ for which Pγ
x(τ)b0

(10)
= b(x(τ)), or in another form Pγ

x(τ)φ(x0)
(10’)
=

φ(x(τ)) ≈ φ holds, induces a non-linear connection in τM . Namely, as also the diagram

b0 ∈ φ(x0)
Pγ

x(τ)−−−→ b(τ) ∈ φ(x(τ))xf

yf−1

y0 ∈ Tx0M
N

- - -99K y(τ) ∈ Tx(τ)M

shows (fα from (9))
N := (fα)−1 ◦ Pγ

x(τ) ◦ fα (15)

takes any y0 ∈ Tx0M into a y(τ) ∈ Tx(τ)M . Thus

PNx(τ)y0 = y(τ). (16)

N is non-linear in y, for Pγ is so in b. Thus we obtain

Theorem 2 Any tensorial connection, which takes tensors b =
1
y⊗ · · · ⊗ r

y into similar ones
determines in τM among the vectors y ∈ TxM a non-linear connection N in a natural way.

We want to investigate metrical tensorial connections γ of a Finsler space with polynomial
metric, which induce non-linear connectionsN in τM . Then γ satisfies (13’), and it is metrical.
A tensorial connection is metrical, if (5’) or, in view of the symmetry of aA,

∂gα

∂xk
= γα

β
k(x)gβ (17)

holds. At a given (x) (17) means Cn linear equations for the unknowns γα
β

k. So (13’)
(respectively the equations stemming from the fact that the equations of (13’) must be
identities in ys) combined with (17) consists of Cn + C2n (simple) linear equations, and the
number of the unknowns sc

j
k and γβ

α
k remains C2n+n3. The rank of the combined system is
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maximal. If the number of the unknowns is not less than the number of the equations, that
is if C2n + n3 ≥ C2n + Cn, or

n2 ≥ Cm
n,r, (18)

then the combined system is solvable. Since γ is metrical, in this case we have

‖Pγ
α(τ)b0‖F

(7)
= ‖b(τ)‖F = const

(6)
= F(x, y(τ)) = ‖y(τ)‖r

F = ‖PNx(τ)y0‖r
F .

Thus ‖PNx(τ)y0‖F = const. This yields

Theorem 3 If γ is metrical (satisfies (17)), and takes every b =
1
y⊗, . . . ,

r
y into a similar

tensor (which satisfies (13’)), then also the induced non-linear connection N is metrical with
respect to the F n with polynomial metric.

The condition of the solvability of the combined system is (18). For which n and r will
it be satisfied? It is clear from the notion of multiple combination that Cm

n,r is monotone
increasing in r for every fix n, and also in n for every fix r. Therefore there exists a minimal
r for every n for which n2 ≥ Cm

n,r. We denote this r by rn. Then we obtain

Proposition 3 (18) holds iff r < rn. In this case the combined system (13’) and (17) is
solvable, and the induced non-linear connection N is metrical.

In case of r = 2 we have Cm
n,r = n(n+1)

2
< n2. Thus (18) holds for ∀n, and so we

have tensorial connections γ inducing metrical non-linear connections N in τM . In this case
F2(x, y) = aα(x)ba = aij(x)yiyj. This means that for r = 2 the Finsler space with polynomial
metric is a Riemann space: F n = V n. Then γα

β
k(x) = γij

rs
k(x) = Γi

r
k(x)δs

j + δr
i Γj

s
k(x). This

γ is constructed from the symmetric (torsion free) or non-symmetric Christoffel symbols of
V n. This γ yields a metrical tensorial connection, and the metrical connection N in τM

becomes linear with coefficients Γj
i
k(x).

In case of r = 3 (18) reads as Cm
n,3 = n(n+1)(n+2)

6
≤ n2 or equivalently n2 + 1 ≤ 3n. This

holds for n = 2, but for r = 3 and n = 3 (18) is not yet true. For n0 ≥ 3, r ≥ 3 we have
n2

0 < Cm
n0,2 < Cm

n0,r, since Cm
n0,r is increasing in r. Thus for n ≥ 3, r ≥ 3 (18) does not hold.

For n = 2 Cm
2,r = r + 1. Thus (18) holds for n = 2, r = 3: 22 = Cm

2,3 (as we have already
seen), but Cm

2,3 < Cm
2,r, r > 3, since Cm

2,r is inceasing in r. So we have n2 = 4 = Cm
2,3 < Cm

2,r,
that is (18) holds neither for n = 2, r > 3.

But there may exist special gα(x) for which the number of the independent equations of
(17) is smaller than Cn, and thus the combined system (13’) and (17) still has a solution,
for example if ∂gα1

∂αk +
∂gα2

∂xk =
∂gα3

∂xk for certain (or several) k. The number of the dependent
equations of (17) may run from C to zero. If the curvature Rα

β
ij(x) of the tensorial connection

γ vanishes, then there exists gα(x), such that (17) yields identities: presents no new equation
for γα

β
k.

Theorem 4 If γ is metrical (satisfies (17)), and takes every b =
1
y ⊗ · · · ⊗ r

y into a similar
tensor (satisfies (13’)), then the induced non-linear connection N is also metrical with respect
to the F n with polynomial metric. The condition for this is n2 ≥ Cm

n,r.

Such γ exists for any Finsler space with polynomial metric only if r = 2 (in this case the
Finsler space is a Riemannian space) or in case of r = n = 3. Such γ exists also for arbitrary
r and n, but not for every polynomial metric.

Finally we make two remarks:
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Remark 1 aA(x) of (1) may have the form

aijk`(x) = gij(x)hm`(x),

where gij(x) and hm`(x) are metric tensors of two Riemannian spaces V n
1 and V n

2 on M .
Then

F4(x, y) = ‖y‖4
F = ‖y‖2

V1
‖y‖2

V2
.

This may have a mathematical inteterest, but ‖y‖V1 and ‖y‖V2 could also mean two
different impacts of a physical phenomenon.

Remark 2 A Randers space Rn = (M,R(x, y)) is a special Finsler space ( [7], [16]), where

R(x, y) = (gij(x)yiyj)1/2 + bi(x)yi

in place of F(x, y) means the Randers metric. In a degenerate case we may have R(x, y) =
bi(x)yi. If we endow in the vector bundle Ê (see (2)) of rank N each fiber π−1(x) ≈ VN with
the metric R(x, y) = aA(x)bA, then we obtain a degenerate Randers vector bundle Rn

N . Thus
any Finsler space with polynomial metric (1) can be considered as a degenerate Randers vector
bundle. – It could have some interest to consider a Finsler space with polynomial metric as
a degenerate Randers vector bundle.
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We consider a pair of metrical Finsler structure gij (x, y) , sij (x, y) , (x, y) ∈ TM, i, j = 1, n,

dimM = n and we investigate the cases in which is possible to find Finsler connections compatible
to them: rank ‖gij (x, y)‖ = n, rank ‖sij (x, y)‖ = n− k, k ∈ {0, 1, ..., n− 1} , ∀ (x, y) ∈ TM \ {0} .

1 Metrical Finsler structures and metrical Finsler connections ( [7])

Let M be an n−dimensional differentiable manifold and x = (xi) and y = (yi)
denote a point of M and a supporting element respectively. We put ∂i = ∂/∂xi, ∂̇i =
∂/∂yi, (i = 1, 2, ..., n) .

Let gij (x, y) =
(
∂̇i∂̇jF

2
)

/2 be a Finsler metric and N (N i
j) a nonlinear connection,

which us given the adapted basis
{

δi, ∂̇i

}
of the tangent bundle TM =: HM ⊕ V M :

δi =
δ

δxi
= ∂i −N j

i∂̇j. (1.1)

We denote {dxi, dyi} the dual basis of adapted basis, where

δyi = dyi + N i
jdxj. (1.2)

We shall express a Finsler connection FΓ in terms of its coefficients as
FΓ = (N j

k, F
i
jk, C

i
jk) , (cf. with M.Matsumoto [4], R.Miron [7] and E. Stoica [13]). A Finsler

connection having a fixed nonlinear connection N is also denoted by FΓ (N) = (F i
jk, C

i
jk) .

And the respective h- and v-covariant derivatives are denoted by short and long bars,
e.g., gijpk, gij|k (with respect to FΓ), g

ij
◦
pk

, g
ij
◦
|k
(with respect to F Γ̊), etc.

Given a Finsler metric gij, a Finsler connection FΓ is called metrical, if it satisfies

gijpk = 0, gij|k = 0. (1.3)

For a Finsler metric gij, we have so-called Obata’s operators, [10]:

Λ
1

pq
ij =

1

2

(
δp
i δ

q
j − gijg

pq
)
, Λ

2

qp
ij =

1

2

(
δp
i δ

q
j + gijg

pq
)
, (1.4)

where (gij) = (gij)
−1. Then we have

Theorem 1.1 Let F Γ̊ (N) =
(
Γ̊i

jk, C̊
i
jk

)
be a fixed Finsler connection. For a Finsler

metric gij, we define tensor fields U i
jk, Ũ

i
jk by

U i
jk = −1

2
girg

rj
◦
pk

, Ũ i
jk = −1

2
girg

rj
◦
|k

. (1.5)
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Then a Finsler connection FΓ (N) = (F i
jk, C

i
jk) is metrical, if and only if the difference

tensor fields Bi
jk, D

i
jk given by

F i
jk = F̊ i

jk −Bi
jk, C i

jk = C̊i
jk −Di

jk, (1.6)

are solutions of the equations

Λ
2

ip
qjB

q
pk = U i

jk, Λ
2

ip
qjD

q
pk = Ũ i

jk. (1.7)

Conform with Obata’s theory, [10], the above equations have solutions and their general
forms are given by

Theorem 1.2 (R. Miron, [7]) Let F Γ̊ (N) =
(
F̊ i

jk, C̊
i
jk

)
be a fixed Finsler connection.

For a Finsler metric gij, there exists a metrical Finsler connection FΓ (N) = (F i
jk, C

i
jk) and

the set of all such connections is given by

F i
jk = F̊ i

jk +
1

2
girg

rj
◦
pk

+ Λ
1

ip
qjX

q
pk,

Ci
jk = C̊i

jk +
1

2
girg

rj
◦
|k

+ Λ
1

ip
qjY

q
pk,

(1.8)

where X i
jk, Y

i
jk are arbitrary Finsler tensor fields.

2 Finsler connections compatible with a pair of Finsler metrics

Let gij and sij be two given Finsler metrics. A Finsler connection is called compatible
with the pair (gij, sij) , if it is metrical with respect to both gij and sij:

gijpk = 0, gij|k = 0, sijpk = 0, sij|k = 0. (2.1)

We define Obata’s operators by (1.4) and

O
1

pq
ij =

1

2

(
δp
i δ

q
j − sijs

pq
)
, O

2

pq
ij =

1

2

(
δp
i δ

q
j + sijs

pq
)
, (2.2)

where (sij) = (sij)
−1. Then we have

Theorem 2.1 Let F Γ̊ (N) =
(
F̊ i

jk, C̊
i
jk

)
be a fixed Finsler connection. For a pair of

Finsler metrics (gij, sij) we define Finsler tensor fields U i
jk, Ũ

i
jk, V

i
jk, Ṽ

i
jk by (1.5) and

V i
jk = −1

2
sirs

rj
◦
pk

, Ṽ i
jk = −1

2
sirs

rj
◦
|k

. (2.3)

Then a Finsler connection FΓ (N) = (F i
jk, C

i
jk) is compatible with the pair (gij, sij) , if and

only if the difference tensor fields Bi
jk, D

i
jk given by (2.2) are solutions of the equations (2.3)

and following equations

O
2

ip
qjB

q
pk = V i

jk, O
2

ip
qjD

q
pk = Ṽ i

jk. (2.4)

It is complicated to solve the above equations.
We shall show the case when the equations have solutions.
A pair of two Finsler metrics gij, sij is called natural, if there exists a nonvanishing

Finsler function µ (x, y) such that

gipgjqs
pq = µsij, (2.5)
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or equivalently, if the commutativities

Λ
α

ip
qjO

β

qr
tp = O

β

ip
qjΛ

α

qr
tp, (α, β = 1, 2) , (2.6)

hold. Then, we have
Proposition 2.1 All the commutativities (2.6) hold if any one of them holds.
Proposition 2.2 Let (gij, sij) be a natural pair of Finsler metrics. If there exists a

Finsler connection compatible with the pair, the function µ in (2.5) is constant.
Proof. The equations (2.1) are equivalent by the following equations:

gij pk= 0, gij |k= 0, sij pk= 0, sij |k= 0. (2.7)

By (2.1) and (2.1′) we have µpksij = 0, µ |k sij = 0, which are reduced to µpk = 0, µ |k= 0
because sijs

ij = n 6= 0. Hence the nonvanishing function µ is constant.
Proposition 2.3 Let gij be a Finsler metric. There exists a Finsler metric sij such that

the pair (gij, sij) is natural by a constant µ = εc2 (ε = ±1, c > 0) , if and only if there exists
a Finsler tensor field tij of type (1, 1) satisfying

εtirt
r
j = δi

j, εgpqt
p
it

q
j = gij. (2.8)

The correspondence between tij and sij in Proposition 2.3 is given by

tij = cgirsrj, sij =
1

c
girt

r
j. (2.9)

Remark 2.1 If ε = −1, then µ = −c2 and tij is an almost complex Finsler structure
f i

j : f 2 = −I, (n = 2m) . In this case, the natural pair (gij, sij) is called of elliptical type,
or a (g, f , –1)−structure (cf. with Gh. Atanasiu [12], Gh. Atanasiu, M. Hashiguchi, R.
Miron [3]), or an anti-Hermitian structure:

f i
rf

r
j = −δi

j, gpqf
p
if

q
j = −gij. (2.10)

Remark 2.2 If ε = +1, then µ = c2 and tij is an almost product Finsler structure
pi

j : p2 = I. In this case, the natural pair (gij, sij) is called of hyperbolical type, or a
(g, p, +1)−structure (see [12], [3]:

pi
rp

r
j = δi

j, grtp
r
ip

t
j = gij. (2.11)

Using Proposition 2.3 we can show that for a natural pair (elliptic or hyperbolic) with a
constant µ 6= 0 the equations (2.3) and (2.4) have solutions and their general forms are given
by

Theorem 2.2 Let F Γ̊ (N) =
(
F̊ i

jk, C̊
i
jk

)
be a fixed Finsler connection. For a natural pair

with a constant µ 6= 0 of Finsler metric gij, sij, there exists a Finsler connection FΓ (N) =
(F i

jk, C
i
jk) compatible with the pair and the set of all such connections is given by

F i
jk = F̊ i

jk +
1

2

(
girg

rj
◦
pk

+ Λ
1

ip
qjs

qts
tp
◦
pk

)
+ Λ

1

ip
qjO

1

qr
tpX

t
rk,

Ci
jk = C̊i

jk +
1

2

(
girgrj

◦
|k +Λ

1

ip
qjs

qtstp

◦
|k

)
+ Λ

1

ip
qjO

1

qr
tpY

t
rk,

(2.12)

where X i
jk, Y

i
jk are arbitrary Finsler tensor fields.
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3 The case of Finsler metric with an additional structure

The previous results for a pair of Finsler metrics gij(x, y), sij(x, y) are generalized to the
case sij(x, y) is degenerate.

Let a Finsler space (M, gij) admit a symmetric and degenerate Finsler tensor field
sij(x, y) :

sij = sji (3.1)

rank (sij) = n− k, (3.2)

where k is an integer and 0 < k < n. Then (M, gij) is called to have an additional structure
of index k. The case of a Finsler metric sij (x, y) is contained in the following duscussions
as the exceptional case k = 0.

The matrix (gij) has the inverse
(
gjk

)
, but the matrix (sij) is not regular. So we shall

construct some matrix
(
sjk

)
which plays the role similar to the inverse matrix. (see, V.

Oproiu [11], [12]). Because (gij) is positive-definite, then on each local chart there are exaktly
k independent Finsler vector fields ξi

a (a = 1, ..., k) with the properties

sijξ
i
a = 0, gijξ

i
aξ

j
b = δab (a, b = 1, ..., k) . (3.3)

Then we define local Finsler covector fields ηa
i (a = 1, ..., k) by

ηa
i = gijξ

j
a. (3.4)

If we define local Finsler tensor fields lij and mi
j by

lij = Σ
a
ξi
aη

a
i , mi

j = δi
j − lij, (3.5)

then lij and mi
j are independent on the choice of ξi

a and globally defined as the respective
projectors on the kernel K of the mapping sij : ξj

a −→ sijξ
j
a and the orthogonal H to K with

respect to gij. Then a global Finsler tensor field sjk is uniquely determined from (gij, sij) by

sijs
jk = mk

i, lijs
jk = 0. (3.6)

A Finsler connection of a Finsler space (M, gij) with an additional structure sij is called
compatible with the pair (gij, sij) , if it satisfies (2.1) . Then the condition that a Finsler
connection FΓ is compatible with the pair (gij, sij) is given by Theorem 2.1, if we define
V i

jk, Ṽ
i
jk by

V i
jk = −1

2

(
sirs

rj
◦
pk

+ 3litl
t

j
◦
pk
− li

j
◦
pk

)
,

Ṽ i
jk = −1

2

(
sirsrj̊|k + 3litl

t
j̊|k − lij̊|k

)
,

(3.7)

and Obata’s operators O
α

pq
ij (α = 1, 2) by

O
1

pq
ij =

1

2

(
δp
i δ

q
j − δp

i l
q
j − lpi δ

q
j + 3lpi l

q
j − sijs

pq
)
,

O
2

pq
ij =

1

2

(
δp
i δ

q
j + δp

i l
q
j + lpi δ

q
j − 3lpi l

q
j + sijs

pq
)
,

(3.8)
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and impose on the Bi
jk and Di

jk the additional conditions:

lristjB
t
rk = −lris

rj
◦
pk

, lristjB
t
rk = −lrisrj̊|k,

litm
r
jB

t
rk = −litl

t

j
◦
pk

, litm
r
jD

t
rk = −litltj̊|k.

(3.9)

If we define the naturality of a pair (gij, sij) by (2.5), or equivalently (2.6) where O
α

pq
ij

are defined by (3.8), then Propositions 2.1 and 2.2 still hold. Corresponding to Proposition
2.3, the condition that a Finsler space (M, gij) admits an additional structure sij of index k
such that the pair (gij, sij) is natural by a constant µ = εc2 (ε = ±1, c > 0) is given by the
existence of a Finsler tensor field tij of type (1, 1) , k Finsler vector fields ξi

a (a = 1, ..., k) and
k Finsler covector fields ηa

i (i = 1, ..., k) satisfying

εtirt
r
j = δi

j − ξi
aη

a
j , εgpqt

p
it

q
j = gij − Σ

a
ηa

i η
a
j ,

ηa
i t

i
j = 0, tijξ

j
a = 0, ηa

i ξi
b = δa

b .
(3.10)

Remark 3.1 If ε = −1, then µ = −c2 and tij is an degenerate almost complex Finsler
structure f i

j (x, y) :

f i
rf

r
j = −δi

j + ξi
aη

a
j , gpqf

p
if

q
j = −gij + Σ

a
ηa

i η
a
j ,

ηa
i f

i
j = 0, f i

jξ
j
a = 0, ηa

i ξ
i
b = δa

b .
(3.11)

In this case we have a (g, f, ξ, η,−1)−structure, [10], [9].
Remark 3.2 If ε = +1, then µ = c2 and tij is an degenerate almost product Finsler

structure pi
j (x, y):

pi
rp

r
j = δi

j − ξi
aη

a
j , grtp

r
ip

t
j = gij − Σ

a
ηa

i η
a
j ,

ηa
i p

i
j = 0, pi

jξ
j
a = 0, ηa

i ξ
i
b = δa

b .
(3.12)

and we have a (g, p, ξ, η, +1)−structure, [3], [9].
The existence and arbitrariness of Finsler connections compatible with a pair (gij, sij)

with a constant µ 6= 0, is given by

Theorem 3.1 Let FΓ
(
N̊

)
=

(
F̊ i

jk, C̊
i
jk

)
be a fixed Finsler connection. There exists

a Finsler connection FΓ (N) = (F i
jk, C

i
jk) compatible with the pair and the set of all such

connections is given by

F i
jk = F̊ i

jk +
1

2

[
girg

rj
◦
pk

+ Λ
1

ip
qj

(
sqts

tp
◦
pk

+ 3lqtl
t

p
◦
pk
− lq

p
◦
pk

)]
+ Λ

1

ip
qjO

1

qr
tpX

t
rk ,

Ci
jk = C̊i

jk +
1

2

[
girgrj̊|k + Λ

1

ip
qj

(
sqtstp̊|k + 3lqtl

t
p̊|k − lqp̊|k

)]
+ Λ

1

ip
qjO

1

qr
tpY

t
rk.

(3.13)

where O
1

pq
ij is given by (3.8) and X i

jk, Y
i
jk are arbitrary Finsler tensor fields.

Lastly, it is noted whether the naturality is necessary in order that the system of equations
(2.3), (2.4), (3.9) with unknowns Bi

jk, D
i
jk has a solution is an open problem.
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Let E be the (m+n)-dimensional total space of a vector bundle (E, p,M), dim M = n, a given
fixed nonlinear connection N on E and a given (h, v)-metrical structure G ∈ T 0

2 (E). In the paper,
we determine the Einstein equations of an h- and v-semisymmetric metrical distinguished connection
on E = TM , if n = 4, for a Riemann – local Minkowski model.

1 Vector bundles. Distinguished linear connections ( [11])

Let ξ = (E, p, M) be a vector bundle with dim E = m + n, p : E → M , where M is a
n-dimensional smooth differentiable manifold. If N is a nonlinear connection on E and V is
a complementary vertical distribution of N then,

TuE = HuE ⊕ VuE, ∀u ∈ E. (1.1)

Definition 1.1 A linear connection D on E is called distinguished linear connection or
d-connection if the linear connection D preserves by parallelism the horizontal and vertical
distributions:

DZX ∈ HE, DZY ∈ V E, ∀X ∈ HE, Y ∈ V E, Z ∈ X (E) . (1.2)

For a d-connection D we have the unique decomposition

D = DH + DV . (1.3)

where DH and DV are the h- and v-covariant derivatives on X (E)
We denote by XH

(
XV

)
and ωH

(
ωV

)
, the horizontal (vertical) components of X ∈ X (E)

respectively ω ∈ X ∗ (E)
In the local coordinates (xi, ya) of point u (uα) ∈ E, α = 1,m + n, i = 1, n, a = 1,m,

we have
(
δi, ∂̇a

)
, (dxi, δya) the adapted frames to N (Na

i (x, y)):

δi = ∂i −Na
i (x, y) ∂̇a, δya = dya + Na

i (x, y) dxi, (1.4)(
δi = δ/δxi, ∂i = ∂/∂xi, ∂̇a = ∂/∂ya

)
.

Then,
(
Li

jk (x, y) , La
bk (x, y) , C i

jc (x, y) , Ca
bc (x, y)

)
are the local components of a

d-connection DΓ (N) .

Dδk
δj = Li

jk (x, y) δi, D∂̇c
δj = Ci

jcδi, (1.5)

Dδk
∂̇b = La

bk (x, y) ∂̇a, D∂̇c
∂̇b = Ca

bc∂̇a.

Also, we denote by: T i
jk, R

a
jk, P

a
jc, C

i
jc, S

a
bc, the local components of five d-tensor fields

of torsion of d-connection DΓ(N), (1.4) and with: Rj
i
kh, Rb

a
jk, P j

i
kd, P b

a
kd, Sj

i
cd, Sb

a
cd, the

local component of six d-tensors fields of curvature of d-connection DΓ(N), (1.4).
The Algebra of d-tensor fields on E is locally generated by

{
1, δi∂̇a

}
over the differentiable

functions F (E).
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2 Metrical structures and metrical d-connections on E ( [11])

We will consider a given fixed nonlinear connection N on E with the local components
Na

i (x, y) and a given (h, v)−metrical structure G ∈ τ 0
2 (E) :

G = gij (x, y) dxi ⊗ dxj + hab (x, y) δya ⊗ δyb, (2.1)

where

gij (x, y) = gji (x, y) , rank ‖gij (x, y)‖ = n, (2.2)
hab (x, y) = hba (x, y) , rank ‖hab (x, y)‖ = m

Obviously, we have

G
(
XH , Y V

)
= 0, ∀X ∈ HE, Y ∈ V E, (2.3)

in other words, the distributions H and V are orthogonal with respect to G given by (2.1).
Remark If E = TM, there exist metrics of type (2.1) wich satisfy (2.2). Indeed, we

shall consider a Lagrange (Finsler) structure gij (x, y) on TM and by Sasaki-Matsumoto lift:

G = gij (x, y) dxi ⊗ dxj + gij (x, y) δyi ⊗ δyj (2.4)

is obtained a metric of type (2.1) wich satisfy the relation (2.2).
Conversly, if G ∈ τ 0

2 (E) is a metric on E, then there exists a nonlinear connection
N

(
Na

i (x, y)
)
given by G

(
XH , Y V

)
= 0.

Definition 2.1 A d-connexion D on E is called a metrical d-connexion with respect
to G ∈ τ 0

2 (E) given by (2.1), if DXG =0, ∀X ∈ X (E) .

Proposition 2.1 A d-connexion D on E it is metrical if and only if

DH
XGH = 0, DH

XGV = 0, DV
XGH = 0, DV

XGV = 0, ∀X ∈ X (E) , (2.5)

where GH = gij (x, y) dxi ⊗ dxj is the horizontal part and GV = hab (x, y) δya ⊗ δyb is the
vertical part of G given by (2.1).

Proposition 2.2 There exists a metrical d−connection on E which dependes only
Na

i (x, y) , gij (x, y) and hab (x, y) . This is given by

M

Li
jk (x, y) = 1/2gih (δjghk + δkgjh − δhgjk) , (2.6)

M

La
bk (x, y) = ∂̇bN

a
k + 1/2had

(
δkhbd − hbc∂̇dN

c
k − hcd∂̇bN

c
k

)
,

M

Ci
jc (x, y) = 1/2gih∂̇cgjh,

M

Ca
bc (x, y) = 1/2had

(
∂̇bhdc + ∂̇chbd − ∂̇dhbc

)
,

where ‖gij‖ = ‖gij‖−1 ,
∥∥hab

∥∥ = ‖hab‖−1.
The distinguished metrical d-connection (2.4) is said to be Miron connection of G and

it will denoted by MDΓ (N) .

Proposition 2.3 There exists an unique metrical d−connection DΓ (N) =(
Li

jk, L
a
bk, C

i
jc, C

a
bc

)
on E for which:

La
bk (x, y) =

M

La
bk (x, y) , C i

jc (x, y) =
M

Ci
jc (x, y) (2.7)
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and the d-tensor fields T i
jk, S

a
bc are prescribed. This connection is given by (2.5) and

Li
jk (x, y) =

M

Li
jk (x, y) + 1/2gir

(
grhT

h
jk − gjhT

h
rk + gkhT

h
jr

)
,

Ca
bc (x, y) =

M

Ca
bc (x, y) + 1/2had

(
hdfS

f
bc − hbfS

f
dc + hcfS

f
bd

)
.

(2.8)

The metrical distinguished connection given by (2.5) and (2.6) will be called generalized
Miron connection of the metric G given by (2.1) and it will denoted by GMDΓ (N) .

We note
ε (x, y) =< y, y >= hab (x, y) yayb (2.9)

the absolut energy of vertical part GV and

h∗ab (x, y) =
1

2

∂2ε

∂ya∂yb
. (2.10)

Definition 2.2 The d-tensor field hab (x, y) δya⊗ δyb is said to be weakly regular if the
d-tensor field with components h∗ab (x, y) given by (2.8) is nondegenerate, i.e. det ‖h∗ab (x, y)‖ 6=
0, where E = TM.

Theorem 2.1 (R. Miron, [10] ; see also [11] pg. 127 and [12]) If hab (x, y) δya ⊗ δyb is
a weakly regular v-metric on E = TM then the functions

Na
i (x, y) = ∂̇bG

a (x, y) δb
i , Ga =

1

2
h∗ab

[(
∂̇b∂kε

)
δk
c y

c − (∂kε) δk
b

]
, (2.11)

are the coefficients of a nonlinear connection completely determined by hab (x, y) .

3 h- and v-semisymmetric metrical d-connections and their transformations

Definition 3.1 A metrical d-connection on E is said to be h-semisymmetric if

T i
jk = σjδ

i
k − σkδ

i
j, (3.1)

and v-semisymmetric if
Sa

bc = τbδ
a
c − τcδ

a
b , (3.2)

where σi, τa are d-covector fields on E.

Theorem 3.1 There exists on E an unique metrical d-connection both h-and v-
semisymmetric, DΓ (N) =

(
Li

jk, L
a
bk, C

i
jc, C

a
bc

)
, with prescribed d-covector fields σi, τa. That

d-connection is given by (2.5) and

Li
jk = 1

2
gih

(
δjghk + δkgjh − δhgjk

)
+ σjδ

i
k − gjkσ

i,

Ca
bc = 1

2
had

(
∂̇bhdc + ∂̇chbd − ∂̇dhbc

)
+ τbδ

a
c − hbcτ

a,
(3.3)

where σi = gijσj and τa = habτb.

Now, we have the following interesting transformations of h- and v-semisymmetric
metrical d-connections.
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Theorem 3.2 The transformations of h-and v-semisymmetric metrical d-connections,
which preserve the nonlinear connection N,DΓ (N) −→ DΓ̄ (N) , are given by

L̄i
jk = Li

jk + pjδ
i
k − gjkp

i,

L̄a
bk = La

bk,

C̄i
jc = Ci

jc,

C̄a
bc = Ca

bc + qbδ
a
c − hbcq

a,

(3.4)

where pi = gijpj, q
a = habqb and pi, qa are arbitrary d-covector fields on E.

We shall denote these transformations by t (p, q) .

Theorem 3.3 The set of all transformations t (p, q) given by (3.4) is a transformations
group GN of the set of all h- and v-semisymmetric metrical d-connections, with respect to
(2.1) , together with the mapping product

t (p′, q′) ◦ t (p, q) = t (p + p′, q + q′) .

This group GN is an Abelian group and acts on the set of all h-and v-semisymmetric metrical
d-connections, having the same nonlinear connection, transitively.

If we investigate the influences for the torsion and curvature tensor fields, we have
Theorem 3.4 The following d-tensor fields

Ra
jk, P a

jc, C i
jc

T i
jk − 1

n−1

(
Tjδ

i
k − Tkδ

i
j

)
, Sa

bc − 1
m−1

(Sbδ
a
c − Scδ

a
b ) ,(

Tj = T k
jk, Sb = Sc

bc

)
,

(3.5)

are invariants with respect to transformations of the group GN .

Theorem 3.5 For n > 2, m > 2, the following d-tensor fields Hj
i
kl,M b

a
cd of h- and

v-semisymmetric metrical d-connections, are invariants of the group GN :

Hj
i
kl = Rj

i
kl + 2 A

(k,l)

{
Ω
1

si
jk [Rsl −Rgsl/2 (n− 1)]

}
/ (n− 2) , (3.6)

M b
a
cd = Sb

a
cd + 2 A

(c,d)

{
∧
1

cd
bc [Sed − Shed/2 (m− 1)]

}
/ (m− 2) , (3.7)

where we denoted the alternation operator by A, the Obata operators Ω
1
and ∧

1
of gij and hab

respectively, by:

Ω
1

ij
kl =

1

2

(
δi
kδ

j
l − gklg

ij
)
, ∧

1

ab
cd =

1

2

(
δa
c δ

b
d − hcdh

ab
)
,

and
Rjk = Rj

l
kl, Sbc = Sb

d
cd, R = gijRij, S = habSab.

Theorem 3.6 We have

Hj
i
kl =

M

Hj
i
kl, M b

a
cd =

M

M b
a
cd, (3.8)

where
M

Hj
i
kl,

M

M b
a
cd are construct by means of the Miron connection of G, MDΓ (N) , given

by (2.4) .
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Proof. We consider (3.3) as a transformation of h- and v-semisymmetric metrical d-
connections MDΓ (N) −→ DΓ (N) and we obtain (3.8) , with respect to (3.6) , (3.7)

By straightforward calculus, we get:
Theorem 3.7 If the Miron connection, MDΓ (N) , (2.4) , has the properties of h− and

v-isotropie:
M

Rj
i
kl = h (x, y)

(
gjkδ

i
l − gjlδ

i
k

)
,

M

S b
a
cd = v (x, y) (hbcδ

a
d − hbdδ

a
c ) (3.9)

then, we have
Hj

i
kl = 0, M b

a
cd = 0 (3.10)

4 The Riemann-local Minkowski model of relativity
with h- and v-semisymmetric torsions

In this Section, we consider E = TM, dim M = n.
If hab (x, y) = hab (y) , the metric G given by (2.1) is called v-local Minkowski
We have
Theorem 4.1 If the metric structure G given by (2.1) is h-Riemannian, v-locally

Minkowski and hab (y) is weakly regular, then:
I) The h- and v-semisymmetric metrical d-connection, compatible with respect to G,

that corresponds to the 1-forms σi (x, y) = σi (x) , τa (x, y) = τa (y) has the coefficients given
by

L̂i
jk = γi

jk + σjδ
i
k − gjkσ

i, (4.1)

L̂a
bk = 0,

Ĉa
jc = 0,

Ĉa
bc = γa

bc + τbδ
a
c − hbcτ

a,

here γi
jk and γa

bc are the Levi-Civita connections corresponding to the gij (x) and hab (y) ,
respectively.

II) d-tensor fields of (4.1) are

T̂ i
jk = σjδ

i
k − σkδ

i
j, (4.2)

R̂a
jk = 0, Ĉi

jc = 0, P̂ a
jc = 0,

Ŝa
bc = τbδ

a
c − τcδ

a
b .

III) d-curvature fields of (4.1) are

R̂j
i
kl = rj

i
kl + 2 A

(k,l)

{
Ω
1

si
jkσsl

}
, (4.3)

R̂b
a
kl = 0, P̂ j

i
kd = 0, P̂ b

a
kd = 0, Ŝj

i
cd = 0,

Ŝb
a
cd = sb

a
cd + 2 A

(c,d)

{
∧
1

fa
bcτfd

}
,

where we denoted A, Ω
1
, ∧

1
, as in Theorem 3.6, by rj

i
kl, sb

a
cd the tensor fields of curvatures

of γi
jk, γ

a
bc respectively, and

σij = σibp j − 2σiσj + gijα, 2α = gijσiσj, (4.4)

τab = τ
ab| b − 2τaτb + habβ, 2β = habτaτb;
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( here p̂ and |̂ denote the h- and v-covariante derivatives with respect to DΓ̂, (3.4)).

Remark 4.1 For d-connection (4.1), h (h)-torsion and h (hh)-curvature are internal,
only and v (v)-torsion and v (vv)-curvature are external, only.

Let G be a metrical h-Riemannian, v-locally Minkowski on E = TM, v-weakly regular
(Theorem 2.1) and we denote rij = ri

k
jk, r = gijrij, sab = sa

c
bc, s = habsab, etc.

Taking into account the results of [1] and [2] (see, also [5] and [11] , pg.83), we obtain
Theorem 4.2 The Einstein equations of d-connection DΓ̂, (4.1) of Riemann-local

Minkowski metric G, (2.1), are given by

rjk − 1
2
(r + s) gjk − (n− 2)

(
σjk − 1

2
σgjk

)
+ 1

2
(m− 1) τgjk = κ

1

T jk,

sbc − 1
2
(s + r) hbc − (m− 2)

(
τbc − 1

2
τhbc

)
+ 1

2
(n− 1) σhbc = κ

4

T bc,
(4.5)

where κ is constant,
1

T ij,
2

T ij = 0,
3

T ib = 0,
4

T ab are the components in the adapted basis of the
energy-momentum tensor field

T =
1

T ijdxi ⊗ dxj +
4

T abδy
a ⊗ δyb, (4.6)

σ = 2gijσij, τ = 2habτab. (4.7)

Theorem 4.3 The conservation law in this model is given by
[
ri
j −

1

2
rδi

j − (n− 2)

(
σi

j −
1

2
σδi

j

)]

bpi
= 0,

[
sa

b −
1

2
sδa

b − (m− 2)

(
τa
b −

1

2
τδa

b

)]

b|a
= 0

(4.8)

where
ri
j = gikrkj, σi

j = gikσkj, sa
b = hacscb, τa

b = hacτcb. (4.9)

Theorem 4.4 The divergence of energy-momentum tensor is as follows

(
Div

1

T
)

j
=

1

κ
Uj = 0,

(
Div

4

T
)

b
=

1

κ
Ub = 0, (4.10)

where (
Div

1

T
)

j
=

1

T i
jbp i,

(
Div

4

T
)

b
=

4

T a

bb| a

and

Uj =
1

2
σi

(
ri
j −

1

2
σδi

j

)
+ (n− 2)

[
σi (∂iσj − ∂jσi)− 1

2
(∂jα− 3ασj)

]
, (4.11)

Ub =
1

2
τa

(
sa

b −
1

2
τδa

b

)
+ (m− 2)

[
τa

(
∂̇aτb − ∂̇bτa

)
− 1

2

(
∂̇bβ − 3βτb

)]
.

Generally, the equations (4.4) are not identically satisfied. Therefore, we need to find the
conditions for 1-forms σi and τa, such that the conservation law to be satisfied.

In this aim, if we denote by q the covariant derivative with respect to Levi-Civita
connection γi

jk of gij (x) and with ‖ the covariant derivative with respect to Levi-Civita
connection γa

bc of hab (y), we obtain
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Theorem 4.5 The conservation law in the Riemann-local Minkowski model with h- and
v-semisymmetric torsions is satisfied, if and only if the fields of 1-forms σi and τa satisfies
the equations

(
ri
j − 1

2
rδi

j

)
σi + (n− 2) [σjqiσ

i + σσj + (n− 4) ∂jα− 3 (n− 3) σjα] = 0,

(
sa

b − 1
2
sδa

b

)
τa + (m− 2)

[
τb‖aτa + ττb + (m− 4) ∂̇bβ − 3 (m− 3) τbβ

]
= 0.

(4.12)

Now, we consider dim M = 4. We have, also m = 4.
Taking into account the above notations, we obtain:
Theorem 4.6 LetG be a Riemannian-locally Minkowski structure on E = TM , dim M =

4, v-weakly regular. Then:
(i) The Einstein equations of the d-connection (4.1) are given by:

rjk − 1

2
(r + s− 2σ − 3τ) gjk − 2σjk = κ

1

T jk, (4.13)

sbc − 1

2
(r + s− 2τ − 3σ) hbc − 2τbc = κ

4

T bc.

(ii) The conservation law is given by:
[
ri
j −

1

2
(r − 2σ) δi

j − 2σi
j

]

bp i
= 0, (4.14)

[
sa

b −
1

2
(s− 2τ) δa

b − 2τa
b

]

b| a
= 0.

(iii) The conservation law is satisfied if and only if the fields of 1-forms σi (x) and
τa (y) satisfies the equations

(
ri
j −

1

2
rδi

j

)
σi + 2

[
σj q iσ

i + (σ − 3α) σj

]
= 0, (4.15)

(
sa

b −
1

2
sδa

b

)
τa + 2

[
τb ‖ aτ

a + (τ − 3β) τb

]
= 0.
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For Randers and Kropina Finsler spaces are described the extended equations of minimal
and CMC hypersurfaces. For the Berwald-Moor type Finsler metric are then considered different
types of symmetric polynomials generating the fundamental function and classes of CMC surfaces
are evidentiated. Maple 9.5 representations of indicatrices point out structural differences among
Berwald-Moor fundamental functions of different order, leading to different CMC approaches.
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1 Introduction

Recently Z. Shen ( [16]), and further M. Souza and K. Tenenblat ( [17]) have investigated
minimal surfaces immersed in Finsler spaces from differential geometric point of view. Still,
earlier rigorous attempts using functional analysis exist in the works of G. Bellettini and
M. Paolini (after 1995, e.g., [7–9]). In 1998, based on the notion of Hausdorff measure, Z. Shen
( [16]) has introduced the notion of mean curvature on submanifolds of Finsler spaces as
follows.

If (M̃, F̃ ) is a Finsler structure, and ϕ : (M, F ) → (M̃, F̃ ) is an isometric immersion
(hence F is induced by F̃ ), then the mean curvature of M is given by ( [16, (57), p. 563])

Hϕ(X) =
1

G

(
G;xi −G;zi

azj
b
ϕj

;uaub −G;xjzi
a
ϕj

;ua

)
X i,

where lower indices stand for corresponding partial derivatives and:
• (ua, vb)a,b∈1,n are local coordinates in TM (dim M = n);
• (xi, yj)i,j∈1,m are local coordinates in TM̃ (dim M̃ = m);
• zi

a are the entries of the Jacobian matrix [J(ϕ)] = (∂ϕi/∂ua)a=1,n, i=1,m;
• ϕt : M → M̃, t ∈ (−ε, ε), ϕ0 = ϕ, is the variation of the surface;
• X is the vector field Xx = ∂ϕt

∂t
| t=0 (x) induced along ϕ attached to the variation;

• G is the Finsler induced volume form

Gẽ(z) =
vol[Bn]

vol{(va) ∈ Rn | F̃ (vazi
aẽi) ≤ 1} , (1.1)

where z = (zi
a)a=1,n, i=1,m ∈ GLm×n(R), ẽ = {ẽi}i=1,m is an arbitrary basis in Rm and

Bn ⊂ Rn is the standard Euclidean ball.

It was proved that the variation of the volume in M reaches a minimum for Hϕ = 0 ([16]).
Recent advances in constructing minimal surfaces (n = 2) based on (1.1) were provided in
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( [17]), by characterizing the minimal surfaces of revolution in Randers spaces (M̃ = R3, F̃ )
with the Finsler (α, β)-fundamental function

F̃ (x, y) = α(x, y) + β(x, y), α(x, y) =
√

aij(x)iyj, β(x, y) = bi(x)yi,

for the particular case when aij = δij (the Euclidean metric) and β = b · dx3, with b ∈ [0, 1).

We further consider a real smooth manifold M̃ of dimension n+1 endowed with a positive
1-homogeneous locally Minkowski Finsler fundamental function F : TM̃ → R ( [MA]).

2 Generalized Randers-Kropina hypersurfaces ( [4])

Let H = Im ϕ, ϕ : D ⊂ Rn → M̃ = Rn+1 be a simple hypersurface. We denote zi
α =

∂ϕi

∂uα , u = (u1, . . . , un) ∈ D. We shall further determine the volume of the body Q ⊂ Tϕ(u)H

bounded by the induced on Tϕ(u)H indicatrix from M̃

Σ∗ = Tϕ(u)H ∩ {y ∈ Tϕ(u) Rn+1|F (y) = 1}.

If v = vα ∂
∂uα ∈ TuD, then ϕ∗,u(v) = zi

αvα ∂
∂yi

∣∣∣
ϕ(u)

∈ Tϕ(u)H and hence at some fixed point

u ∈ D, Q is given by
Q = {v ∈ TuD | F (ϕ(u), ϕ∗,u(v)) ≤ 1}.

We have the following:

Theorem 1. If the body Q is given by

Q :
n∑

i=1

(zi
αvα)2 + µ(zn+1

α vα)2 + 2νzn+1
α vα + ρ ≤ 0, (2.1)

where µ, ν, ρ ∈ R , then

V ol(Q) =





V ol(Bn)√
δ · (1 + τ)(n+1)/2

·
(

ν2τ

µ− 1
− ρ(1 + τ)

)n/2

, for µ 6= 1

V ol(Bn) · (−ρ + ν2zn+1
a zn+1

b hab)n/2

√
δ

, for µ = 1,

(2.2)

where τ and δ are given by (2.3).

τ = (µ− 1)zn+1
a zn+1

b hab, δ = det(hab)a,b=1,n, (2.3)

and Bn ⊂ Rn is the standard n-dimensional ball and hab is the dual of hab (hashsb = δa
b ).

In particular, we obtain the following result:

Corollary 1. a) In the Randers case

F (x, y) =

√√√√
n+1∑
i=1

(yi)2 + byn+1, b ∈ [0, 1), (2.4)

we obtain the known result ( [17, (5), p. 627]),

V ol(QR) =
V ol(Bn)√

δ(1− b2zn+1
a zn+1

b hab)(n+1)/2
.
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b) In the Kropina case

F (x, y) = (byn+1)−1 ·
n+1∑
i=1

(yi)2, b ∈ [0, 1), (2.5)

we have

V ol(QK) =
V ol(Bn)

(
b2

4
zn+1

a zn+1
b hab

)n/2

√
δ

.

Remarks. In the Kropina case, the function G in (1.1) has the expression

G =
V ol(Bn)

V ol(QK)
=

√
δ

(zn+1
a zn+1

b hab · b2/4)n/2
= 2n · CB−n/2,

where we have used the notations from [17], B = b2zn+1
a zn+1

b hab, C =
√

δ. Then the mean
curvature vector field has the components

H̄i =
1

G

(
∂2G

∂zi
εz

j
η

· ∂2ϕ

∂uε∂uη

)
, i = 1, n + 1,

and the volume form of the hypersurface H is

dVF =

√
δ

(
b2

4
zn+1

a zn+1
b hab

)n/2
du1 ∧ · · · ∧ dun.

Theorem 2. The mean curvature vector field of the hypersurface M in the Kropina space
M̃ = Rn+1 with the fundamental function (2.5) has the following expression in terms of B
and C

Hi = 2nB−(n+4)/2
[

∂2C

∂zi
ε∂zj

η
B2 + n(n+2)

4
C ∂B

∂zi
ε

∂B

∂zj
η
−

−nB
2

(
∂C
∂zi

ε

∂B

∂zj
η

+ ∂C

∂zj
η

∂B
∂zi

ε
+ C ∂2B

∂zi
ε∂zj

η

)]
∂2ϕ

∂uε∂uη , i = 1, n + 1.

Corollary 2. The mean curvature vector field of the surface M in the Kropina space
M̃ = Rn+1 with the fundamental function (2.5) has the following expression

Hi = 4C
E3

[
6E2 ∂C

∂zi
ε

∂C

∂zj
η

+ 2C2 ∂E
∂zi

ε

∂E

∂zj
η
− C2E ∂2E

∂zi
ε∂zj

η
−

−3CE
(

∂E
∂zi

ε

∂C

∂zj
η

+ ∂E

∂zj
η

∂C
∂zi

ε

)
+ 3E2C ∂2C

∂zi
ε∂zj

η

]
∂2ϕ

∂uε∂uη , i = 1, n + 1,
(2.6)

where

E = b2

3∑

k=1

2∑

α,β=1

(−1)α+βzk
α̃zk

β̃
z3

αz3
β, α̃ = 3− α.

Corollary 3. The mean curvature of the surface M in the Kropina space (2.5) is
H∗ = HiX

i, where Hi are given by (2.6),

X ∈ Ker(G∗Z1) ∩Ker(G∗Z2) ∩ {y ∈ Tϕ(u)M̃ | F (y) = 1},

Z1 = (z1
1 , z

2
1 , z

3
1), Z2 = (z1

2 , z
2
2 , z

3
2), and G∗v is defined by the equality (G∗v)(v′) = 〈v, v′〉F =

1
2

∂F 2

∂yi∂yj v
iv′j.
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Corollary 4. Let M = Σ = Im ϕ be a surface of revolution described by

ϕ(t, θ) = (f(t) cos θ, f(t) sin θ, t), (t, θ) ∈ D = R × [0, 2π).

Then M is minimal iff the function f satisfies the ODE

1 + f ′2 = 3ff ′′(1 + 2f ′2).

3 The Berwald-Moor Finsler case

We shall further point out the obstructions present in the case of a Berwald-Moor
Finsler metric and evidentiate the means of construction of spatial and temporal CMC and
minimal surfaces. The substantial difference between the Randers-Kropina framework and
the Berwald-Moor Finsler metric relies in the fact that the indicatrix Σ : F (x, y) = 1, x ∈ M
is in general noncompact for all values of x. Hence, one may not talk about the volume
contained inside this hypersurface Σ, which in the latter case extends to infinity and the
volume is provided by a divergent integral.

However, specializing to certain temporal or spatial slices, one may define within them
CMC or minimal submanifolds of codimension 1, in particular surfaces.First we note that in
the case of Minkowski Finsler metrics of Berwald Moor type

F (x, y) = k
√

Pk(y1, . . . , yn), (dim M = n ≥ 3),

provided by appropriate order square roots of homogeneous polynomials Pk, even in the case
when the indicatrix Σ is compact and strongly convex, e.g.,

F (x, y) = 2k
√

(y1)2k + · · ·+ (yn)2k, (k ≥ 2), (3.1)

the task of computing the volume bounded by Σ becomes difficult for higher orders k (see
Appendix I). This points out once more that from technical point of view choosing an
appropriate submanifold which would decrease the dimension, is a desirable attempt.

We shall discuss further several cases of nonpositive signature of the Finsler metric tensor
field given by the halved y-Hessian of F 2.

1. The H(4) ∼ R ⊕ R ⊕ R ⊕ R - type Berwald-Moor Minkowski - Finsler metrics [11]:

F2(y) =
√
|(a + b)(c + d) + ab + cd|,

F3(y) = 3
√
|ab(c + d) + cd(a + b)|,

F4(y) = 4
√
|abcd|,

(3.2)

where n = 4, y = (y1, y2, y3, y4) = (a, b, c, d) ∈ Tp(R4). After performing the Hadamard

change of basis of matrix C = 1
4

(
A A

A −A

)
, with A =

(
1 1

1 −1

)
given by yT = CŷT ,

ŷ = (t, x, y, z), the functions (3.2) transform into

F̂2(ŷ) =
√
|6t2 − 2(x2 + y2 + z2)|,

F̂3(ŷ) = 3
√
|8xyz + 4t(t2 − x2 − y2 − z2)|,

F̂4(ŷ) = 4
√
|x4 + y4 + z4 + t4 + 8txyz − 2[(x2 + y2)(z2 + t2) + x2y2 + z2t2]|.
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Hence for F̂2 one might consider the slice submanifold ŷ1 ≡ t = const where the CMC
imbedded surfaces are the Euclidean ones.

For F̃4, besides considering the spatial slices vi = const, (i ∈ 1, 4) one might look for
subclasses of CMC surfaces which satisfy additional PDEs, by reformulating the energy-
minimizing problem using Lagrange multipliers imposed, e.g., by

(v1)4 + · · ·+ (vn)4 ≡ F̃4(ŷ)|ŷi=(C−1)i
jzj

αvα, i=1,4 ,

or, for the initial basis,

(v1)4 + · · ·+ (vn)4 ≡ (z1
αvα)(z2

βvβ)(z3
γv

γ)(z4
δv

δ),

where the Greek indices run through 1, n, with n ≥ 1.

2. In general, for m ≥ 3 and Berwald-Moor metrics of type (3.1), valid additional PDEs
which impose the change of energy to provide surface-like CMC surfaces are

(v1)2k + · · ·+ (vn)2k ≡ F (y)|yi=zi
αvα, i=1,m ,

with the same conventions as above.

3. A notable difference exhibited by Berwald-Moor Finsler fundamental functions

F (v) = k
√

(v1)k + . . . + (vn)k, n ∈ {2, 3} (3.3)

and hence, by their indicatrices, is the dependence of the topologic properties on the index
k. For k even, the indicatrices are compact and have a strictly convex interior set, while for k
odd, the indicatrices are unbounded and define no finite volume. This is illustrated for m = 2
by the following Maple plots of indicatrices F (v) = 1 with F provided by (3.3):

Berwald-Moor indicatrices (m = 2; even (k ∈ {2, 4, 6}) and odd (k ∈ {3, 5}) root index).

In higher dimensions (e.g. for m = 3) the topology strongly differs as well:
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Berwald-Moor indicatrices for k ∈ {2, . . . , 6} (m = 3)

Moreover, even for small even values of k, to compute the encompassed volume inside a
bounded indicatrix implies the usage of special functions. Though the case k = 2 is calssical,
providing volumes of (hyper)-spheres (V ol(Q)m=2,k=2 = π, V ol(Q)m=2,k=2 = 4π/3, etc), for
larger values of k we get results as:

V ol(Q)m=2,k=4 =
1

4
B

(
1

4
,
3

2

)
, V ol(Q)m=2,k=6 =

1

6
B

(
1

6
,
3

2

)
,

where B( · , · ) is the Bessel function.
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GEODETICS, CONNECTIONS AND JACOBI FIELDS
FOR BERWALD-MOOR QUARTIC METRICS

V. Balan1, N. Br̂ınzei2 and S. Lebedev3

For Finsler spaces (M,F ) with quartic metrics F = 4
√

Gijkl(x, y)yiyjykyl, we determine the
equations of geodesics and the corresponding arising geometrical objects-canonical spray, nonlinear
Cartan connection, Berwald linear connection – in terms of the non-homogenized flag Lagrange
metric hij = Gij00. Further, are studied the geodesics and Jacobi fields of the tangent space TM for
hv-metric models.

MSC2000: 53B40, 53C60, 53C22.

Key words: Berwald-Moor quartic metric, spray, nonlinear connection, linear connection,
geodesic, Jacobi field, flag metric.

1 The equations of geodesics in quartic Berwald-Moor spaces

Let (M,F ) be an n-dimensional Finsler space. We shall denote by (x, y) the local
coordinates on TM and by the signs ”, ” and ”; ” preceding an index, the partial derivative
relative to the corresponding component of x and of the direction y, respectively. Let Gijkl

be the local components of the 0-homogeneous 4-metric

Gijkl(x, y) =
1

4!
(F 4);ijkl. (1.1)

We denote by hij the flag non-homogenized metric

hij =
1

12
(F 4);ij (1.2)

which coincides with the tensor field y
(4)
ij from ( [9]). We shall further prove that hij is

nondegenerate. The link between the two tensors (1.1) and (1.2) is

hij = Gij00, Gijkl =
1

2
hij;kl

where the index 0 means transvection by y. We consider the Euler-Lagrange equation

d

dt

(
∂F

∂yi

)
− ∂F

∂xi
= 0 (1.3)

and we look for the solutions c : t ∈ [0, 1] → x(t) ∈ M , parametrized by arclength, this is,
v(t) = 1,∀t ∈ [0, 1], where

v(t) = F (x(t), y(t)), y(t) =
dx

dt
(t), ∀t ∈ [0, 1].

Then we have the following
1 Faculty of Applied Sciences, University Politehnica of Bucharest, Bucharest, Romania,

vbalan@mathem.pub.ro.
2 "Transilvania" University, Brasov, Romania, nico.brinzei@rdslink.ro.
3 Institute of Appl. Mathematics and Mechanics of Baumann Moskow State Technical University, Moscow,

Russia, serlebedev@yahoo.com.
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Proposition 1. The system (1.3) is equivalent with

d

dt

(
∂F α

∂yi

)
− ∂F α

∂xi
= 0, α 6= 0. (1.4)

Proof. We have ∂F α

∂xi = αFα−1 ∂F
∂xi , ∂F α

∂yi = αFα−1 ∂F
∂yi , and since c is a unit-speed curve, it

follows that dv
dt

= 0 ⇒ d
dt

(
∂F α

∂yi

)
= αFα−1 d

dt
( ∂F

∂yi ), which lead to the claim. ut
Remark. In particular, for α = 4, (1.4) leads to

d

dt

(
∂F 4

∂yi

)
− ∂F 4

∂xi
= 0. (1.5)

Using F 4 = Gmjkly
myjykyl, it follows ( [5]) (F 4);i = 4Gi000, and further,

d
dt

(
∂F 4

∂yi

)
= 4

dGijkl

dt
yjykyl + 12Gijkl

dyj

dt
ykyl =

= 12Gijkl
dyj

dt
ykyl + 4

(
∂Gijkl

∂xm ymyjykyl + Gijkl;m
dym

dt
yjykyl

)
.

Since Gijkl is 0-homogeneous, using Euler’s relation we infer

Gijkl;m
dym

dt
yjykyl = (Gimkl;jy

j)
dym

dt
ykyl = 0 (1.6)

and hence
d

dt

(
∂F 4

∂yi

)
= 12Gijkl

dyj

dt
ykyl + 4

∂Gijkl

∂xm
ymyjykyl.

Replacing (1.6) and the xi-derivative (F 4),i = Gmjkl,iy
myjykyl in the Euler-Lagrange equation

(1.5), this rewrites

12Gijkly
kyl dyj

dt
+ (4Gijkl,m −Gmjkl,i)y

myjykyl = 0, (1.7)

where yi = dxi

dt
. Using the notation hij = y

(4)
ij = Gijkly

kyl ( [9]), (1.7) becomes

hij
dyj

dt
+

1

12
(4Gijkl,m −Gjklm,i)y

myjykyl = 0. (1.8)

Denoting

γi
jklm =

1

12
hipγp jklm, γp jklm = (4Gpjkl,m −Gjklm,p), (1.9)

we note that γi
jklm is symmetric w.r.t. the first three lower indices and the equations of

geodesics can be written as
dyi

dt
+ γi

jklmyjykylym = 0. (1.10)

As well, denoting γ̃i
jklm = hipγ̃p jklm/12, where

γ̃p jklm = Gpjkl,m + Gpmjk,l + Gplmj,k + Gpklm,j −Gmjkl,p,

we can easily see that (1.10) can be rewritten as

dyi

dt
+ γ̃i

jklmyjykylym = 0. (1.11)
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Remarks. 1. The tensor with which we have raised the indices is hij = y
(4)
ij , not ỹ

(4)
ij =

F;iF;j−hij (cf. [9]), which is degenerate, as we shall further prove. The equations of geodesics
(1.10) can be expressed only in terms of the non-homogenized flag 2-metric hij = Gij00.
Having in view that Gijkl,mykyl = hij,m, we rewrite (1.8) as

his
dys

dt
+

1

12
(4hij,k − hjk,i)y

jyk = 0, (1.12)

or, still
dyi

dt
+

his

12
(4hij,k − hjk,i)y

jyk = 0. (1.13)

Applying the variational principle to F 4 = hijy
iyj one gets the same equations of geodesics

(1.12), which are the equations of geodesics of the Lagrange space (M, L) with the Lagrangian
L = F 4 = hijy

iyj = Gijkly
iyjykyl.

Unfortunately, the coefficients γi
jm00 = hij(4hij,m − hmj,i)/12 can not stand for the

coefficients of a linear connection on TM .
Last but not least, we point out several considerations regarding the used (0,2) tensor

fields. We shall further skip for brevity the symbol ";" in the partials of F w.r.t. y (e.g.,
Fi = F;i, Fij = F;ij, etc). Let li = F−1yi = Fi, where yi = gijy

j and gij = (F 2);ij/2 is the
fundamental Finsler metric tensor field. Then we have:

Proposition 2. Consider the following family of (0, 2)-tensor fields

Θij = λgij + µlilj, λ, µ ∈ F(M), (1.14)

Denote by gij the dual and by δ the determinant of gij. Then

a) Θij is non-degenerate for λ(λ + µ) 6= 0 on TM .
b) The dual of Θij is

Θij =
1

λ
gij +

−µ

λ(λ + µ)F 2
yiyj.

c) The determinant of Θij is
∆ = λn−1(λ + µ) · δ.

Proof. From the 1-homogeneity of F follow Fiy
i = F , Fijy

j = 0, yi = FFi. The claim follows
using these relations and from straightforward calculation using properties of determinants.

Lemma. Consider the matrix Γ̃ = (γ̃ij)i,j∈1,n, γ̃ij = γij + uiuj, with Γ = (γij)i,j∈1,n

non-degenerate. Then:
a) The inverse of Γ̃ has the coefficients γ̃ij = γij − (1 + usu

s)−1uiuj, where ui = γisus.
b) We have det(Γ̃) = det(Γ) · (1 + usu

s).

Particular cases.
1. Obviously, gij is part of the pencil (1.14), obtained for λ = 1, µ = 0.
2. We note that gij = FFij + FiFj which infers that

Θij = λFFij + (λ + µ)FiFj, λ, µ ∈ F(M), (1.15)

where both tensor fields Fij and Fi · Fj are degenerate.
3. For λ = 1, µ = −1 (1.14) provides the angular metric

ĝij = gij − lilj. (1.16)

Its halved version-denoted by ỹij, is employed in [9, (10)].
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4. From (1.15) we respectively obtain the tensor fields used in [9, (13), (20’)], as particular
cases:

hij = y
(4)
ij = 1

12
(F 4);ij, for λ = F 2/3, µ = 2F 2/3

ỹ
(4)
ij = yiyj − y

(4)
ij , for λ = −µ = −F 2/3.

(1.17)

We emphasize that the (0, 2)-tensor field ỹ
(4)
ij satisfies the following equalities

ỹ
(4)
ij = −F 3Fij/3 = −F 2ĝij/3,

and hence has the property of ĝij of being degenerate.

We note that the proposition above provides for λ = 1 + α, µ = −α ∈ R the following

Corollary ( [1]). The following (0, 2) Finsler tensor fields are 0-homogeneous and non-
degenerate:

gij + αĝij, α ∈ R . (1.18)

Regarding hij, this can be homogenized by dividing to F 2. According to the Corollary, the
resulting (Generalized Lagrange) homogeneous metric is included in the family of metrics
(1.18). More exactly, we have

hij

F 2
=

1

12F 2

[
2F 2(F 2);i

]
;j

=
1

6

[
(F 2);ij + 4F−2yiyj

]
= gij + αĝij, α = −2/3.

Definition 1. We call generalized 4-index angular metric tensor, the tensor field

ωijkl ≡ Gijkl − liljlkll. (1.19)

This definition may be easily extended to any number of indices. In analogy with [1] we have
the following

Proposition 3. The tensors of form G̃ijkl = Gijkl +αωijkl, α ∈ R are generalized metric
tensors which share the same energy F 4.

Proof. Using that liy
i = F−1yiy

i = F , we get G̃0000 = G0000 + α(G0000 − (lsy
s)4) = F 4,

whence the claim follows.
We should note as well the relation

ωij00 = Gij00 − F 2lilj = hij − F 2FiFj = F 2(FiFj + FFij/3)− F 2FiFj = −ỹ
(4)
ij .

2 The nonlinear connection

Consider the semispray given by the second term in the equations of geodesics (1.13)

2Gi =
hip

12
(4Gpjkl,m −Gmjkl,p)y

myjykyl.

By taking into account (1.1) and the 1-homogeneity of F , we get Gmjkly
myjykyl = F 4,

Gpjkly
jykyl = Gp000 = 1

4
(F 4);p, and hence Gi can be written as

2Gi =
hip

12

(
∂2F 4

∂xm∂yp
ym − ∂F 4

∂xj

)
. (2.1)

Within the Lagrange structure (M, L = F 4/6), where the classical Lagrange metric induced
by L is hij = 1

2
∂2L

∂yi∂yj , (2.1) is exactly the Kern canonical semi-spray of L ( [8], [11, Theorem
7.4.1, p. 113]),

Gi =
hip

4

(
∂2L

∂xm∂yp
ym − ∂L

∂xj

)
. (2.2)
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and N i
j = ∂Gi

∂yj are the Kern coefficients of the canonical nonlinear connection attached to L

on TM . Its autoparallel curves described by (1.13) are exactly the geodesics determined by
L. Then the equations (1.10) can be written as

d2xi

dt2
+ 2Gi = 0 ⇔ d2xi

dt2
+ N i

jy
j = 0,

or, denoting δyi = dyi + N i
sdxs,

δyi

dt
= 0.

Aiming to obtain a normal linear connection (Li
jk, C

i
jk) on TM , one possible choice is, for

example, Li
jk =

∂N i
j

∂yk and Ci
jk = 0. Then the equations of geodesics rewrite

d2xi

dt2
+ Li

jky
jyk = 0.

Remark. The candidates for a nonlinear connection

Ñ i
l =

hip

12

(
4
∂Gpjkl

∂xm
− ∂Gmjkl

∂xp

)
ymyjyk = γi

j000,

i.e., the coefficients of yl from the equations of geodesics from (1.10), do not obey the specific
component changes; hence they do not define a nonlinear connection.

3 Geodesics in the (h, v)-metric context

Let TM be endowed with: a nonlinear connection N , a metric structure

G = g
(0)

ijdxi ⊗ dxj + g
(1)

ijδy
(1)i ⊗ δy(1)j,

where the metrics g
(0)

and g
(1)

can be specified as in the previous sections. Consider as well a

metrical normal linear d-connection D, DΓ(N) = (Li
jk, C

i
jk) ( [11]). Then N induces a local

adapted basis
{

δ
δxi ,

∂
∂yi

}
, and the dual adapted basis, {dxi, δyi}. We denote by 〈 , 〉 the scalar

product defined on TM by G, by
(γ)

T
(βα)

i
jk the components of the torsion tensor T (δαk, δβj) =

(γ)

T
(βα)

i
jkδγi, and by

(α)

R
(αβγ)

i
jkl the components of the curvature tensor R(δγl, δβk)δαj =

(α)

R
(αβγ)

i
jklδαi,

where δ0i = δ
δxi , δ1i = ∂

∂yi .

For a curve c : [0, 1] → TM, t 7→ c(t) = (xi(t), y(1)i(t)), we consider its velocity V :=
V (t) = ċ = V (α)iδαi, where

V (0)i =
dxi

dt
, V (1)i =

δy(1)i

dt
.

The energy of c is

E(c) =

∫ 1

0

〈ċ, ċ〉dt =

∫ 1

0

〈V, V 〉dt =

∫ 1

0

g
(0)

ijV
(0)iV (0)j + g

(1)
ijV

(1)iV (1)jdt.

Theorem 1 (The first variation of energy). If c : [0, 1] → TM , α : (−ε, ε)× [0, 1] →
TM is a variation of c by piecewise smooth curves with fixed ends, and W = ∂α

∂u
(0, t) is the

associated deviation vector field, then the first variation of energy is given by

1

2

dE(ᾱ(u))

du

∣∣∣∣
u=0

= −
k−1∑
i=0

〈W, ∆tiV 〉+

∫ 1

0

〈T (W,V ), V 〉 − 〈W,A〉dt,
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where A is the acceleration vector field

A = DċV =
DV

dt
= A(0)iδ0i + A(1)iδ1i

and ∆tX is the jump

∆tX = X (t+)−X (t−) , t ∈ [0, 1], X ∈ X (TM).

We note that 〈T ( · , V ), V 〉 defines a 1-form. Hence there exists a vector field F on TM such
that 〈T (W,V ), V 〉 = 〈F,W 〉. Then, denoting

V = V (α)iδαi, W = W (β)jδβj, F =
1∑

α=0

F (α)iδαi

we have 〈T (W,V ), V 〉 =
1∑

β=0

g
(β)

jhF
(β)hW (β)j, and the components of the field F are given by

F (α)i =

1∑
β,γ=0

g
(α)

il g
(γ)

kh

(γ)

T
(βα)

k
jlV

(β)jV (γ)h, α = 0, 1.

Remark. The vector field F does not depend on the chosen variation with fixed endpoints
of c.

By replacing F into the expression of the first variation of energy, we get

1

2

dE (ᾱ(u))

du

∣∣∣∣
u=0

= −
k−1∑
i=0

〈W, ∆tiV 〉+

∫ 1

0

〈W,F − A〉dt.

For a smooth curve c on the whole [0, 1] the jumps in the sum cancel and we have

1

2

dE (ᾱ(u))

du

∣∣∣∣
u=0

=

∫ 1

0

〈W,F − A〉dt,

which means that u = 0 is a critical point of E if and only if, along c = ā(0), we have F = A.
Consequently we state the following

Theorem 2. Any geodesic c : [0, 1] → TM , t → (xi(t), y(1)i(t)) of (TM, G) satisfies

D

dt

dc

dt
= F.

Then, the smooth curve c : [0, 1] → TM , t → (xi(t), y(1)i(t)) is a geodesic of TM iff

DV (0)i

dt
= F (0)i,

DV (1)i

dt
= F (1)i, (3.1)

which rewrites explicitely as

dV (0)i

dt + Li
jkV

(0)kV (0)j + Ci
jkV

(1)kV (0)j =
1∑

β,γ=0

g
(0)

il g
(γ)

kh

(γ)

T

(β0)

k
jlV

(β)jV (γ)h

dV (1)i

dt + Li
jkV

(0)kV (1)j + Ci
jkV

(1)kV (1)j =
1∑

β,γ=0

g
(1)

il g
(γ)

kh

(γ)

T

(β1)

k
jlV

(β)jV (γ)h.

(3.2)
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Example. In particular, in a Finsler space (M, F ), for gij = g
(0)

ij = g
(1)

ij = 1
2
F 2

,yiyj

considering the Cartan connection ( [11]), we infer that (3.2) rewrite




d2xi

dt
+ Li

jkV
(0)kV (0)j + Ci

jkV
(1)kV (0)j = gilgkh

(
Rk

jlV
(0)jV (1)h − P k

ljV
(1)hV (1)j − Ck

ljV
(0)hV (1)j

)

dV (1)i

dt
+ Li

jkV
(0)kV (1)j + Ci

jkV
(1)kV (1)j = gilgkh

(
P k

jlV
(0)jV (1)h + Ck

jlV
(0)jV (0)h

)

Remark. If we consider, instead of a normal linear d-connection (Li
jk, C

i
jk), a (simple)

d-connection (Li
jk, La

bk, Ci
jc ,Ca

bc), then the above equations become




dV (0)i

dt
+ Li

jkV
(0)kV (0)j + C i

jcV
(1)cV (0)j = F (0)i

dV (1)a

dt
+ La

bkV
(0)kV (1)b + Ca

bcV
(1)cV (1)b = F (1)a.

4 The second variation of energy. Deviations of geodesics on TM

Consider as well TM endowed with a nonlinear connection N , a metric structure

G = g
(0)

ijdxi ⊗ dxj + g
(1)

ijδy
(1)i ⊗ δy(1)j

and a normal metrical linear d-connection D, DΓ(N) = (Li
jk, C

i
jk).

Let c : [0, 1] → TM , t 7→ (xi(t), yi(t)) be a geodesic, i.e., c is C∞ on the whole [0, 1] and
c is a critical point of the energy

E =

∫ 1

0

〈ċ, ċ〉dt. (4.1)

Let α : U × [0, 1] → TM be a 2-parameter variation with fixed endpoints of c by smooth
curves on [0, 1], U being a neighbourhood of (0, 0) ∈ R2. We have α(0, 0, t) = c(t), ∀t ∈ [0, 1].
Let W1,W2 be the induced deviation vector fields

W1(t) =
∂α

∂u1

(0, 0, t), W2(t) =
∂α

∂u2

(0, 0, t),

and let ᾱ be the mapping defined on Ū by

ᾱ(u1,, u1)(t) = α(u1, u2, t), (u1, u2, t) ∈ U × [0, 1].

The Hessian E∗∗ of the energy (4.1) is

E∗∗(W1,W2) =
∂2E(ᾱ(u1,, u2))

∂u1∂u2

∣∣∣∣
(0,0)

.

Let F = F (α)iδαi be the vector field defined by
〈

T

(
∂α

∂u2

,
∂α

∂t

)
,
∂α

∂t

〉
=

〈
F ,

∂α

∂u2

〉
,

having the local coefficients

F (α)i =

1∑
β,γ=0

g
(α)

il g
(γ)

kh

(γ)

T

(βα)

k
jl

∂α(β)j

∂t

∂α(γ)h

∂t
c(u1,u2,t), α = 0, 1. (4.2)
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Extending the results obtained in the Finslerian framework ( [4], [7]) to the case of (h, v)-
metrics (e.g., as in [13], [6]), we further state the following

Theorem 3 (The second variation of energy). If c : [0, 1] → TM is a geodesic and
α : U × [0, 1] → TM (where ε > 0) is a variation with fixed endpoints of c by piecewise
smooth curves, then the Hessian E∗∗ is given by:

E∗∗(W1,W2) = −
k−1∑
i=1

〈
W2, ∆ti

(
T (W1, V ) + DW1

dt

)〉
+

+

∫ 1

0

〈
W2,

DF
∂u1

∣∣∣∣
u1=u2=0

+ R (V,W1) V − D

dt
T (W1, V )− D2W1

dt2

〉
dt,

where 0 = t0 < t1 < ... < tk = 1 is a division of [0, 1] such that α be smooth on each
U × (ti−1, ti), i = 1, k.

As consequence, if c : [0, 1] → TM is a smooth geodesic and α : (−ε, ε) × [0, 1] → TM
(ε > 0) is a variation of c through smooth geodesics, then the deviation vector fields - called
also generalized Jacobi fields, W = W (α)iδαi are given by

D2W (α)i

dt2
+

D
(α)

T i

dt
=

DF (α)i

du

∣∣∣∣
u=0

+
(α)

R
i, α = 0, 1, i = 1, n,

where F (α)i are given by (4.2) and we denoted




(α)

T i =
1∑

β,γ=0

V (β)jW (γ)k
(α)

T
(βγ)

i
jk

(α)

R i := −
1∑

β,γ=0

V (α)hV (β)jW (γ)k
(α)

R
(αβγ)

i
hjk .

5 Projectability of horizontal geodesics of TM

Let N be an arbitrary nonlinear connection and let (Li
jk, C

i
jk) be the coefficients of an

arbitrary metrical normal linear d-connection. A curve c : [0, 1] → TM, t → (xi(t), yi(t)) is a
horizontal geodesic of TM iff





V (1)i ≡ dyi

dt
+ N i

jy
j = 0

dV (0)i

dt
+ Li

jkV
(0)jV (0)k = g

(0)

il g
(0)

mh

(
Lm

jl − Lm
lj

)
V (0)jV (0)h

g
(1)

il g
(0)

mhC
m
jlV

(0)jV (0)h = 0.

(5.1)

The last two equations in (5.1) are obtained from (3.2), in which we have used the relations

(0)

T
(00)

m
jl =

(
Lm

jl − Lm
lj

)
,

(0)

T
(01)

m
jl = Cm

jl.

We note that we take into account only curves c : [0, 1] → TM with yi = dxi

dt
= V (0)i, i.e.,

extensions to TM of curves t 7→ xi(t) on M , and we look for conditions for such horizontal
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geodesics to project to geodesics of M. For any curve on TM , we have V (0)i =
dxi

dt
, and

hence from (5.1), we infer that the h-geodesics of TM which are extensions of curves of M
are locally characterized by





dyi

dt
+ N i

jy
j = 0

dyi

dt
+ Li

jky
jyk = g

(0)

il g
(0)

mh

(
Lm

jl − Lm
lj

)
yjyh

g
(1)

il g
(0)

mhC
m
jly

jyh = 0.

(5.2)

We further obtain:

Proposition 4. Let Gi be the coefficients of the Kern canonical semispray (2.2) of the
Lagrangian L = g

(0)
ijy

iyj. If one of the two following relations holds along any curve t → (xi(t))

of M :

1. 2Gi

(
x,

dx

dt

)
=

(
Li

jh − g
(0)

il g
(0)

mh

(
Lm

jl − Lm
lj

)) dxj

dt

dxh

dt
;

2. 2Gi

(
x,

dx

dt

)
= N i

jy
j;

then any horizontal geodesic of TM projects onto a geodesic of M.

Example. If F is a Finsler metric on M and N is the canonical (Cartan) nonlinear

connection of F 2, given by N i
j =

∂Gi

∂yj
, then any horizontal curve (including the case of a

horizontal geodesic) of TM is projected onto a geodesic of M.

In particular, for g
(0)

= g
(1)

and (N i
j, L

i
jk, C

i
jk) the Cartan connection, both the conditions

1) and 2) in the above Proposition are satisfied. Moreover, the third set of equations (5.2) is
satisfied by any curve, and the first and the second one are both equivalent with the equations
of geodesics of M. Then in this case, there holds:

Corollary 1 ([1]). For the canonical Cartan connection and a given extension Γ on TM ,
we have:

a) If Γ is a horizontal curve then Γ is a horizontal geodesic;
b) Γ is a horizontal curve iff Γ is projectable onto a geodesic of M .
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An introduction in the study of gauge field theory in terms of complex Finsler geometry on the
total space of a G-complex vector bundle E was made by us in [Mu2]. Here we briefly recal the
obtained results and similar notions are investigated on the dual bundle E∗ by complex Legendre
transformation (the L-dual process).

The complex field equations are determined with respect to a gauge complex vertical connections.
The complex Hamilton equations are write for the general L-dual Hamiltonian obtained as a sum
of particle Hamiltonian, Yang-Mills and Hilbert-Einstein Hamiltonians.

1 Introduction

Gauge theory is called to use the differential geometric methods in order to describe the
interactions of fields over a certain symmetry group G.

For initial Yang-Mills gauge theory the Lagrangians had strict local gauge symmetry.
After introducing the spontaneously symmetry breaking and Higgs mechanism usually the
gauge group is of complex matrices and the gauge Lagrangians are defined over a complexified
G-bundle, for instance the Klein-Gordon Lagrangian, Higgs particle Lagrangian or complex
fermion-gravitation, etc.. These Lagrangians act on the first order jet manifold, which
plays the role of a finite dimensional configuration space of fields. By Legendre morphism,
intrinsically related to a Lagrange manifold is the multimomentum Hamiltonian ( [Ar,Sa]...)
which works on the corresponding phase manifold (the dual G-bundle). Although in Quantum
Mechanics the Lagrangian and Hamiltonian formalism is a usual technique, in the gauge field
theory it remains almost unknown, especially for the complex situation.

In the present paper, our goal is to introduce a gauge complex field theory in terms of
complex Lagrange and Hamilton geometries, [Mu3], extended to an associated fiber of one
complex bundle and respectively to its dual bundle.

In the first section, we briefly introduce the geometric machinery which characterize these
geometries and then we study the gauge invariance of the main geometric presented objects.

In the next section we recall from [Mu2] the basic notions concerning the complex
Euler-Lagrange field equations and the complex gauge invariant Lagrangian for field particle,
complex Yang-Mills and Hilbert-Einstein Lagrangians are also written. In the final we
translate by complex Legendre transformation the studied results on the dual bundle, and
thus we obtain the complex Hamilton field equations and the L−dual Hamiltonians.

2 The geometric background

In [Mu3], we make an exhaustive study of complex Lagrange (particularly Finsler)
and Hamilton (Cartan) spaces, which have as a base manifold the holomorphic tangent
respectively cotangent bundles of a complex manifold M .

Part of the notions studied in this book can extend to a G−complex vector bundle, and
here we do this. By this way, since the extension is natural, we will omit the proofs. For more
details in this part see the introductory paper [Mu2].
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Let M be a complex manifold, (zk)k=1,n complex coordinates in a local chart (Uα, ϕα),
π : E → M a complex vector bundle of Cm fiber, and η = ηasa a local section on E,
a = 1,m. Consider G a closed m-dimensional Lie group of complex matrices, whose elements
are holomorphic functions over M .

Definition 2.1 A structure of G-complex vector bundle of E is a fibration with transition
functions taking values in G.

This means that if z′i = z′i(z) is a local change of charts on M , then the section η changes
by the rule

z′i = z′i(z) ; η′a = Ma
b (z)ηb , (2.1)

where Ma
b (z) ∈ G and ∂Ma

b (z)/∂z̄k = 0 for any a, b = 1,m and k = 1, n.
E has a natural structure of (n + m)−complex manifold, a point of E is designed by

u = (zk, ηa).
The geometry of E manifold (the total space), endowed with a Hermitian metric gab̄ =

∂2L/∂ηa∂η̄b derived from a homogeneous Lagrangian L : E → R+, was intensively studied
by T. Aikou ( [Ai1,Ai2,Ai3,Mu3]). Let us consider the vertical bundle V E = ker πT ⊂ T ′E.
A local base for its sections is {∂̇a := ∂

∂ηa}a=1,m and from (2.1) we have the changes ∂̇a =

M b
a(z)∂̇′b. The vertical distribution VuE is isomorphic to the sections module of E in u.
A supplementary subbundle of V E in T ′E, i.e. T ′E = V E ⊕ HE, is called a complex

nonlinear connection, in brief (c.n.c.). A local base for the horizontal distribution HuE, called
adapted for the (c.n.c.), is {δk := δ

δzk = ∂
∂zk −Na

k
∂

∂ηa}k=1,n, where Na
k (z, η) are the coefficients

of the (c.n.c.). Locally {δk} defines an isomorphism of πT (T ′M) with HE if and only if they
are changed under the rules δk = ∂z′j

∂zk δ′j and hence Na
k obey a certain rule of transformation.

Definition 2.2 A gauge complex transformation on G-complex vector bundle E, is a pair
Υ = (F0, F1), where locally F1 : E → E is an F0-holomorphic isomorphism which satisfies
πT ◦ F1 = F0 ◦ πT .

A gauge complex transformation Υ : u → ũ is locally given by a system of analytic
functions:

z̃i = X i(z) ; η̃a = Y a(z, η) (2.2)

with the regularity condition: det
(

∂Xi

∂zj

)
· det

(
∂Y a

∂ηb

)
6= 0.

Let be X i
j := ∂Xi

∂zj and Y a
b := ∂Y a

∂ηb ; and denote by X ī
j̄, Y ā

b̄
their conjugates.

Obviously, from the holomorphy requirements we have X i
j̄

= ∂Xi

∂z̄j = 0 and Y a
j̄

= ∂Y a

∂z̄j =

0, Y a
b̄

= ∂Y a

∂η̄b = 0.

A (c.n.c.) is said to be gauge, (g.c.n.c), if the adapted frames transforms into d−complex
gauge fields, i.e. in addition to δk = ∂z′j

∂zk δ′j we have

δj = X i
jδei ; ∂̇b = Y a

b ∂̇ea , (2.3)

where δei = δ
δz̃k and ∂̇ea = ∂

∂η̃a .
Let us consider now the dual G-bundle π∗ : E∗ → M of the G-bundle E. Likewise as

above, E∗ has a natural structure of complex manifold, a point is denoted by u∗ = (zk, ζa),
k = 1, n and a = 1,m, with the following change of charts,

z′i = z′i(z) ; ζ ′a =
∗

M b
a (z)ζb (2.4)



Гиперкомплексные числа в геометрии и физике, 2 (6), Vol 3, 2006 127

where
∗

M b
a is the inverse of M b

a from (2.1).
By a similar way as for E manifold, we consider T ′E∗ the holomorphic tangent bundle

of E∗ and { ∂
∂zk , ∂

∂ζa
} a base for T ′

u∗E
∗. Then {∂̇a := ∂

∂ζa
}a=1,m will be a base for the sections

in the vertical bundle V E∗ = ker π∗T and theret follows the changes ∂̇a =
∗

Ma
b ∂̇′b. A (c.n.c)

on E∗ is defined by a decomposition T ′E∗ = V E∗ ⊕HE∗. The local base for the horizontal
distribution Hu∗E

∗ will be denoted by {δ∗k := δ∗
δzk = ∂

∂zk + Nak
∂

∂ζa
}k=1,n and will be called

adapted for the (c.n.c.) if δ∗k = ∂z′j
∂zk δ∗′j .

A complex gauge transformation on E∗ is defined by a pair
∗
Υ= (

∗
F 0,

∗
F 1), where locally

∗
F 1: E∗ → E∗ is an

∗
F 0-holomorphic isomorphism which satisfies π∗T◦ ∗

F 1=
∗
F 0 ◦π∗T .

The local expression of a complex gauge transformation on E∗ is:

z̃i = X i(z) ; ζ̃a = Ya(z, ζ) (2.5)

with the regularity isomorphism condition assumed.
Let be X i

j := ∂Xi

∂zj and Y b
a := ∂Ya

∂ζb
; then obviously, from the holomorphy requirements, we

have X i
j̄ = ∂Xi

∂z̄j = 0 and Yaj̄ = ∂Ya

∂z̄j = 0; Y b̄
a = ∂Ya

∂ζ̄b
= 0.

The various d−geometric objects on E∗ are defined in complete analogy with those defined
by us on E.

A (c.n.c.) on E∗ is gauge, in brief it is (g.c.n.c.), if its adapted frames transform by the
rules

δ∗j = X i
jδ
∗
ei ; ∂̇a = Y a

b ∂̇
eb , (2.6)

where δ∗ei = δ∗
δz̃i and ∂̇ea = ∂

∂eζa
.

Now, let us consider L : E → R a complex regular Lagrangian, that is the function L(z, η)
defines a metric tensor gab̄ = ∂2L/∂ηa∂η̄b which is Hermitian, gab̄ = gbā and det(gab̄) 6= 0 in
any point u = (z, η) of E. By gb̄a is denoted its inverse metric tensor. The following weighty
result was proved in [Mu2]

Proposition 2.1 If L(z, η) is a gauge invariant Lagrangian on E, i.e. L(z, η) = L(z̃, η̃),
then

Na
k = gb̄a ∂2L

∂zk∂η̄b
(2.7)

is a (g.c.n.c.).

A fundamental notion in our study is that of d-complex vertical connection on E. The
metric tensor gab̄ determines a metric Hermitian structure G = gab̄dηa ⊗ dη̄b on the vertical
bundle V E. The connection form of a d-complex vertical connection D is written according
to (7.2.4) from [Mu3] as follows

ωa
b = La

bkdzk + La
bk̄dz̄k + Ca

bcδη
c + Ca

bc̄δη̄
c , (2.8)

where (dzk, δηc = dηc+N c
kdzk) is the dual adapted base of the (c.n.c.) and (La

bk, La
bk̄

, Ca
bc, Ca

bc̄)
are the coefficients of the vertical connection D.

From the general theory of Hermitian connection it result a unique metrical Hermitian
connection with respect to G and of (1, 0)-type, called the Chern-Lagrange complex
connection, which can be obtained by the same technique as we did for the T ′M bundle
(Corollary 5.1.1, [Mu3]):

CL

La
bk= gd̄aδkgbd̄ ;

CL

La
bk̄= 0 ;

CL

Ca
bc= gd̄a∂̇cgbd̄ ;

CL

Ca
bc̄= 0. (2.9)
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A simplification presents a special partial complex connection (cf. [Ai2,Ai3]), called the
complex Bott connection, which is not metrical but has a very simple expression

DXY = v [X,Y ] , ∀X ∈ HE , Y ∈ V E.

From the calculus of the Lie brackets, see (7.1.10) in [Mu3], it results that the connection
form of the complex Bott connection is

ωa
b =

B

La
bk dzk , where

B

La
bk=

∂Na
k

∂ηb
.

The unique nonzero component of the complex Bott connection on E is

Ωa
b = Ra

bij̄ dzi ∧ dz̄j with Ra
bij̄ = −δj̄

B

La
bi , (2.10)

while the nonzero components of complex Chern-Lagrange connection are more numerous.
For this reason the complex Bott connection is an appropriate connection for our approach.

A complex vertical connection determines the following derivative laws on V E :

h

Dδk
∂̇b = La

bk∂̇a ;
h̄

Dδk̄
∂̇b = La

bk̄∂̇a ;
v

D∂̇c
∂̇b = Ca

bc∂̇a ;
v̄

D∂̇c̄
∂̇b = Ca

bc̄∂̇a .

The covariant derivatives of a vertical field Φ = Φa ∂
∂ηa will be denoted with Φa

p k, Φa
p k̄

and Φa
| b, Φa

| b̄ , where

Φa
p k = δkΦ

a + La
bkΦ

b ; Φa
p k̄ = δk̄Φ

a + La
bk̄Φ

b ; (2.11)

Φa
| c = ∂̇cΦ

a + Ca
bcΦ

b ; Φa
| c̄ = ∂̇c̄Φ

a + Ca
bc̄Φ

b.

If D is a gauge invariant connection, because δk, ∂̇c and δk̄, ∂̇c̄ are gauge invariant, we may
conclude that these covariant derivatives are gauge invariant as long as Φ is gauge invariant.

On E∗ manifold we may introduce the similar d-complex connections with respect to a
metric tensor derived from a regular Hamiltonian.

A regular complex Hamiltonian is a real valued function H : E∗ → R such that hb̄a =

∂2H/∂ζa∂ζ̄b defines a Hermitian metric tensor on E∗, i.e. hb̄a = hāb and det(hb̄a) 6= 0 on
E∗. Let hab̄ be its inverse. A regular complex Hamiltonian determines a metric Hermitian
structure on the vertical bundle V E∗, defined by H = hb̄a dζa ⊗ dζ̄b. In completly analogy
with the result on E we check

Proposition 2.2 Let H(z, ζ) be a complex gauge invariant Hamiltonian on E∗, i.e.
H(z, ζ) = H(z̃, ζ̃). Then,

Nak = −hab̄

∂2H

∂zk∂ζ̄b

(2.12)

is a (g.c.n.c.) on E∗.

With respect to adapted frames of (2.12) (c.n.c.) a d-vertical connection on V E∗ is denoted
by

∗
D and has the following components,

h∗
Dδ∗k ∂̇a = Ha

bk∂̇
b ;

h̄∗
Dδ∗̄

k
∂̇a = Ha

bk̄∂̇
b ;

v∗
D∂̇c ∂̇a = Cac

b ∂̇b ;
v̄∗
D∂̇c̄ ∂̇a = Cac̄

b ∂̇b



Гиперкомплексные числа в геометрии и физике, 2 (6), Vol 3, 2006 129

and their conjugates by DXY = DX̄ Ȳ .
It results that its connection form is

ωa
b = Ha

bkdzk + Ha
bk̄dz̄k + Cac

b δζc + Cac̄
b δζ̄c , (2.13)

with respect again to the dual adapted frame of the (2.12) (c.n.c.).
There exists a unique metric connection with respect to the Hermitian structure H on

V E∗ which is of (1, 0)-type,

CH

Ha
bk= hd̄aδ∗khbd̄ ;

CH

Ha
bk̄= 0 ;

CH

Cac
b = −hbd̄∂̇

chd̄a ;
CH

Cac̄
b = 0, (2.14)

called the complex Chern-Hamilton vertical connection.
A partial vertical connection of Bott type on V E∗ is given by the vertical part of the

bracket,
∗B
DX Y = v [X,Y ] , ∀X ∈ HE∗, Y ∈ V E∗, and has the following connection form

ωa
b =

B

Ha
bk dzk , ωa

b =
B

La
bk dzk , where

B

Ha
bk=

∂Nbk

∂ζa

. (2.15)

The unique nonzero component of the complex Bott connection on E∗ is

Ωa
b =

∗
Ra

bij̄ dzi ∧ dz̄j with
∗

Ra
bij̄= −δj̄

B

Ha
bi . (2.16)

If H is a gauge invariant Hamiltonian, then both complex Chern-Hamilton and Bott
connection on V E∗ are gauge invariant. The proof derives from the fact that hb̄a and Nbk

given by (2.12) are gauge invariant and δ∗k, ∂̇a are gauge adapted frames.
The sections of V E∗ are 1−forms, Φ = Φa(z, ζ) ∂

∂ζa
= Φa∂̇

a. Then a vertical connection
∗
D on V E∗ induces covariant derivatives which act under the section Φ as follows

Φa p k = δ∗kΦa + Hb
akΦb ; Φa p k̄ = δ∗̄kΦa + Hb

ak̄Φb ; (2.17)

Φa | c = ∂̇cΦa − Cbc
a Φb ; Φa | c = ∂̇ c̄Φa − Cbc̄

a Φb.

Now, we recall that in [Mu3] a Lagrangian-Hamiltonian formalism was introduced for the
holomorphic tangent bundle T ′M by using a complex Legendre morphism. We proved that
by complex Legendre transformation (the L-dual process) the image of a complex Lagrange
space is (at least locally) a complex Hamilton space. The complex Legendre transformation
pushes-forward and its inverse pulls-back the various described geometric objects of a complex
Lagrange space and complex Hamilton space, respectively.

Without more other details we can reproduce here, generalizing the T ′M case, the process
of L-duality for the pairs (E, L ) and (E∗, H). Let us consider L a local Lagrangian on U ⊂ E.
Then the map Λ : U ⊂ E → Ū∗ ⊂ E∗

Λ : (zk, ηa) →
(
zk, ζ̄a =

∂L

∂ηa

)
(2.18)

is a local diffeomorphism. Since the sections of V E are identified with those of E, we can
extend Λ to the open set of V E. By conjugation, the local diffeomorphism Λ × Λ sends
the sections of the complexified bundle V E × V E into sections of V E∗ × V E∗. This (local)
morphism will be called the complex Legendre transformation, briefly (c.L.t).

Then, locally the function
H = ζaη

a + ζ̄aη̄
a − L (2.19)
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defines a regular (local) Hamiltonian on E∗.
By the inverse Λ−1 : Ū∗ → U, Λ−1 : (zk, ζ̄a) → (zk, ηa = ∂H

∂ζa
), from a Hamiltonian

structure on E∗ a Lagrangian structure on E is obtained.
The properties obtained by (c.L.t) are called L-dual one to other. Like in [Mu3], in the

following with ”∗” will be designed the image of an object by Λ and with ”o” their image by
Λ−1. Some of the assertions of § 6.7 from [Mu3] can be easily translated in our framework.
For instance, in virtue of (2.19) we have

Proposition 2.3 The unique pair of (c.n.c.) on V E and respective on V E∗ which correspond
by L-duality is given by (2.7) and (2.12). Moreover, if L is gauge invariant Lagrangian then
both of these (c.n.c.) are gauge invariant.

Further, simple calculus proves that

Proposition 2.4 The following equalities hold by L-duality:
i)

(
δ

δzk

)∗
= δ∗

δzk ;
(

∂
∂ηa

)∗
= hab̄

∂
∂ζ̄b

;
(

δ∗
δzk

)o
= δ

δzk ;
(

∂
∂ζa

)o

= gab̄
∂

∂η̄b

ii)
(
dzk

)∗
= d∗zk ; (δηa)∗ = hb̄aδζ̄b ;

(
d∗zk

)o
= dzk ; (δζa)

o = gab̄δη̄
b

iii) (G)∗ = H and (H)o = G.

If D is a metrical connection, then its dual (D)∗ is metrical too, moreover their curvatures
correspond by L-duality, (R(X, Y )Z)∗ =

∗
R (X∗, Y ∗)Z∗. We note that the image by L-duality

of the complex Bott connection is not the complex Bott connection on E∗. However, we shall
use both of these connections for theirs simple expressions and convenience in calculus.

We end this section with a remark. With respect to adapted frames of the L-dual (2.7)
and (2.12) (c.n.c.) we can consider the almost simplectic forms ω and θ, L-dual one to other,
θ = (ω)∗ ,

ω = gab̄ δηa ∧ δη̄b ; θ = hb̄a δζa ∧ δζ̄b. (2.20)

3 The Euler-Lagrange complex field equations

Let E be a G-complex vector bundle over M. From physical point of view a section of E
is treated as a field particle. The field particle dynamics assumes to consider the variation of
a Lagrangian particle Lp : E → R, which is a first order differential operator over the sections
of E. This is Lp = Lp(j1Φ), where Φ = Φasa is a section and j1Φ its first jet. Enlarge this is,
L̂p(Φ) = Lp(Φ

a, ∂iΦ
a, ∂ı̄Φ

a, ∂̇bΦ
a, ∂̇b̄Φ

a) where ∂i = ∂
∂zi , ∂̇b = ∂

∂ηb .

The field equations imply to find the particle Φ from the variational principle δA = d
dt
|t=0

A(Φ + tδΦ), where A(Φ) =
∫

L̂p(Φ) is the action integral. Actually, the action integral is
defined on a compact subset θ ⊂ E and, for the independence of the integral at the changes
of local charts, instead of L̂p(Φ) we consider the Lagrangian density Lp(Φ) = L̂p(Φ) | g |2,
where | g |=| det gab̄ | and gab̄ = ∂2Lp/∂ηa∂η̄b ( since Lp depends on (z, η) by means of Φ).
In the following the regularity condition for Lp will be assumed.

The problem of solutions for the field equations is one difficult, first because the chosen
Lagrangian needs to be one gauge invariant (by means of Φ and its derivatives). Then the
derivations in field equations are with respect to the natural frames ∂i, ∂̇b which, for a gauge
invariant expression of the field equations, need to be replaced with the adapted frames of
one (g.c.n.c.), i.e. ∂i = δi + Na

i ∂̇a. Such a way was followed in [Mu1] in order to obtain
the gauge invariant field equations on T ′M . The modern gauge field theories is based on the
”minimal replacement” principle ( [Bl, DM,Pa]...), which is nothing but a generalization of
Einstein’s covariance principle.
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The minimal replacement principle consists in replacement in Lp(Φ
a, ∂iΦ

a,
∂ı̄Φ

a, ∂̇iΦ
a, ∂̇ı̄Φ

a) partial derivatives with covariant derivatives of a gauge invariant
vertical connection, possible the complex Bott connection. At the first glance this seems to
be a notational process, but it is a more subtle idea. The connection becomes a dynamical
variable which joints mechanics with the geometry of the space. Thus we will study the
variation of the action for the Lagrangian Lp(Φ, DΦ). But for the beginning let us introduce,
as in standard theory, the (complex) currents on E :

J(Φ, DΦ) ∧ δω :=
d

dt
|t=0 L(Φ, DΦ + tδω) (3.1)

where δω is a variation for the connection form of D connection.
Direct calculus in (2.2) yields the following complex currents:

h

J i
a=

∂L
∂Φa

p i
;

h̄

J i
a=

∂L
∂Φa

p ī
;

v

J b
a=

∂L
∂Φa

| b
;

v̄

J b
a=

∂L
∂Φa

| b̄
(3.2)

which implicitly contain the following components

h

J ib
a =

∂L
∂La

bi

;
h̄

J īb
a =

∂L
∂La

b̄i

;
v

J cb
a =

∂L
∂Ca

bc

;
v̄

J c̄b
a =

∂L
∂Ca

bc̄

.

Now, let us focus attention to the variation of the action integral, δA(Φ) = d
dt
|t=0∫

θ
L(Φ, DΦ + tδω) = 0. This implies

∫

θ

{
∂L
∂Φa

δΦa +
∂L

∂Φa
p i

δ(Φa
p i) +

∂L
∂Φa

p ī
δ(Φa

p ī) +
∂L

∂Φa
| b

δ(Φa
| b) +

∂L
∂Φa

| b̄
δ(Φa

| b̄)
}

= 0.

Further, for instance the calculus of the second term involves

∂L
∂Φa

p i
δ(Φa

p i) =
∂L

∂Φa
p i

∂

∂zi
(δΦa) +

∂L
∂Φa

p i
δ(La

biΦ
b) =

=
∂

∂zi

(
∂L

∂Φa
p i

δ(Φa)

)
− ∂

∂zi

(
∂L

∂Φa
p i

)
(δΦa) +

∂L
∂Φa

p i
δ(La

biΦ
b)

and analogously for the other terms. If we assume a nul variation on the boundary of θ, then
finally for the variation of the integral action we obtain

∂L
∂Φa

=
∂

∂zi
(

∂L
∂Φa

p i
) +

∂

∂z̄i
(

∂L
∂Φa

p ı̄
) +

∂

∂ηb
(

∂L
∂Φa

| b
) +

∂

∂η̄b
(

∂L
∂Φa

| b̄
)− < J, δω > ,

where, < J, δω >=

∫

θ

{
h

J i
a δ(La

biΦ
b)+

h̄

J i
a δ(La

bı̄Φ
b)+

v

J c
a δ(Ca

bcΦ
b)+

v̄

J c̄
a δ(La

bc̄Φ
b)}.

Taking into account the (2.3) expressions of the complex currents, in adapted frames of
the (2.7) (c.n.c.) the previous field equations are written

∂L
∂Φa

= δi

h

J i
a +δı̄

h̄

J ı̄
a +∂̇b

v

J b
a +∂̇b̄

v̄

J b̄
a+ N b

i ∂̇b

h

J i
a +N b̄

ı̄ ∂̇b̄

h̄

J ı̄
a − < J, δω > . (3.3)

The (2.4) equations, for a = 1,m, will be called the complex field equations of the
particle Φ.
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The gauge invariance of the Lagrangian Lp, with respect to particle Φ and their covariant
derivatives, implies the gauge invariance of the complex currents and consequently the gauge
invariance of (2.4) complex field equations. Certainly, everywhere we take in discussion a
gauge invariant vertical connection D, particularly the complex Chern-Lagrange or Bott
connections.

For the existence of a such gauge invariant particle Lagrangian subsequently we propose
a particle Lagrangian of Klein-Gordon type, quite generalized and adequate for various
field applications. For this purpose we consider a pair of Hermitian metrics, one being the
Lorentz metric γij̄(z) on the complex world manifold M . The second is a mass Hermitian
metric γab̄(z, η) on E, derived from the matter field Lagrangian Lm = mab̄Φ

aΦ̄b (mab̄

the Hermitian mass matrix). In the last period one Finsler-Minkowski metric kick up
some interest in applications of Finsler geometry in relativity, namely the Berwald-Moor
metric. We can propose instead of Lm the folowing complex version of Berwald-Moor metric
LBM = {∏a(η

aη̄a)} 1
m . If we wish to connect our field theory with other, a good choose

instead of mass metric is one derived from an external Lagrangian with physical meaning, for
instance an Antonelly-Shimada complex Lagrangian LAS = e2σ(z){∑a(η

aη̄a)m} 1
m (see [Mu3]),

with applications in biology and relativistic optics. However, each of these last complex
Lagrangians could be of interest for complex Finsler geometry.

The Hermitian metric γab̄ determines the (2.7) (c.n.c.) and its adapted frames. Then, a
gauge invariant Lagrangian with respect to a complex vertical connection D and a real valued
potential function V (Φ) can be

Lp(Φ, DΦ) =
1

2

∑
a

{γ j̄iDδi
ΦaDδj̄

Φ̄a + γ b̄cD∂̇c
ΦaD∂̇b̄

Φ̄a}+ V (Φ). (3.4)

Note that Lp contains informations about matter field by means of γab̄ and by covariant
derivatives of the field. V (Φ) is a potetial fuctions which, for instance, can be considered as
beeing V (Φ) = ∓m2 ‖ Φ ‖2 −1

4
‖ Φ ‖4, with ‖ Φ ‖2=

∑
a ΦaΦ̄a, for the exact symmetry or

for the broken symmetry, respectively.
As we already know from the classical field theory, this particle Lagrangian Lp(Φ, DΦ) is

not able, quite so in a generalized form, to offer a solid physical theory because it does not
contain enough the geometrical aspects of the space (curvature, etc.). For this purpose, in
the generalized Maxwell equations the total Lagrangian of electrodynamics is taken in the
form:

Le(Φ, DΦ) = Lp(Φ, DΦ) + LY M(D), (3.5)
where

LY M(D) = −1

2
Ω ∧ ∗Ω (3.6)

is a connection Lagrangian, Ω being the curvature form of D and ∗Ω is its Hodge dual.
For the complex Bott connection on E we obtain

LY M(
B

D) = −1

2

∑

a,b

γ j̄iγk̄lRa
bij̄R

a
blk̄ .

The curvature form of Chern-Lagrange connection is a bit complicate hence we renounce
to apply here.

Since, δDAe(Φ, DΦ) = δDAp(Φ, DΦ) + δDAY M(D), and δDAp(Φ, DΦ) = − < J, δω >=
− < δω,∗ J > (∗J is the dual form current), a computation like in [Pa], yields for the complex
Bott connection that δDAY M(D) =< δω,∗ D∗Ω > . Hence, for the complex Bott connection
we have that D∗Ω =∗ J, or else

δkΩ
a
b + La

ckΩ
c
b − Lc

bkΩ
a
c =

h∗Ja
kb, (3.7)
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this generally being called the complex Yang-Mills equation on E.
Also we can check that D∗J = 0 (the same calculus like for formulae (6.7) from [DM])

and therefore the complex currents are conservative. We note that in this complex Y-M
equation the curvature form of Bott connection contains implicitly the Hermitian metric
tensor gab̄ = ∂2Lp/∂ηa∂η̄b of the particle Lagrangian.

Finally, for coupling with gravity we again consider the Lorentz Hermitian metric γij̄(z)
on M , which now we assume it derives from a gravitational potential, and G = γij̄dzi∧ dz̄j +
gab̄δη

a ∧ δη̄b a metric structure on TCE.
By Sij̄ =

∑
Sk

kij̄ and by ρ(γ) = γ j̄iSij̄ we denote the Ricci curvature and scalar,
respectively, with respect to L-C connection of γij̄ metric lifted on TCE. Also by Rij̄ =

∑
Ra

aij̄

and ρ(g) = γ j̄iRij̄ we have the Ricci curvature and scalar, respectively, with respect to Bott
connection of the g metric. The sum ρ = ρ(γ) + ρ(g) generates an Hilbert-Einstein type
Lagrangian LG = − 1

χ
ρ, where χ is the universal constant.

The complex Einstein equations on E will be

Sij̄ −
1

2
ρ(γ)γij̄ = χTij̄ ; Rij̄ −

1

2
ρ(g)γij̄ = χTij̄ (3.8)

where Tij̄ is the stress-energy tensor of the potential gravity γij̄(z) on M .
The total Lagrangian for coupling gravity with electodynamics (complex inhomogeneus

Maxwell equations) is

Lt(Φ, DΦ) = Lp(Φ, DΦ) + LY M(D) + LG. (3.9)

4 Hamiltonian gauge complex theory

In the preview section, in fact a field particle was treated as section Φ = Φa(z, η)sa

on E which induced naturally the section Φ = Φa(z, η)∂̇a on V E. The associated particle
Lagrangian is a function of Φ and the covariant derivative DΦ is with respect to a complex
vertical connection, particularly for simplicity the Bott connection. Indeed, Lp depends
implicitly by the base point u = (z, η) ∈ E. Then by complex Legendre transformation
(2.18), (2.19), the sections of V E (plus their conjugates) will be send into sections of V E∗.
We obtain hereby the field particles on E∗:

Φa(z, ζ) = hab̄Φ
b̄(z, η :=

∂Hp

∂ζ
) =

(
∂Lp

∂Φa

)∗
. (4.1)

Consequently, by (2.19) we obtain a Hamiltonian for the L- dual particle Φ∗ = Φa∂̇
a,

Hp(Φ
∗) = ΦaΦ

a + Φ̄aΦ̄
a − Lp(Φ). (4.2)

We note that Hp is gauge invariant with respect to the L-dual gauge transformation
∗
Υ

of Υ, forasmuch Lp is gauge with respect to Υ. As well, we proved that the L-dual of a
vertical connection on V E is a vertical connection V E∗, i.e. (D)∗ =

∗
D, and moreover if one is

gauge the other is gauge too. Hence, Lp(Φ
a, DΦa) by (4.2) determines the L-dual Hamiltonian

Hp(Φa,
∗
D Φa).

Now, by taking
∗
D Φa as an independent variable for the Hamiltonian, we can write down

the following variation

δH =
∂H

∂Φa

(δΦa) +
∂H

∂Φa p i
(δΦa p i) +

∂H

∂Φa | b

(δΦa | b) + conjugates
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By the same symbols ω and θ from (2.20) we denoting the L-dual simplectic forms
associated to the variations of field particle. Thus, we may write θ as being

θ = hb̄a{δΦa ∧ δΦ̄b +
∑

i

δΦa p i ∧ δΦ̄b p i +
∑

c

δΦa | c ∧ δΦ̄b | c} (4.3)

Let as associate to Φa, on the curve t → Φa(z(t), η(t)), the vector field XΦa

XΦa =
δΦa

dt

δ

δΦa
+

∑
i

δΦa
p i

dt

δ

δΦa
p i

+
∑

b

δΦa
| b

dt

δ

δΦa
| b

+ conjugates.

By L-duality on the curve t → Φa(z(t), ζ(t)) we obtain the vector field
∗

XΦa= hb̄a (XΦ̄b)
∗,

∗
XΦa=

δΦa

dt

δ

δΦa

+
∑

i

δΦa p i
dt

δ

δΦa p i
+

∑

b

δΦa | b

dt

δ

δΦa | b

+ conjugates.

The requirement i ∗
XΦa

θ = δH of integral curve for
∗
XΦa yields

hb̄a δΦ̄b

dt
= − ∂H

∂Φa

; hb̄a δΦ̄b p i
dt

= − ∂H

∂Φa p i
; hb̄a δΦ̄b | c

dt
= − ∂H

∂Φa | c

.

Tacking variations δΦa in (2.17), we easily can check that (δΦa) p i = δ(Φa p i) and
(δΦa) | c = δ(Φa | c) and hence, from the above formulas is obtain

hb̄a δΦ̄b

dt
= − ∂H

∂Φa

;

(
∂H

∂Φa

)

p i
=

∂H

∂(Φa p i)
;

(
∂H

∂Φa

)

| c

=
∂H

∂(Φa | c)
(4.4)

called the complex Hamilton field equations.
By L-duality let us obtain now from (2.5) the Klein-Gordon type Hamiltonian. Since

γij̄(z) is a Hermitian metric on the base manifold M, we identify it with
(
γij̄(z)

)∗ on E∗.
For the Hermitian mass metric γab̄(z, η), (or eventually for one which comes from an external
Lagrangian of Antonelli-Shimada type, for instance), we recall from [Mu3] that the L−dual of
a complex Lagrange (Finsler) space is a complex Hamilton (Cartan) space and their metrics
correspond by L−duality. So, let us setting τab̄ := (γab̄)

∗ and then τ b̄a its inverse. Then the
associated Klein-Gordon Hamiltonian to Φa particle is

Hp(Φ
∗,

∗
D Φ∗) = −1

2

∑
a

{γ j̄i
∗
Dδ∗i Φa

∗
Dδ∗̄

j
Φ̄a + τ b̄c

∗
D∂̇c ΦaD∂̇bΦ̄a} − (V (Φ))∗ . (4.5)

Because its metric tensor is the L-dual of the Lagrangian particle metric tensor, hab̄ =
(gab̄)

∗ , the corresponding Hamiltonian density to the Lagrangian density Lp = Lp | g |2 will
be Hp = Hp | g |−2 .

For the Yang-Mills Hamiltonian we take into account the Proposition 2.6 and Proposition
2.7 and therefore we obtain a complex Hamilonian which contains only the curvature of
a vertical connection on E∗. Although the Bott complex connections don’t correspond by
L-duality, for applications is useful the following Y-M Hamiltonian,

HY M(
∗B
D) =

1

2

∑

a,b

γ j̄iγk̄l
∗

Ra
bij̄

∗
Ra

blk̄ . (4.6)

Finally, if we consider for (4.5) its metric tensor hab̄ = (gab̄)
∗, we may constuct the Ricci

curvatures for γ and h on V E∗ and thereafter the Ricci scalars,
∗
ρ (γ) and

∗
ρ (h). We observe

that
∗
ρ (γ) is identified with ρ(γ). Thus, the Hilbert-Einstein gravitational Hamiltonian is

HHE = 1
χ

∗
ρ, where

∗
ρ= ρ(γ)+

∗
ρ (h).
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SOME GEOMETRICAL ASPECTS OF HARMONIC
CURVES IN A COMPLEX FINSLER SPACE

Gheorghe Munteanu

Faculty of Mathematics and Informatics, Transilvania Univ., Braşov, Romania
gh.munteanu@unitbv.ro

In this note we make a short study of the geometry of curves in a complex Finsler space. For
harmonic curves we obtain an equivalent characterization to that from [Ni]. A special discussion
concerns the holomorphic curves.

1 Introduction

The geometry of harmonic maps knows a large references, being itself a complex subject
in differential geometry. It is difficult to quote a minimal reference of this topic, we believe
that [E-L] and [Gu] should give the reader some insight of the techniques and fundamental
results in harmonic map theory.

In the last decades a new notion has drawed our attention for its various applications
in complex geometry, namely that of complex Finsler spaces. Roughly speaking this is
the geometry of the holomorphic tangent bundle, as complex manifold, equipped with a
homogeneous Hermitian metric derived from a positive Lagrangian. For reference we confine
here to send the reader only to some more recent comprehensive studies: [A-P,Ai,Mu,Wo].

In order to investigate the complex geodesics of a complex Finsler space, Vesentini,
[Ve], studied the holomorphic isometric embending of the unit disc, equipped with the
Poincaré metric, into a complex Finsler space. Later on, Abate and Patrizio, [A-P], realized a
characterization of the Kobayashi metrics using the existence of such complex geodesics and
proved a classification of Kähler Finsler manifolds of constant holomorphic curvature.

In this definition of complex geodesics one can recognize the more general notion
of harmonic maps from a compact Riemann surface into a complex Finsler space. The
investigation of harmonic maps of a complex Finsler space knows yet some recent results:
[Br,Mo,Ni]. In a recent paper we investigated the geometry of a class of particular harmonic
maps, namely the holomorphic curves of a complex Finsler space, [Mu2]. The holomorphy
of the curve is a restrictive request but nonetheles of interest. In some weakly Kähler
circumstances of positive curvature, Nishikawa ( [Ni]) proved that a harmonic map (the
critical points of ∂̄− energy) from a Riemanian sphere P1(C) to the complex Finsler manifold
is either holomorphic or antiholomorphic.

In this note our goal is to investigate some general aspects in geometry of harmonic curves
of a complex Finsler space. We rediscover a result of Nishikawa for harmonic curves using a
different way. Some remarks concerning the holomorphic curves are done at the end.

2 Harmonic curves of a complex Finsler space

Let (M, F ) be a complex Finsler space. In this note we are faithful to our terminology
and notations from [Mu]. The complex coordinates in a local chart of M will be (zk)k=1,n.

Consider M̃ ↪→ M an embendded subspace of dimC M̃ = 1 and f : M̃ → M a smooth map,
locally given by f : w → zk(w). Generally, if f is not holomorphic then ∂zk/∂w̄ 6= 0.

Let TM̃ and TM be the corresponding tangent spaces and df : TM̃ → TM the tangent
map, which can be extended to the complexified tangent spaces, dCf : TCM̃ → TCM. We have
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the decomposition TCM = T ′M ⊕ T ′′M into holomorphic and antiholomorphic subbundles
and a similar decomposition is obtained for TCM̃. The set of tangent vectors (zk, ηk = dzk

dt
)

to the curves c : t → zk(t), with t ∈ R, generate the coordinate systems of the manifold T ′M .
So, the local coordinates in a local chat of T ′M will be denoted by (zk, ηk).

Analogously let (w, θ) be a system of local coordinates of T ′M̃ manifold, where θ = dw
dt

is
the tangent vector to the curve through w. By this construction dCf has the following local
expression

zk = zk(w) ; ηk = θ
∂zk

∂w
+ θ̄

∂zk

∂w̄
(2.1)

and will be called a complex curve of the (M, F ) Finsler space.
We note that dCf does not preserve the holomorphic tangent bundles, except for the

holomorphic maps, but it has the following components: ∂f : T ′M̃ → T ′M , ∂̄f : T ′′M̃ → T ′M
and ∂f̄ : T ′M̃ → T ′′M , ∂̄f̄ : T ′′M̃ → T ′′M, locally given by:

∂f(
∂

∂w
) =

∂zk

∂w

∂

∂zk
; ∂̄f(

∂

∂w̄
) =

∂zk

∂w̄

∂

∂zk
(2.2)

∂f̄(
∂

∂w
) =

∂z̄k

∂w

∂

∂z̄k
; ∂̄f(

∂

∂w̄
) =

∂z̄k

∂w̄

∂

∂z̄k

Obviously, we have ∂f̄ = ∂̄f and ∂̄f̄ = ∂f.
In the corresponding complexified tangent bundles TCT ′M̃ and TCT ′M the natural frames

are { ∂
∂w

, ∂
∂w̄

, ∂
∂θ

, ∂
∂θ̄
} and { ∂

∂zk , ∂
∂z̄k , ∂

∂ηk , ∂
∂η̄k } respectively, which are tied by:

∂

∂w
= Bk ∂

∂zk
+ Bk̄ ∂

∂z̄k
+ (Ḃk

0 + Ḃk
0̄ )

∂

∂ηk
+ (Ḃk̄

0 + Ḃk̄
0̄ )

∂

∂η̄k
(2.3)

∂

∂θ
= Bk ∂

∂ηk
+ Bk̄ ∂

∂η̄k
,

where we set Bk = ∂zk

∂w
, Bk̄ = ∂z̄k

∂w
; Ḃk

0 = θ ∂2zk

∂w2 , Ḃk
0̄ = θ̄ ∂2zk

∂w∂w̄
and Ḃk̄

0 = θ ∂2z̄k

∂w2 , Ḃk̄
0̄ = θ̄ ∂2z̄k

∂w∂w̄
.

Indeed, for the conjugates we have ∂
∂w̄

= ∂
∂w

and ∂
∂θ̄

= ∂
∂θ

.

By V T ′M we denote the vertical distribution spanned locally by { ∂
∂ηk }. A supplementary

distribution to the vertical distribution, i.e. T ′T ′M = V T ′M⊕HT ′M , is a complex nonlinear
connection, briefly (c.n.c.). A local frame in HT ′M will be denoted with { δ

δzk = ∂
∂zk −N j

k
∂

∂ηj }
and we say that it is adapted if its changes follow the rule ( [Mu]): N ′i

j
∂z′j
∂zk = ∂z′i

∂zj N j
k + ∂2z′i

∂zj∂zk ηj.
Now let us assume that (M, F ) is a complex Finsler space, with gij̄ = ∂2F 2/∂ηi∂η̄j the

Finsler metric tensor.
There exists a special Hermitian connection of (1,0)- type, namely the Chern-Finsler

connection, with some remarkable properties ( [A-P,Mu,Ai]): DΓ(N) = (Li
jk, 0, C

i
jk, 0), where

N j
k = gm̄j ∂2F 2

∂zk∂η̄m
; Li

jk = gm̄i δgjm̄

δzk
; Ci

jk = gm̄i ∂gjm̄

∂ηk
. (2.4)

By the same way we can consider the vertical distribution V T ′M̃, locally spanned by
{ ∂

∂θ
}, and from (2.3) we remark that it is a subdistribution of VCT ′M.

An immediate conclusion is that (M̃, F̃ ), where F̃ is induced by (2.1) from F (z, η), is
not always a complex Finsler subspace, forasmuch F̃ generally is not necessarily a Finsler
function. A special case of interest is when f is a holomorphic curve, and this situation was
considered in [Mu2]. Some results about holomorphic curves will be recalled here at the end
of the paper.



138 Munteanu Gh. Some geometrical aspects of harmonic curves in a complex Finsler space

The main problem in discussion now is that of first variation of a complex curve. Let
us consider f restricted to a compact domain D of M̃ , with M̃ being a compact Riemann
surface. Following [Ni] the ∂̄-energy of f is given by

E∂̄f =

∫

D

F 2

(
f(w), ∂̄f(

∂

∂w̄
)

) √−1

2
dw ∧ dw̄.

In account to homogeneity of the Finsler function F , this definition is independent of the
choice of the local coordinates w.

Let ft(w) = zk(w) + tvk(w) be a variation of f, with f0(w) = f(w). The corresponding

variation of ∂̄-energy
∂E∂̄ft

∂t
|t=0, leads after a classical variational argument to the following

type of Euler-Lagrange equations:

∂F 2

∂zi
− ∂

∂w̄

(
∂F 2

∂ηi

)
= 0.

Next, computing ∂
∂w̄

by means of zi and ηi, according to the first formula (2.1), the
Euler-Lagrange equations yield

(gij̄

∂2z̄j

∂w∂w̄
+

∂2F 2

∂z̄j∂ηi

dz̄j

dw̄
) + (gij

∂2zj

∂w̄2
+

∂2F 2

∂zj∂ηi
ηj − ∂F 2

∂zi
) = 0,

where gij = ∂F 2/∂ηi∂ηj.

Definition 2.1 We call a harmonic map of the complex Finsler space (M,F ), a solution of
the system:

gij̄

∂2z̄j

∂w∂w̄
+

∂2F 2

∂z̄j∂ηi

dz̄j

dw̄
= 0 ; gij

∂2zj

∂w̄2
+

∂2F 2

∂zj∂ηi
ηj − ∂F 2

∂zi
= 0. (2.5)

By conjugation in the first set of equations from (2.5), we find

∂2zj

∂w∂w̄
+ N i

j

∂zj

∂w
= 0 where N i

j = gm̄i ∂2F 2

∂zj∂η̄m
(2.6)

is the Chern-Finsler (c.n.c.) along the points of the harmonic map.
In complete analogy to the proof of Proposition 5.1.3 from [Mu], we can check that (2.6)

is just gil̄(L
i
jk − Li

kj)η
j η̄l = 0, and that is the weakly Kähler condition along the harmonic

curve. It flows that,

Theorem 2.1 In a weakly Kähler Finsler space (M, F ), the equations of a harmonic curve
are given by (2.6).

On the other hand, since the horizontal part of Chern-Finsler connection performs the
condition Li

jk = ∂N i
k/∂ηj, in account to homogeneity of N i

k and the fact that along a harmonic
curve ηk = ∂zk

∂w̄
, it results that N i

j
∂zj

∂w
= Li

kj
∂zj

∂w
∂zk

∂w̄
. So, by plugging this into (2.6) we recover

the known expression (5.9) from [Ni] of a harmonic map, this time for a complex curve of
the space (M, F ).

If the curve is holomorphic, then ∂zi

∂w̄
= 0 and owing the last reasoning, it follows that any

holomorphic curve is harmonic. Moreover, from (2.6) we have N i
j

∂zj

∂w
= 0, along the points of

the holomorphic curve.
Subsequently we add some supplementary comments concerning holomorphic curves.
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First, we remark that for a holomorphic curve (2.3) acquires a simplified form:

∂

∂w
= Bk ∂

∂zk
+ Ḃk

0

∂

∂ηk
;

∂

∂θ
= Bk ∂

∂ηk
, (2.7)

and (M̃, F̃ ), where F̃ (w, θ) = F (z(w), η(w, θ)), is a holomorphic subspace of (M,F ).

The holomorphic tangent bundles are preserved by a holomorphic curve f , and V T ′M̃ is a
subdistribution of V T ′M . Let V T ′M̃⊥ be an orthogonal distribution to V T ′M̃ in V T ′M with
respect to Hermitian metric structure Gv = gij̄dηi⊗dη̄j and by {Na = Bi

a
∂

∂ηi}a=2,n we denote
a basis in V T ′M̃⊥, which we can choose to be orthonormal. Thus we have, gij̄B

iB j̄
ā = 0 and

gij̄B
i
aB

j̄

b̄
= δab. The frame R = [Bi Bi

a] is a moving frame along M̃ and let R−1 = [Bi Ba
i ] be

the inverse matrix of R. It follows that

BiB
i = 1 ; BiB

i
a = 0 ; Ba

i B
i = 0 ; Ba

i B
i
b = δa

b . (2.8)

It can be easily checked that ∂
∂ηi = Bi

d
dθ

+Ba
i Na and also that we have the following links

between the dual bases
dzi = Bidw ; dηi = Ḃi

0dw + Bidθ. (2.9)

Let N i
j be the coefficients of the Chern-Finsler complex nonlinear connection, like in the

above section, and δηi = dηi + N i
jdzj be its adapted dual cobasis. An induced (c.n.c) on M̃

is defined by δθ = Biδη
i, where δθ = dθ + Ndw. From the general theory, [Mu], p. 130, it

results

Proposition 2.1 N = Bi( Ḃi
0 + BjN i

j).

For the adapted frames δ
δw

= d
dw
−N d

dθ
and δ

δzi = ∂
∂zi −N j

i
∂

∂ηj , according to Proposition
5.4.2 from [Mu], we have

Proposition 2.2 i) dzi = Bidw ; δηi = Biδθ + Bi
aM

adw ;

ii) δ
δw

= Bi δ
δzi + Bi

aM
a ∂

∂ηi ; d
dθ

= Bi ∂
∂ηi , where Ma = Ba

j (Ḃj
0 + BkN j

k).

It is proved in [Mu] that the induced (c.n.c.) coincides with the intrinsic (c.n.c.) of (M̃, F̃ ),
that is N = g−1d2L̃/dwdθ̄, where L̃ = F̃ 2 and g = gij̄B

iB̄j is the induced metric on (M̃, F̃ ).
Let DΓ(N) = (Li

jk, 0, C
i
jk, 0) be the Chern-Finsler linear connection as in (2.4).

According to Theorem 5.4.4, the induced tangent connection of Chern-Finsler linear
connection is D̃Γ(Ñ) = (L, 0, C, 0), where

L = g−1 δg

δw
; C = g−1dg

dθ
. (2.10)

Like in classical theory the Gauss and Weingarten operators can be introduced here
(see [Mu2]).

Further on we make a remark about the induced holomorphic sectional curvature. Recall
that, [A-P,Mu], the holomorphic sectional curvature of a complex Finsler space (M,L = F 2)
is given by

KF (z, η) =
2

L2
G(Ω(χ, χ̄)χ, χ̄) (2.11)

where G is the Hermitian metric structure, Ω is the curvature form of Chern-Finsler
connection and χ = ηk δ

δzk is the horizontal lift of the radial vertical vector η = ηk ∂
∂ηk.
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KF in η direction is written as a function of Ricci tensor as follows,

KF (z, η) =
2

L2
Rj̄kη̄

jηk , where Rj̄k = −glj̄

δN l
k

δz̄h
η̄h. (2.12)

In [Mu1] we found for a general holomorphic subspace (M̃, F̃ ) the relationship between
KF and intrinsic holomorphic sectional curvature K̃F̃ . Particularizing this result it follows
that K̃F̃ in ũ = (w, θ), with θ a tangent direction of the holomorphic curve, and KF in
u = (z(w), η(w, θ)) are connected by

K̃F̃ (ũ) = KF (u)− 2

L2
B ı̄

āB
ā
h̄{Qm

kı̄ + ρm
kı̄}gmj̄ η̄

j η̄hηk , (2.13)

where Qm
kı̄ = δ

δz̄i (N
m
k ) and ρm

kı̄ = ∂
∂η̄i (N

m
k ).

For instance, if (M̃, F̃ ) is a Riemann surface of a locally Minkowsky space (M,F ), then
there exists a local chart in any point u in which Nm

k = 0 and consequently, in such charts,
the intrinsic holomorphic curvature of (M̃, F̃ ) coincides with that of (M,F ).

Fore more details and other problems, like totally geodesic holomorphic curves, see [Mu2].
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142 Păun M. Fundamental equations for a second order generalized Lagrange space endowed...

FUNDAMENTAL EQUATIONS FOR A SECOND ORDER
GENERALIZED LAGRANGE SPACE ENDOWED WITH

A BERWALD-MOOR TYPE METRIC IN INVARIANT FRAMES

Marius Păun
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The purpose of this paper is to study Vranceanu identities and Maxwell equations of a generalized
Lagrange space of order 2 endowed with a Berwald Moor type metric in invariant frames end to
emphasize their equivalence.

0. Introduction

We introduce distinct non-holonomic frames on the three components of the Whitney’s
decomposition. This will determine a non-holonomic coordinates system on the total space E
and thus its geometry can be studied with methods analogous to the mobile frame. We obtain,
in this manner, the representation of geometrical objects (vectors, 1-forms, tensors) and
prove that there are invariant at local changes of coordinates and we introduce the invariant
covariant derivative. We obtain the expressions of the coefficients of the canonical metrical
N-linear connection, we define the d-tensors of torsion and curvature in these non-holonomic
frames and prove that there are the invariant components of the d-tensors of torsion and
curvature. Using the the non-holonomy coefficients of Vranceanu we write the Vranceanu
identities. Defining the invariant electromagnetic tensors in the case of normal frames w.r.t.
the canonical metrical connection we can obtain Maxwell equations. The frames introduced
here present a theoretical importance for the geometry of a vector bundle because through
them we can outline the geometrical properties of the total space of the considerate bundle,
invariant to the transformations of the pseudoorthogonal group. We mention here that in the
case of this Berwald Moor type metric the Vranceanu identities coincide with the Maxwell
equations.

1. General invariant frames

Let us consider M a 4-dimensional differential manifold of C∞-class, the bundle

E = Osc2M , a nonlinear connection N with the coefficients
(

N
(1)

i
j, N

(2)

i
j

)
and the duals

(
M
(1)

i
j,M

(2)

i
j

)
. For a point u ∈ E let (xi, y(1)i, y(2)j) be its coordinates in a local chart. The

nonlinear connection N determines the direct decomposition:

Tu(Osc2M) = N0(u)⊕N1(u)⊕ V2(u) ∀u ∈ Osc2M = E, (1.1)

The adapted basis of the direct decomposition (1.1) is:
{

δ

δxi ,
δ

δy(1)i
,

δ

δy(2)i

}
(i = 1, ..., n) (1.2)
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where:




δ
δxi = ∂

∂xi −N
(1)

j
i

∂
∂y(1)j −N

(2)

j
i

∂
∂y(2)j

δ
δy(1)i = ∂

∂y(1)i −N
(1)

j
i

∂
∂y(2)j

δ
δy(2)i = ∂

∂y(2)i

(1.3)

The dual basis will be:
{
δxi, δy(1)i, δy(2)i

}
(i = 1, ..., n) (1.4)

where:




δxi = dxi

δy(1)i = dy(1)i + M
(1)

i
jdxj

δy(2)i = dy(2)i + M
1

i
jdy(1)j + M

2

i
jdxj

(1.5)

We shall consider a metric

G = gijdxi ⊗ dxi + gijδy
(1)i ⊗ δy(1)j + gijδy

(2)i ⊗ δy(2)j

where gij = gij(x, y(1), y(2)) such that the distributions N0, N1, V2 generated by the nonlinear
connection be orthogonal in pairs with respect to G.

Let also
F = 4

√
y(1)1y(1)2y(1)3y(1)4

be the Berwald-Moor function and the generalized Lagrange metric on M given by

hij =
1

12F 4

∂2F 4

∂yi∂yj

In this paper we shall use a particular kind of metric on E \ {0}

gij(x, y(1), y(2)) = hij(y
(1)).

The invariant frames adapted to the direct decomposition (1.1)

R = (e(0)i
α , e(1)i

α , e(2)i
α ),

where i is a component index and α counter index, are defined in this shape:

e(0)
α : u ∈ E → e(0)

α (u) ⊂ N0(u) (1.6)

e(1)
α : u ∈ E → e(1)

α (u) ⊂ N1(u)

e(2)
α : u ∈ E → e(2)

α (u) ⊂ V2(u)

(α = 1, ..., n)

For this frames we have e
(A)
α (u) = e

(A)i
α

δ
δy(A)i |u where y(0)i = xi. Denote by R∗ =

(f
(0)α
i , f

(1)α
i , f

(2)α
i ) the dual frames of R. For R∗, i is the counter index and α is a component

index.
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The duality conditions are:

< e(A)i
α , f

(B)α
j > = δi

j δA
B ( A,B = 0, 1, 2 ) (1.7)

The frames R şi R∗ are non-holonomic and thru them we can introduce a non-holonomic
coordinate system (s(0)α, s(1)α, s(2)α) in Vrânceanu sense. In this frames the adapted basis
and the cobasis have the representations:

δ

δxi
= f

(0)α
i

δ

δs(0)α
;

δ

δy(A)i
= f

(A)α
i

δ

δs(A)α
, (A = 1, 2) (1.8)

δxi = e(0)i
αδs(0)α ; δy(A)i = e(A)i

αδs(A)α, (A = 1, 2);

The following relations hold:
〈 δ

δs(A)α
, δs(B)β

〉
= δβ

α δB
A , (A,B = 0, 1, 2 ) (1.9)

These representations lead us to a transformation group of invariant frames R → R̄ .
Analytical expression of this group are:

e(A)i
α =

A

Cβ
α (x, y(1), y(2))e

(A)i
β; f

(B)α
j =

B

C
α

β f
(B)β

j , (A,B = 0, 1, 2) (1.10)

Proposition 1.1 The set of frame transformations (II.2.6) togheter with the product of
transformations is a group isomorphic with the multiplicative group of nonsingular matrices:




0

Cα
β 0 0

0
1

Cα
β 0

0 0
2

Cα
β




So we have:

δ

δs(A)α
= e(A)i

α

δ

δy(A)i
(A = 0, 1, 2) (y(0)i = xi) (1.11)

and

δ

δs̄(A)α
=

A

C
β
α

δ

δs(A)β
, (A = 0, 1, 2) (1.12)

together with:

δs̄(A)α =
A

C̄α
βδs(A)β (A = 0, 1, 2) (1.13)

The context in which we are working and a straightforward computing of Lie brackets lead
us to the introduction of the non-holonomy coefficients of Vranceanu. We obtain:

[
δ

δs(A)α
,

δ

δs(B)β

]
=

C

W
(AB)

γ
αβ

δ

δs(C)γ
(1.14)

(A,B, C = 0, 1, 2; A ≤ B; sum on C) where

0

W
(00)

γ
βα = f

(0)γ
l

(
δe

(0)l
β

δs(0)α
− δe

(0)l
α

δs(0)β

)
;

1

W
(00)

γ
βα =

2

W
(00)

γ
βα = 0. (1.15)
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0

W
(01)

γ
βα = f

(0)γ
l

δe
(0)l

α

δs(1)β
;

1

W
(01)

γ
βα = −f

(1)γ
l

δe
(1)l

β

δs(0)α
;

2

W
(01)

γ
αβ = 0. (1.16)

0

W
(02)

γ
βα = f

(0)γ
l

δe
(0)l

α

δs(2)β
;

1

W
(02)

γ
αβ = 0 ;

2

W
(02)

γ
βα = −f

(2)γ
l

δe
(2)l

β

δs(0)α
. (1.17)

1

W
(11)

γ
βα = f

(1)γ
l

(
δe

(1)l
β

δs(1)α
− δe

(1)l
α

δs(1)β

)
;

2

W
(11)

γ
βα = 0 (1.18)

1

W
(12)

γ
αβ = f

(1)γ
l

δe
(1)l

α

δs(2)β
;

2

W
(12)

γ
βα = −f

(2)γ
l

δe
(2)l

β

δs(1)α
; (1.19)

2

W
(22)

γ
βα = f

(2)γ
l

(
δe

(2)l
β

δs(2)α
− δe

(2)l
α

δs(2)β

)
; (1.20)

All other coefficients are 0. We observe that:
A

W
(BB)

γ
αβ −

A

W
(BB)

γ
βα = 0 (A,B = 0, 1, 2) (1.21)

2

W
(01)

γ
αβ −

2

W
(01)

γ
βα = 0;

1

W
(02)

γ
αβ −

1

W
(02)

γ
βα = 0;

Proposition 1.2 Transformation laws of the Vranceanu coefficients at frames
transformations are:

A

W̄
(AA)

λ
βα =




A

C
γ
α

A

C
ϕ
γ

A

W
(AA)

η
ϕγ +

A

C
γ
α

δ
A

C
η
β

δs(A)γ
− A

C
ϕ
β

δ
A

Cη
α

δs(A)ϕ




A

C̄λ
η , (A = 0, 1, 2) (1.22)

A

W̄
(AB)

λ
βα =




A

C
γ
α

B

C
ϕ
γ

A

W
(AB)

η
ϕγ −

A

C
ϕ
β

δ
A

Cη
α

δs(A)ϕ




A

C̄λ
η , (A,B = 0, 1, 2 A < B) (1.23)

A

W̄
(BA)

λ
βα =




B

C
γ
α

A

C
ϕ
γ

A

W
(BA)

η
ϕγ +

B

C
γ
α

δ
A

C
η
β

δs(B)γ




A

C̄λ
η , (A,B = 0, 1, 2 A > B) (1.24)

1

W̄
(00)

λ
βα =

0

C
γ
α

0

C
ϕ
β

1

W
(00)

η
ϕγ

1

C̄λ
η ;

2

W̄
(00)

λ
βα =

0

C
γ
α

0

C
ϕ
β

2

W
(00)

η
ϕγ

2

C̄λ
η ;

2

W̄
(01)

λ
βα =

0

C
γ
α

1

C
ϕ
β

2

W
(01)

η
ϕγ

2

C̄λ
η ; (1.25)

1

W̄
(02)

λ
βα =

0

C
γ
α

2

C
ϕ
β

1

W
(02)

η
ϕγ

1

C̄λ
η ;

2

W̄
(11)

λ
βα =

1

C
γ
α

2

C
ϕ
β

2

W
(11)

η
ϕγ

2

C̄λ
η

Theorem 1.1 In the case e
(0)i

α = e
(1)i

α = e
(2)i

α = ei
α and f

(0)α
i = f

(1)α
i = f

(2)α
i = fα

i the frame
R is holonomic if and only if

0

W
(00)

α
βγ =

0

W
(01)

α
βγ =

0

W
(02)

α
βγ = 0 (1.26)
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Observation 1.1 R are holonomic if and only if the Lie brackets are vertical and the
conditions imposed by the previous theorem lead us to

1

W
(11)

γ
βα =

2

W
(22)

γ
βα = 0

i.e. N1 and V2 are integrabile. The horizontal distribution is integrable if and only if R
(01)

i
jk =

R
(02)

i
jk = 0 condition wich is independent of the frame R.

Generally we have:

Theorem 1.2 The frames R are holonomic if and only if :

0

W
(00)

γ
βα =

0

W
(01)

γ
βα =

0

W
(02)

γ
βα =

1

W
(11)

γ
βα =

1

W
(12)

γ
βα =

2

W
(22)

γ
βα = 0

2. The representation of geometric objects in invariant frames R
Let X ∈ χ(E) a vector field. Then for X we have the local representations

X = X(0)i δ

δxi
+ X(1)i δ

δy(1)i
+ X(2)i δ

δy(2)i
(2.1)

in adapted basis and

X = X(0)α δ

δsα
+ X(1)α δ

δs(1)α
+ X(2)α δ

δs(2)α
. (2.2)

in invariant frames.
We have

X(A)i = e(A)i
α X(A)α or X(A)α = f

(A)α
i X(A)i (A = 0, 1, 2). (2.3)

At local coordinate changes we have:

X̄(A)α = f̄
(A)α

i X̄
(A)i = f

(A)α
k

∂x̄k

∂xi X
(A)l ∂xi

∂x̄l
= f

(A)α
k δk

i X
(A)i = X(A)α (2.4)

So:

Proposition 2.1 The nonholonomic components of the h-, v1-, v2- projections of the vector
field X are invariant at local changes of coordinates.

Let ω ∈ χ∗ be a field of 1-forms. The representation of ω in the invariant frames is:

ω = ω
(0)

iδx
i + ω

(1)
iδy

(1)i + ω
(2)

iδy
(2)i = ω(0)

αδs(0)α + ω(1)
αδs(1)α + ω(2)

αδs(2)α (2.5)

Proposition 2.2 The non-holonomic components ω
(A)

α of the projections of ω(A) on the three
distributions N0, N1, V2 are invariant at local changes of coordinates.

Dueing the fact that the geometric object studied above have invariant components at local
changes of coordinates in the frames R we call this frames invariant frames.
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3. N-linear connections in invariant frames

In the adapted basis the coefficients of a N-linear connection are given by:

D δ
δxi

δ

δxj = Lm
ji

δ

δxm , D δ
δxi

δ

δy(A)j
= Lm

ji

δ

δy(A)m
, (A = 1, 2) (3.1)

D δ
δy(A)i

δ

δy(B)j
= C

(A)

m
ji

δ

δy(B)m
, (A,B = 1, 2) (3.2)

D δ
δy(A)i

δ

δxj = C
(A)

m
ji

δ

δxm , (A = 1, 2) (3.3)

and transform after the rules

L̃i
rs

∂x̃r

∂xj

∂x̃s

∂xk
=

∂x̃i

∂xr Lr
jk −

∂2x̃i

∂xj∂xk
(3.4)

C̃
(A)

i
rs

∂x̃r

∂xj

∂x̃s

∂xk
=

∂x̃i

∂xr C
(A)

r
jk (A = 1, 2) (3.5)

Proposition 3.1 In the invariant frames R şi R∗ the essential components of the N-linear
connection are nine and are given by:

0A

Lγ
βα = f (A)γ

m

(
δe

(A)m
β

δs(0)α
+ e(0)i

αe
(A)j

βLm
ij

)
(A = 0, 1, 2) (3.6)

BA

Cγ
βα = f (A)γ

m

(
δe

(A)m
β

δs(B)α
+ e(B)i

αe
(A)j

β C
(B)

m
ij

)
(A = 0, 1, 2 ; B = 1, 2 )

Considering now the case of the canonical metrical N-linear connection CΓ(N) with the
coefficients

CΓ(N) =

(
0, C

(1)

m
ji, 0

)

we obtain

Corollary 3.1 The coefficients of the canonical metrical N-linear connection in invariant
frames are:

00

Lγ
βα =

1

2

0

W
(00)

γ
βα,

01

Lγ
βα = − 1

W
(01)

γ
βα,

02

Lγ
βα = − 2

W
(02)

γ
βα (3.7)

1A

Cγ
βα = f (A)γ

m

(
δe

(A)m
β

δs(1)α
+ e(1)i

αe
(A)j

βC
(1)

m
ij

)
(A = 0, 1, 2 ; )

20

Cγ
βα =

0

W
(02)

γ
βα,

21

Cγ
βα =

1

W
(12)

γ
βα,

22

Cγ
βα =

1

2

2

W
(22)

γ
βα (3.8)

Denoting by | and
(A)

| (A=1,2) the covariant derivatives w.r.t. CΓ(N) we obtain:

Proposition 3.2 The movement equations of the frames R and R∗ are:

e
(A)i

α|m =
0A

Lγ
βα e(A)i

γf
(0)β

m , e(A)i
α

(B)

| m =
AB

Cγ
βα e(A)i

γf
(B)β

m (A = 0, 1, 2; B = 1, 2) (3.9)

f
(A)γ

i|m = −
0A

Lγ
βα f

(A)α
i f (0)β

m , f
(A)α

i

(B)

| = −
AB

Cγ
βα f

(A)α
i f (B)β

m (A = 0, 1, 2; B = 1, 2) (3.10)
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4 Covariant invariant derivatives

Let X ∈ χ(E) and X(0)α, X(1)α, X(2)α its invariant components. We denote " )", and

"
(A)

) ", (A = 1, 2) the operators of h-, v1- şi v2- covariant invariant derivative w.r.t. CΓ(N)

acting in this manner:

Definition 4.1 The h-, v1- şi v2- invariant covariant derivatives of the components
X(0), X(1), X(2) are (A=0,1,2; B=1,2):

X
(A)α

)β =
δX(A)α

δs(0)β
+

(0A)

L
α

ϕβX(A)ϕ (4.1)

X(A)α
(B)

) β =
δX(A)α

δs(B)β
+

(BA)

C
α

ϕβX(A)ϕ (4.2)

If ω is 1-form field and ω
(A)

α, (A = 0, 1, 2) its invariant components then:

Definition 4.2 The h-, v1- şi v2- covariant invariant derivatives of the components
ω

(0)
α, ω

(1)
α, ω

(2)
α are (A=0,1,2; B=1,2):

ω
(A)

α)β =
δω

(A)
α

δs(0)β
− (0A)

L
ϕ

αβω(A)
ϕ (4.3)

ω(A)
α

(B)

) β =
δω

(A)
α

δs(B)β
− (BA)

C
ϕ

αβω(A)
ϕ (4.4)

Theorem 4.1 The h-, v1- şi v2- covariant invariant derivatives of X(A)α and ω
(A)
α are the

invariant components of the h-, v1- şi v2- covariant derivatives of the components in the
adapted basis of X and ω i. e.

X
(A)α

)β = X
(A)i
|mf

(A)α
i e

(0)m
β (4.5)

X(A)α
(B)

) β = X(A)i
(B)

| mf
(A)α

i e
(B)m

β (4.6)

ω
(A)

α)β = ω
(A)

i|me(A)i
α e

(0)m
β (4.7)

ω(A)
α

(B)

) β = ω
(A)

i

(B)

| me(A)i
α e

(B)m
β (4.8)

or equivalent:

X
(A)i
|m = X

(A)α
)βe(A)i

α f (0)β
m (4.9)

X(A)i
(B)

| m = X(A)α
(B)

) βe(A)i
α f (B)β

m ω
(A)

i|m = ω
(A)

α)βf
(A)α

i f (0)β
m (4.10)

ω
(A)

i

(B)

| m = ω(A)
α

(B)

) βf
(A)α

i f (B)β
m . (4.11)

5. Torsion and curvature tensor fields in invariant frames

The torsion tensor field of the canonical metrical N-linear connection C is given by:

T (X,Y ) = DXY − DY X − [X,Y ], ∀X,Y ∈ χ(E) (5.1)
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In the frames R this tensor field has some horizontal and vertical components corresponding
to DH , DV1 , DV2 :





hT
(

δ
δs(0)α , δ

δs(0)β

)
= T̄

(0)

γ
βα

δ
δs(0)γ

vAT
(

δ
δs(0)(α , δ

δs(0)β

)
= R̄

(0A)

γ
βα

δ
δs(A)γ

(5.2)





hT
(

δ
δs(0)α , δ

δs(1)β

)
= K̄

(1)

γ
βα

δ
δs(0)γ

vAT
(

δ
δs(0)α , δ

δs(1)β

)
= P̄

(A1)

γ
βα

δ
δs(A)γ

(5.3)





hT
(

δ
δs(0)α , δ

δs(2)β

)
= K̄

(2)

γ
βα

δ
δs(0)γ

vAT
(

δ
δs(0)α , δ

δs(2)β

)
= P̄

(A2)

γ
βα

δ
δs(A)γ

(5.4)





hT
(

δ
δs(1)α , δ

δs(1)β

)
= 0

vAT
(

δ
δs(1)α , δ

δs(1)β

)
= Q̄

(A1)

γ
βα

δ
δs(A)γ

(5.5)

{
vAT

(
δ

δs(1)α , δ
δs(2)β

)
= Q̄

(A2)

γ
βα

δ
δs(A)γ (5.6)





v1T
(

δ
δs(2)α , δ

δs(2)β

)
= 0

v2T
(

δ
δs(2)α , δ

δs(2)β

)
= S̄

(2)

γ
βα

δ
δs(2)γ

(5.7)

(A = 1, 2.)

By definition we take:




T̄
(0)

γ
βα =

(00)

Lγ
βα −

(00)

Lγ
αβ − (0)

W
(00)

γ
βα

R̄
(0A)

γ
βα =

(A)

W
(00)

γ
βα

(5.8)





K̄
(1)

γ
βα = −(10)

C
γ
βα − (0)

W
(01)

γ
βα

P̄
(11)

γ
βα =

(01)

Lγ
βα +

(1)

W
(01)

γ
βα

P̄
(12)

γ
βα =

(2)

W
(01)

γ
βα

(5.9)





K̄
(2)

γ
βα = −(20)

C
γ
βα − (0)

W
(02)

γ
βα

P̄
(21)

γ
βα =

(1)

W
(02)

γ
αβ − (1)

W
(01)

γ
βα

P̄
(22)

γ
βα =

(02)

Lγ
βα +

(2)

W
(02)

γ
βα

(5.10)
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Q̄
(11)

γ
βα =

(11)

C
γ
βα − (11)

C
γ
αβ − (1)

W
(11)

γ
βα

(2)

Q̄
(21)

γ
βα =

(2)

W
(11)

γ
βα

(5.11)





Q̄
(12)

γ
βα =

(21)

C
γ
βα − (1)

W
(12)

γ
βα

Q̄
(22)

γ
βα = −(12)

C
γ
αβ − (2)

W
(12)

γ
βα

(5.12)

{
S̄
(2)

γ
βα =

(22)

C
γ
βα − (22)

C
γ
αβ − (2)

W
(22)

γ
βα (5.13)

Theorem 5.1 The d-tensors defined by 5.8–5.13 represent the invariant components at local
changes of coordinates of the components of the d-tensor of torsion of the connection C.

We observe that all the invariant components of the torsion tensor vanish except:

−
K
(1)

γ
βα = f (0)γ

me(1)i
αe

(0)j
β C

(1)

m
ij ,

−
P

(21)

γ
βα = f

(1)γ
l

δe
(1)l

β

δs(0)α
;

The curvature tensor field of the N-linear connection D on E are given by

R (X,Y ) = [ DX , DY ] Z − D[X,Y ]Z, ∀X, Y, Z ∈ χ(E). (5.14)

In the frame R we define the d-tensor fields with the local components:

R
(

δ

δs(0)α
,

δ

δs(0)β

)
δ

δs(0)γ
= R̄ ϕ

γ βα

δ

δs(0)ϕ
(5.15)

R
(

δ

δs(0)α
,

δ

δs(1)β

)
δ

δs(0)γ
= P̄

(1)

ϕ
γ βα

δ

δs(0)ϕ
(5.16)

R
(

δ

δs(0)α
,

δ

δs(2)β

)
δ

δs(0)γ
= P̄

(2)

ϕ
γ βα

δ

δs(0)ϕ
(5.17)

R
(

δ

δs(1)α
,

δ

δs(1)β

)
δ

δs(0)γ
= S̄

(11)

ϕ
γ βα

δ

δs(0)ϕ
(5.18)

R
(

δ

δs(1)α
,

δ

δs(2)β

)
δ

δs(0)γ
= S̄

(21)

ϕ
γ βα

δ

δs(0)ϕ
(5.19)

R
(

δ

δs(2)α
,

δ

δs(2)β

)
δ

δs(0)γ
= S̄

(22)

ϕ
γ βα

δ

δs(0)ϕ
(5.20)

where:

R̄ ϕ
γ βα =

δ
(00)

L ϕ
γβ

δs(0)α
− δ

(00)

L ϕ
γα

δs(0)β
+

(00)

L
η
γβ

(00)

L
ϕ

ηα −
(00)

L
η
γα

(00)

L
ϕ

ηβ−

− 0

W
(00)

ψ
βα

(00)

L
ϕ

γψ +
1

W
(00)

ψ
βα

(10)

C
ϕ

γψ +
2

W
(00)

ψ
βα

(20)

C
ϕ

γψ (5.21)
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P̄
(1)

ϕ
γ βα =

δ
(10)

C ϕ
γβ

δs(0)α
− δ

(00)

L ϕ
γα

δs(1)β
+

(10)

C
η
γβ

(00)

L
ϕ

ηα −
(00)

L
η
γα

(10)

C
ϕ

ηβ−

− 0

W
(01)

ψ
βα

(00)

L
ϕ

γψ +
1

W
(01)

ψ
βα

(10)

C
ϕ

γψ +
2

W
(01)

ψ
βα

(20)

C
ϕ

γψ (5.22)

P̄
(2)

ϕ
γ βα =

δ
(20)

C ϕ
γβ

δs(0)α
− δ

(00)

L ϕ
γα

δs(2)β
+

(20)

C
η
γβ

(00)

L
ϕ

ηα −
(00)

L
η
γα

(20)

C
ϕ

ηβ−

− 0

W
(02)

ψ
βα

(00)

L
ϕ

γψ +
1

W
(02)

ψ
βα

(10)

C
ϕ

γψ +
2

W
(02)

ψ
βα

(20)

C
ϕ

γψ (5.23)

S̄
(11)

ϕ
γ βα =

δ
(10)

C ϕ
γβ

δs(1)α
− δ

(10)

C ϕ
γα

δs(1)β
+

(10)

C
η
γβ

(10)

C
ϕ

ηα −
(10)

C
η
γα

(10)

C
ϕ

ηβ−

− 1

W
(11)

ψ
βα

(10)

C
ϕ

γψ +
2

W
(11)

ψ
βα

(20)

C
ϕ

γψ (5.24)

S̄
(21)

ϕ
γ βα =

δ
(20)

C ϕ
γβ

δs(1)α
− δ

(10)

C ϕ
γα

δs(2)β
+

(20)

C
η
γβ

(10)

C
ϕ

ηα −
(10)

C
η
γα

(20)

C
ϕ

ηβ+

+
1

W
(12)

ψ
βα

(10)

C
ϕ

γψ +
2

W
(12)

ψ
βα

(20)

C
ϕ

γψ (5.25)

S̄
(22)

ϕ
γ βα =

δ
(20)

C ϕ
γβ

δs(2)α
− δ

(20)

C ϕ
γα

δs(2)β
+

(20)

C
η
γβ

(20)

C
ϕ

ηα −
(20)

C
η
γα

(20)

C
ϕ

ηβ +
2

W
(22)

ψ
βα

(20)

C
ϕ

γψ (5.26)

Theorem 5.2 The formulas 5.21–5.26 represent the invariant components at local changes
of coordinates of the curvature tensor fields of an N-linear connection D, which adapted basis
have the coefficients

DΓ(N) =

(
Li

jk, C
(1)

i
jk, C

(2)

i
jk

)

Corollary 5.1 For the canonical metrical N-linear connection C all the component of the
curvature tensor fields vanish except P̄

(1)

ϕ
γ βα, S̄

(11)

ϕ
γ βα, S̄

(21)

ϕ
γ βα

6. Structure equations in invariant frames

Introducing the invariant covariant differential of the vector field X in the shape

DX =
{

dX(A)α + X(A)γ (A)

ω α
γ

} δ

δs(A)α
(6.1)

(A=0,1,2; sumation by A)

In order to obtain the structure equations in invariant frames of the canonical metrical
N-linear connection C it is necessary to compute the exterior differentials of the 1-forms of
connection and of the 1-forms δs(A)α.
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Theorem 6.1 The exterior differentials of the 1-forms δs(A)α (A=0,1,2) depend only on the
non-holonomy coefficients of Vranceanu and are given by

d(δs(0)γ) =
(0)

W
(00)

γ
βαδs(0)α ∧ δs(0)β +

(0)

W
(01)

γ
βαδs(0)α ∧ δs(1)β +

(0)

W
(02)

γ
βαδs(0)α ∧ δs(2)β (6.2)

d(δs(1)γ) =
(1)

W
(01)

γ
βαδs(0)α ∧ δs(1)β +

(1)

W
(11)

γ
βαδs(1)α ∧ δs(1)β +

(1)

W
(12)

γ
βαδs(1)α ∧ δs(2)β (6.3)

d(δs(2)γ) =
(2)

W
(02)

γ
βαδs(0)α ∧ δs(2)β +

(2)

W
(12)

γ
βαδs(1)α ∧ δs(2)β +

(2)

W
(22)

γ
βαδs(2)α ∧ δs(2)β (6.4)

Using the invariant 1-form of connection of C we prove

Theorem 6.2 The structure equations of the canonical metrical N-linear connection C in
invariant frames are given by the relations:

d(δs(A)α) − δs(A)β∧
(A)

ωα
β = −

(A)

Ωα (6.5)

d(
(A)

ωα
β) −

(A)

ωγ
β ∧

(A)

ωα
γ = −

(A)

Ωα
β (A = 0, 1, 2), (6.6)

where the 2-forms of torsion
(A)

Ωα are given by:

(0)

Ωα= K
(1)

α
βγδs

(0)β ∧ δs(1)γ;
(1)

Ωα= P
(21)

α
βγδs

(0)β ∧ δs(2)γ;
(2)

Ωα= 0 (6.7)

and the 2-forms of curvature
(A)

Ωα
β, (A=0,1,2), are given by:

(A)

Ω
α

β =
(A)

P
(1)

α
β ϕψδs(0)ϕ ∧ δs(1)ψ +

(A)

S
(11)

α
β ϕψδs(1)ϕ ∧ δs(1)ψ +

(A)

S
(21)

α
β ϕψδs(1)ϕ ∧ δs(2)ψ (6.8)

7. Vrânceanu identities

Let consider the Jacobi identity for three vector fields X, Y, Z ∈ χ(E)

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y ]] = 0 (7.1)

Using the projectors h-, v1-, v2- applied on the vector fields X,Y, Z we obtain:

[XA, [Y B, ZC ]] + [Y B, [ZC , XA]] + [ZC , [XA, Y B]] = 0 (7.2)

A, B, C = 0, 1, 2; A ≤ B ≤ C; T 0 = hT, T 1 = v1T, T 2 = v2T, T ∈ {X,Y, Z}
The action of a field X on a function

f ∈ F(E), (x, y(1), y(2)) 7−→ f(x, y(1), y(2)) ∈ R

is given by the action of the operators δ
δs(a)α (a=0,1,2) on f.

Let consider the table

X U U U U U U V V V W
Y U U U V V W V V W W
Z U V W V W W V W W W
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where U = δ
δs(0)α , V = δ

δs(1)α , W = δ
δs(2)α .

Using identity (7.2) and the linear independence of the system
{

δ

δs(0)α
,

δ

δs(1)α
,

δ

δs(2)α

}

we can obtain a lot of identities. From them we mention:

Proposition 7.1 The non-holonomy coefficients of Vranceanu satisfy the fundamental
identities:

∑

α,β,γ

(
A

W
(AA)

σ
βγ

A

W
(AA)

η
ασ +

δ
A

W
(AA)

η
βγ

δs(A)α

)
= 0 (7.3)

cyclic sumation on α, β, γ, A=0,1,2.

♦(α, β)

[
0

W
(01)

σ
βγ

0

W
(00)

η
ασ +

1

W
(01)

σ
βγ

0

W
(01)

η
ασ +

δ
0

W
(01)

η
βγ

δs(0)α
+

1

2

0

W
(00)

σ
αβ

0

W
(01)

η
σγ +

1

2

δ
0

W
(00)

η
αβ

δs(1)γ

]
= 0 (7.4)

♦(α, β)

[
1

W
(01)

σ
βγ

1

W
(01)

η
ασ +

δ
1

W
(01)

η
βγ

δs(0)α
+

1

2

0

W
(00)

σ
αβ

1

W
(01)

η
σγ

]
= 0

♦(α, β)

[
0

W
(02)

σ
βγ

0

W
(00)

η
ασ +

2

W
(02)

σ
βγ

0

W
(02)

η
ασ +

δ
0

W
(02)

η
βγ

δs(0)α
+

1

2

0

W
(00)

σ
αβ

0

W
(02)

η
σγ +

1

2

δ
0

W
(00)

η
αβ

δs(1)γ
+

1

2

δ
0

W
(00)

η
αβ

δs(2)γ

]
= 0

δ
0

W
(01)

η
βγ

δs(0)α
+

δ
1

W
(12)

η
βγ

δs(0)α
+

1

W
(12)

σ
βγ

1

W
(01)

η
ασ +

0

W
(02)

σ
βγ

1

W
(01)

η
ασ +

2

W
(02)

σ
βγ

1

W
(12)

η
ασ −

1

W
(01)

σ
αβ

1

W
(12)

η
σγ = 0 (7.5)

δ
2

W
(12)

η
βγ

δs(0)α
+

δ
2

W
(02)

η
βγ

δs(0)α
+

2

W
(12)

σ
βγ

2

W
(02)

η
ασ −

0

W
(01)

σ
αβ

2

W
(02)

η
σγ −

1

W
(01)

σ
αβ

2

W
(12)

η
σγ = 0

♦(α, β) meaning index permutation and subtracting results,

8. Maxwell equations in invariant frames

Let
Y (1) = y(1)i δ

δy(1)i
, Y (2) = y(2)i δ

δy(2)i
.

be a vector field. Its expression in an invariant frame is

Y (1) = y(1)if
(1)α

i

δ

δs(1)α
; Y (2) = y(2)if

(2)α
i

δ

δs(2)α
(8.1)
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Define:

s(1)α = y(1)if
(1)α

i ; s(2)α = y(2)if
(2)α

i (8.2)

Denoting:

q(1)α = s(1)α; q(2)α = s(2)α +
1

2
M
(1)

α
βs(1)β (8.3)

Then the Liouville vector fields in invariant frames are:

1

Γ = q(1)α δ

δs(2)β
(8.4)

2

Γ = q(1)α δ

δs(1)α
+ 2q(2)α δ

δs(2)α

Consider the case where the frame has identical components on the three directions. We
denote by:

e(0)i
α = e(1)i

α = e(2)i
α = ei

α (8.5)

and for the duals we have:

f
(0)α

i = f
(1)α

i = f
(2)α

i = fα
i (8.6)

Then:
(00)

L
α

βγ =
(01)

L
α

βγ =
(02)

L
α

βγ =
1

2

0

W
(00)

α
βγ (8.7)

(10)

C
α
βγ =

(11)

C
α
βγ =

(12)

C
α
βγ =

1

2

1

W
(11)

α
βγ + fα

i ej
βek

γC
(1)

i
jk

(20)

C
α
βγ =

(21)

C
α
βγ =

(22)

C
α
βγ =

1

2

2

W
(22)

α
βγ

We denote this connection by CΓ̄(N).

Definition 8.1 The deflection tensors of CΓ̄(N) are:

D
(A)α

β = q
(A)α

)β; d
(AB)α

β = q(A)α

(B)

)β
(A,B = 1, 2) (8.8)

Definition 8.2 The invariant electromagnetic tensor fields are:

F
(A)

αβ =
1

2

(
δ q

(A)
α

δs(0)β
− δ q

(A)
β

δs(0)α

)
(8.9)

f
(AB)

αβ =
1

2

(
δ q

(A)
α

δs(B)β
− δ q

(A)
β

δs(B)α

)
(A,B = 1, 2)

where q
(A)

α = εαβq(A)β and εαβ are the invariant components of the metric tensor
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Theorem 8.1 The invariant electromagnetic tensor fields satisfy the following generalized
Maxwell equations

∑

cicl αβγ

F
(A)

αβ)γ = 0 (8.10)

∑

cicl αβγ

F
(A)

αβ

(1)

)γ
+

∑

cicl αβγ

f
(A1)

αβ)γ =
∑

cicl αβγ

{
q(A)η

(
P
(1)

ηβαγ − P
(1)

ηβγα

)
− d

(A1)
βη

(
(0)

P
(A)

η
αγ −

(0)

P
(A)

η
γα

)}

∑

cicl αβγ

F
(A)

αβ

(2)

)γ
+

∑

cicl αβγ

f
(A2)

αβ)γ = 0

∑

cicl αβγ

f
(A1)

αβ

(1)

)γ
=

∑

cicl αβγ

q(A)η
S

(A1)
ηβαγ

∑

cicl αβγ

f
(A2)

αβ

(2)

)γ
= 0

∑

cicl αβγ

f
(A1)

αβ

(2)

)γ=
∑

cicl αβγ

(
d

(A1)
βη P

(21)

η
αγ − d

(A1)
βη

(
C
(1)

η
αγ − C

(1)

η
γα

))
(8.11)

∑

cicl αβγ

f
(A2)

αβ

(1)

)γ=
∑

cicl αβγ

q(A)η
S

(21)
ηβαγ

By direct calculations we see that:

F
(A)

αβ = 1
2

0

W
(00)

αϕβs(A)ϕ ,

f
(AB)

αβ = 1
2

A

W
(AA)

αϕβs(B)ϕ (A,B = 1, 2)
(8.12)

Theorem 8.2 In a generalized Lagrange space endowed with a Berwald-Moor type metric,
w.r.t. the canonical metrical N-linear connection and in normal invariant frames Maxwell
equations 8.10 are equivalent to Vranceanu identities 7.3–7.5.
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(1957).
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ТЕОРИЯ ЭФФЕКТА НУЛЕВОГО ПОРЯДКА
ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ СВОЙСТВ

ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ

С.В. Сипаров

Государственный Университет гражданской авиации, С-Петербург, Россия
sergey@siparov.spb.su

Обсуждается применимость теории относительности Эйнштейна на галактических мас-
штабах, а также роль и место геометрии в решении проблем наблюдательной астрофизики.
Предложена теория эффекта нулевого порядка для экспериментального исследования геомет-
рических свойств пространства-времени.

Ключевые слова: теория относительности, астрофизика, оптико-метрический парамет-
рический резонанс.

«Я буду по возможности избегать касаться тех вопросов, которые
хотя и способствовали выявлению искусности математиков,

но не расширили наших научных познаний».
Дж.К. Максвелл «Трактат об электричестве»

Проблема измерения и его трактовки начинает играть особую роль,
поскольку никоим образом невозможно произвести измерение так,

чтобы одновременно определить состояние системы и
предсказать ее поведение с желаемой точностью.

«О принципе неопределенности В. Гейзенберга»

Введение

В XVII веке отклонения формы орбит планет от идеальных окружностей, обнару-
женные И. Кеплером в результате наблюдений, поставили перед наукой дилемму. Либо
законы природы и математики не тождественны, и миром правит не математическая
гармония. Либо наши знания не полны не только в отношении природы, но и в отноше-
нии математики.

В конце XVIII века К. Гаусс стал первым, кто конструктивно подошел к вопросу
о применимости геометрии Евклида для описания мира и непосредственно измерил на
местности сумму внутренних углов треугольника. Вершины треугольника располага-
лись на вершинах близлежащих гор. Гаусс не обнаружил отклонения геометрии мира
от Евклидовой в пределах точности своих измерений.

В начале XIX века Н. Лобачевский принял во внимание и оценил принципиальные
возможности астрономических наблюдений, что с неизбежностью привело его к созда-
нию первой неевклидовой геометрии.

В середине XIХ века В. Клиффорд уже последовательно защищал свою мысль о
том, что все проявления физического мира экспериментально неотличимы от соответ-
ствующих изменений геометрической кривизны мира.

Следуя этим идеям, А. Эйнштейн в начале ХХ века свел общее, но качествен-
ное утверждение Клиффорда к утверждению более узкому, но зато поддающемуся
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количественному анализу. Основываясь на требовании общей ковариантности физи-
ческих законов (и постулировав постоянство скорости света и принцип эквивалент-
ности инертной и гравитационной масс), он разработал теорию, основанную на том,
что неустранимая в нашем мире гравитация неотличима от проявлений геометрических
свойств пространства-времени. Считая, что пространство-время описывается геометри-
ей Римана-Минковского, Эйнштейн в своей основополагающей работе привел пример
наблюдаемых эффектов, которые должны иметь место в этом случае и дал их расчет.
Опыты показали хорошее соответствие с расчетом, и геометрия полноправно вошла в
физическую теорию. На макроуровне это позволило, например, уточнить результаты
предшествовавшей теории гравитации Ньютона в применении к Солнечной системе. На
микроуровне в квантовую механику вошла теория Дирака. На мегауровне в космологию
вошла теория расширяющейся Вселенной и сопутствующих обстоятельств.

Говоря о данных наблюдений, с которыми должна согласовываться теория, следует
указывать масштаб рассмотрения. В астрофизике таких масштабов можно указать три:
Солнечная система, галактика и метагалактика (т. е. вся наблюдаемая Вселенная). И
известные достижения общей теории относительности (ОТО), связанные с введением
новой геометрии, позволили связать лабораторную физику и первый из упомянутых
масштабов. К концу ХХ века были накоплены астрофизические данные, которые на
уровне современных представлений не удается объяснить без включения в теорию новых
понятий, например, темной материи или темной энергии или без пересмотра основ самой
теории, включая и геометрию пространства-времени. При выборе новой геометрии было
бы поспешно сразу перейти к обсуждению и поиску эффектов на границах наблюдаемой
Вселенной, поскольку проблемы возникают уже на галактическом масштабе.

Предлагая физический эффект, в котором проявляются именно геометрические
свойства пространства-времени, следует обратить внимание на то обстоятельство, что
статические сферически-симметричные решения уравнений гравитационных полей как
в случае геометрии Римана, так и в случае обобщающей ее геометрии Финслера не
приводят к различиям в наблюдаемых результатах. Эффектом, пригодным для таких
исследований, могли бы быть гравитационные волны (ГВ) (в достаточно общем смысле),
существование которых, допускаемое в ОТО, косвенно подтверждается наблюдаемым
изменением орбитального периода некоторых двойных звездных систем [1]. При различ-
ных геометриях пространства-времени ГВ обладали бы различными свойствами. Но, хо-
тя известен целый ряд физических эффектов, которые можно было бы использовать для
исследования этих свойств, проблема наблюдения ГВ не решена до сих пор. Это связано
с чрезвычайной малостью величины возмущения, вносимого ГВ в любой из возможных
физических эффектов уже в первом порядке. Однако то, что речь идет именно о волнах,
позволяет использовать резонансные явления, которые могут проявляться не в первом
порядке теории возмущений, как предлагалось в некоторых подходах до сих пор, но и
в нулевом.

Дальнейшее изложение построено следующим образом. Будем считать обоснован-
ным метрический подход к теории гравитации. Поскольку геометрия оказывается тесно
связанной с распределением масс, сначала приводятся некоторые результаты астрофи-
зических наблюдений и обсуждаются подходы к их интерпретации. Затем указываются
дополнительные обстоятельства, связанные с геометрией пространства-времени, помимо
тех, что следуют из экспериментальных данных. После этого излагается теория эффекта
оптико-метрического параметрического резонанса (ОМПР), обсуждаются его возмож-
ные результаты для различных случаев и возникающие проблемы интерпретации. В
заключение приведены примеры реальных астрофизических систем, пригодных для на-
блюдений.
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1. Экспериментальные данные и их интерпретации

Результаты астрофизических наблюдений, о которых идет речь, представляют со-
бой следующее. В галактическом масштабе измерены кривые вращения галактик, т. е.
зависимости орбитальных скоростей вращения звезд от расстояния до центра галактики
[2–5]. В масштабе метагалактики известен также релятивистский эффект гравитацион-
ного линзирования на кластерах галактик, подтверждающий основную идею Эйнштей-
на о связи метрики и гравитации, но количественно превышающий предсказания ОТО
в разы. Установлено также наличие ускорения процесса расширения Вселенной [6–7],
влекущее представление о темной энергии.

Обзор ситуации, складывающейся в этой связи в теории, приведен в [8]. В связи со
сказанным во Введении ограничимся здесь краткой сводкой результатов и идей, касаю-
щихся явлений, имеющих галактический масштаб. Для иллюстрации приведем рисунки
из работы [5] (см. Рис. 1). Экспериментальные точки, полученные при измерении ор-
битальных скоростей v звезд спиральных галактик в зависимости от расстояния R до
центра галактик, описываются эмпирической зависимостью следующего вида [9]

v2 =
β∗c2N∗

R
+

γ∗c2N∗R
2

+
γ0c

2R

2
, (1)

где c – скорость света, N∗ – число звезд в галактике (обычно порядка 1011), β∗ для
Солнца имеет значение β∗ = MSG

c2
= 1.48·105 см (MS – масса Солнца, G – гравитационная

постоянная), γ∗ и γ0 – универсальные параметры со значениями γ∗ = 5.42 · 10−41 см−1,
γ0 = 3.06 · 10−30 см−1.

Рис. 1: [4] Скорости орбитального движения (в км/с) в зависимости от R/R0, где R0 – ха-
рактерный масштаб для каждой конкретной галактики. Штрихованная линия – Ньтоновский
потенциал, (совпадающий с решением Шварцшильда), создаваемый наблюдаемой светящейся
материей при учете экспоненциального распределения звезд в пределах галактики.
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На расстояниях порядка размера галактики все три параметра становятся сопоста-
вимыми по величине, в то время, как результат теории Ньютона, а также и решения
Шварцшильда уравнений ОТО, предсказывает только спад с расстоянием, соответству-
ющий первому слагаемому в формуле (1). При расчетах учитывалось экспоненциальное
распределение звезд в галактике. Для того, чтобы обеспечить наблюдаемое движение
светящихся звезд, предполагают существование дополнительной материи, взаимодей-
ствующей со звездами за счет гравитации, при этом масса этой материи должна быть
втрое больше массы видимых звезд, сосредоточена она на периферии галактики, а не
в ее центре, и электромагнитных волн она не излучает и не поглощает. Для целей дан-
ной работы важно подчеркнуть, что аналогичные обстоятельства – уже для кластеров
галактик [8] – имеют место и на метагалактическом масштабе. Поэтому хотелось бы объ-
яснить их причины, не привлекая отдельных дополнительных соображений для каждого
из двух этих масштабов.

Усилия теоретиков, направленные на разрешение ситуации, сосредоточены на двух
направлениях. Первое связано с теорией гипотетических элементарных частиц, образу-
ющих темную материю. Второе предусматривает попытки модернизации существующей
теории пространства-времени-гравитации, что в ряде случаев позволяет обойтись и без
нового типа материи. При любых изменениях теории естественным тестом должно быть
сохранение наблюдаемой феноменологии, в частности, выполнение закона гравитации
Ньютона в масштабах Солнечной системы, а также и двух других эффектов ОТО, сле-
дующих из решения Шварцшильда.

Перечислим теперь некоторые возможные подходы в рамках второго направления,
не ставя задачу дать исчерпывающий обзор достигнутых результатов.

I. Наиболее прямолинейным подходом является последовательное усложнение из-
вестного квадратичного выражения Эйнштейна-Гильберта для действия

SEH = − c3

16πG

∫
d4x(−g)1/2Rα

α (2)

за счет введения чисто метрических членов следующих порядков, например, [10]

SW1 = − c3

16πG

∫
d4x(−g)1/2(Rα

α)2 (2a)

или
SW2 = − c3

16πG

∫
d4x(−g)1/2Rαβ

αβ (2b) .

При этом поправки от (2a) или (2b) должны давать пренебрежимо малый вклад в ре-
шение Шварцшильда. Кроме того, можно уже на этом этапе попытаться учесть космо-
логическую постоянную в духе попыток самого Эйнштейна.

II. Следующим естественным ходом может быть введение дополнительного макро-
скопического гравитационного поля, обычно скалярного S, например, [11]

SBD = − c3

16πG

∫
d4x(−g)1/2

(
SRα

α − w
S; µS

; µ

S

)
, (3)

где w – константа.
III. Третьим направлением является увеличение числа измерений пространства-

времени с последующим выходом измерений высших порядков на Планковский мас-
штаб длин. Соответствующие работы, начавшись с работы [12], привели к развитым в
математическом смысле современным теориям струн [13], а затем и бран [14].
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Перечислим теперь подходы, подразумевающие не столько уточнение деталей су-
ществующих структур, предположительно позволяющие получить решение, более со-
ответствующее наблюдениям, сколько подходы, предусматривающие пересмотр самих
структур, предположительно позволяющие сделать то же.

IV. Ревизии подвергаются и классические основы. В [15] был предложен феномено-
логический подход, известный как МОНД – МОдифицированная Ньютоновская Дина-
мика, в котором вводится новая мировая константа, имеющая размерность ускорения

µ
( a

a0

)
~a = ~f или ~a = ν

( f

a0

)
~f . (4)

Предлагается так подобрать функции µ(x) или ν(x) и величину a0, чтобы в масштабах
Солнечной системы получить классический результат, а в масштабе галактики – резуль-
тат, соответствующий формуле (1). После того, как в [16] удалось выполнить реляти-
вистское обобщение МОНД путем введения скалярного поля ψ, дающего аддитивную
добавку к действию Эйнштейна-Гильберта в виде

S(ψ) = − 1

8πGL2

∫
d4x(−g)1/2f(L2gαβψ; αψ; β), (5)

где f – скалярная функция, L – константа, МОНД уже нельзя считать простой фе-
номенологией. Этот подход, естественно, позволяет вполне удовлетворительно описать
наблюдаемые кривые вращения галактик с помощью уравнения (1).

Фактически, говорим ли мы о темной материи или скалярном поле в теории гра-
витации, или об эфире в электродинамике, имеется в виду лишь объект, влияющий на
наблюдаемые обстоятельства, но не поддающийся непосредственному детектированию.
Но это же можно сказать и о геометрии мира. Основная идея релятивизма, идущая от
Лобачевского и сформулированная Эйнштейном, состоит в том, что следует не противо-
поставлять гравитацию и геометрию, но рассматривать их в неразрывной взаимосвязи.

V. Модификации может подвергаться и геометрия пространства-времени. Так, от-
каз от симметрии метрики по индексам [17, 18] также позволяет получить приемлемое
описание кривых вращения без апелляции к темной материи.

VI. Г. Вейль [19] еще в 1918 году отступил от использованной Эйнштейном геометрии
Римана в целях объединения гравитации и электромагнетизма с помощью метрики. Он
предложил преобразования следующего вида

gµν(x) → e2α(x)gµν(x) (a)

Aµ(x) → Aµ(x)− e∂µα(x) (b)
(6)

в которых гравитацию и электромагнетизм объединяет общая функция α(x), что при-
вело к новой – Вейлевой – геометрии. Получающиеся далее уравнения не сводятся к
обычным уравнениям Эйнштейна, но, тем не менее, содержат решения Швардшиль-
довского типа для масштабов Солнечной системы. Преобразование (6) Вейль назвал
калибровочным, т. е. зависящим от масштаба, однако в дальнейшем этот термин стал
использоваться в других областях физики и преимущественно для случая, когда показа-
тель экспоненты является мнимым. В применении к гравитации такие преобразования
называют «конформными».

VII. Дальнейшее развитие подобных идей привело к теориям конформной грави-
тации, в которых метрика лишь наделяется дополнительной симметрией, соответству-
ющей (6), электромагнитные переменные не вовлекаются, а, значит, геометрия оста-
ется Римановой. Формально этот подход оказывается аналогичным подходу I, но уже
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со специфическим выбором коэффициентов при (2a) и (2b). Получающиеся здесь [20]
уравнения Эйнштейна имеют вид

4αgW
µν = 4αg(2C

µλνκ
; λ; κ − CµλνκRλκ) = T µν , (7)

где αg – безразмерная константа, Cµλνκ – так называемый тензор Вейля, не изменяю-
щийся при преобразованиях (6). После замены

W µν(x) → e−6α(x)W µν(x)

T µν(x) → e−6α(x)T µν(x),

преобразования координат с использованием некоторой функции В(r) и введения функ-
ции источника в виде f(r) уравнение (7) в стационарном случае приводится к уравнению
Пуассона, но не второго порядка, как в обычном случае, а четвертого

∇4B(r) = f(r). (8)

При наличии сферической симметрии уравнение (8) имеет точное решение. При этом
оно не только содержит слагаемое, соответствующее решению Ньютона-Шварцшильда,
но и слагаемые того же вида, что и уравнение (1)

B(r > R) = −g00 = 1− 2β

r
+ γr

2β =
1

6

R∫

0

dr′r′4f(r′); γ =
1

2

R∫

0

dr′r′2f(r′)
(9)

Сплошными линиями на Рис. 1 показан результат применения выводов конформно-
гравитационного подхода к описанию кривых вращения галактик. Можно признать его
вполне удовлетворительным. Описанный подход не требует введения дополнительной
(темной) материи, т. е. дополнительного скалярного поля. Вместо этого он использу-
ет другой выбор скалярной функции при формулировке вариационного принципа. Это
сохраняет Римановскую геометрию пространства-времени, но приводит к уравнению
Эйнштейна вида (7), которое, в частности, в пустом пространстве не имеет структуры
волнового уравнения. Таким образом, гравитационные волны оказываются не существу-
ющими, и эффект [1], согласующийся с предсказанием традиционной ОТО с точностью
до 2%, следует объяснить как-то иначе.

Выводы, к которым можно прийти на основании материала, изложенного в этом
разделе, таковы. Успешные модификации теоретических представлений, согласующие-
ся с экспериментом, указывают на возможное существование дополнительных членов
в законе гравитации, роль которых зависит от масштаба рассмотрения. Оставаясь в
пределах Римановой геометрии, мы приходим к одному из двух выводов:
• либо существует дополнительная – темная – материя, сосредоточенная на перифе-

рии галактики,
• либо для описания гравитации в масштабах галактики следует иначе выбрать ска-

ляр при формулировке вариационного принципа.

2. Финслерова геометрия анизотропного пространства-времени

Отметим теперь, что помимо масштаба рассмотрения следует обратить внимание
еще на одну важную особенность. Измерения, представленные на Рис. 1 и аналогичные
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им, относятся преимущественно к спиральным галактикам, обладающих выраженной
(пространственной) анизотропией по сравнению с другими типами галактик. Но понятие
анизотропии можно рассматривать и в более широком смысле. Стремление обобщить
ОТО на случай анизотропного пространства-времени, где, в частности, скорость света
не является постоянной и зависит от направления, было реализовано в [21], где теория
строится на базе Финслеровой геометрии. Метрика в Финслеровой геометрии зависит
не только от координаты точки (xα), как в Римановой, но и от некоторого касательного
вектора в ней (ẋα) = dxα

dt
(t – параметр), и обычно [22] представляется в виде:

gµν(x, ẋ) =
1

2

∂2F 2(x, ẋ)

∂ẋµ∂ẋν
, (10)

где F (x, ẋ) – достаточно гладкая, скалярная, однородная первого порядка положитель-
ная функция с определителем det |∂2F 2(x,ẋ)

∂ẋµ∂ẋν | 6= 0. Одним из важных результатов, по-
лученных в [21], является доказательство того, что аналоги уравнения Эйнштейна в
Финслеровом случае (для разнообразных метрик) имеют Шварцшильдовские решения.
При этом показано, что в пределах измерений одной точности, проводимых в Солнечной
системе, отличить их от соответствующих решений ОТО не удастся. Показано также,
что оба остальных эффекта (отклонение луча света при его прохождении вблизи Солнца
и красное смещение) одинаково присутствуют как в Римановом, так и в Финслеровом
случаях, хотя и по разным причинам. Поэтому с их помощью нельзя сделать обосно-
ванный выбор геометрии для описания реального пространства-времени.

В традиционный подход Финслерова геометрия может быть вовлечена, например,
при использовании в касательном пространстве метрики, состоящей из двух частей, од-
на из которых может зависеть не только от координаты, но и от направления вектора.
При этом удается с «горизонтальной», частью выполнить, например, конформное преоб-
разование. Это влечет соответствующие поправки в «вертикальной» части и изменение
уравнений Эйнштейна, которые в этом случае представляют собой связанную систему
для соответствующих тензоров [23].

Существует несколько дополнительных причин обратиться к одному из частных
случаев Финслеровой геометрии – к пространствам с метрикой Бервальда-Моора, соот-
ветствующей

F (y) = 4
√

y1y2y3y4. (11)

Так, в [24–26] показано, что известная (физическая) проблема спонтанного нару-
шения симметрии в фермион-антифермионном конденсате соответствует (геометриче-
скому) частичному или полному нарушению изотропии пространства-времени, если его
метрика представлена в виде

ds′ = (dx0 − dx1 − dx2 − dx3)
(1+r1+r2+r3)/4(dx0 − dx1 + dx2 + dx3)

(1+r1−r2−r3)/4

·(dx0 + dx1 − dx2 + dx3)
(1−r1+r2−r3)/4(dx0 + dx1 + dx2 − dx3)

(1−r1−r2+r3)/4,
(12)

где безразмерные параметры ri характеризуют степень анизотропии. Если в простейшем
случае положить все ri = 0 и вести новые координаты ξi = Aijxj, где

Aij =




1 −1 −1 −1

1 −1 1 1

1 1 −1 1

1 1 1 −1




, (13)

то интервал (12) примет вид

ds′ = dsBM = 4
√

dξ1dξ2dξ3dξ4 . (11a)
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Отличие такого подхода от стандартной теории состоит в том, что спонтанное нарушение
симметрии сопровождается не появлением космологической постоянной, но возникнове-
нием анизотропии пространства-времени.

Такое же выражение для метрики, фактически, использующее понятие объема, было
применено в [27] для построения теории гравитации, а в работе [28] независимо от [21]
был получен вывод о невозможности наблюдения эффектов, отличающих метрические
свойства Финслерова пространства от свойств Риманова пространства, в масштабах
Солнечной системы.

В работе [29] и последовавшей серии работ метрика Бервальда-Моора увязывается с
фундаментальными математическими свойствами малоизученного числового объекта –
гиперкомплексными числами H4. Использование алгебры H4 или иной соответствующей
алгебры может привести к изменению структуры уравнений для описания не только
явлений мегамасштаба, но и на микроуровне при описании квантовых явлений, что
перекликается с идеями [30].

Следует отметить, что, несмотря на имеющиеся перспективы, теоретическое направ-
ление, связанное с Финслеровой геометрией, пока недостаточно привязано к конкретным
данным наблюдений. При этом эксперимент, который мог бы позволить судить о геомет-
рических свойствах пространства-времени, до настоящего времени не был предложен.

3. Оптико-метрический параметрический резонанс

Как указывалось в предыдущем разделе, эксперименты подходящие для статиче-
ского случая, не позволяют сделать обоснованный вывод о типе геометрии. Именно
поэтому во Введении были упомянуты ГВ как эффект, пригодный для использования с
этой целью. Однако все методики (общим числом восемнадцать [31]), предложенные к
настоящему времени, основаны на детектировании эффектов воздействия ГВ в первом
порядке теории возмущений. В условиях Солнечной системы это требует точности 10−24,
которая пока не достигнута, несмотря на длительные усилия и дорогостоящие проекты.
При этом даже в случае успеха чрезвычайно малая величина предполагаемого эффекта
вряд ли позволит существенно полагаться на его результат, а проблемы регистрации и
обработки сигнала будет непросто преодолеть, если иметь в виду его использование для
дальнейших исследований.

Воспользуемся хорошо известной в теоретической спектроскопии [32] полукласси-
ческой моделью взаимодействия атома с электромагнитным полем для исследования
воздействия ГВ на атом космического мазера.

Сначала рассмотрим двухуровневый атом в монохроматическом квазирезонансном
сильном поле с частотой Ω, близкой к атомной частоте ω. «Сильное» поле означает, что
доминируют вынужденные переходы. Такая система, с одной стороны, описывается в
терминах матрицы плотности, а с другой – поле представляется классической волной.
В результате получаем систему уравнений Блоха для компонент матрицы плотности в
виде

d

dt
ρ22 = −γρ22 + 2iα1 cos(Ωt− k1y)(ρ21 − ρ12)

[ ∂

∂t
+ v

∂

∂y

]
ρ12 = −(γ12 + iω)ρ12 − 2iα1 cos(Ωt− k1y)(ρ22 − ρ11)

ρ22 + ρ11 = 1

(14)

Здесь ρ22, ρ11 – населенности уровней; ρ12, ρ21 – поляризационные члены; γ, γ12 – про-
дольная и поперечная постоянные распада (считая нижний уровень основным, получаем
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γ12 = γ/2); α1 = µE
~ – параметр (частота) Раби, пропорциональный интенсивности элек-

тромагнитной волны (ЭМВ); µ – дипольный момент; E – электрическая напряженность;
~ = 1.05·10−27 эрг·с – постоянная Планка; k1 – волновой вектор ЭМВ; v – скорость атома
вдоль оси Oy; γ ¿ α1 – условие сильного поля.

В серии работ [33–36] теоретически исследовано явление оптико-механического па-
раметрического резонанса. Оно состоит в том, что, если компонента скорости такого
двухуровневого атома, параллельная волновому вектору поля, по какой-либо причине
меняется с определенной частотой, связанной с параметром Раби, то рассеянное излуче-
ние приобретет так называемую нестационарную компоненту на определенной частоте,
близкой к частоте атомного перехода. Иными словами, на этой частоте будет происхо-
дить периодическое усиление и ослабление сигнала с частотой колебаний атома. Это
явление связано с перераспределением энергии по частотам в результате параметриче-
ского резонанса. В обычных условиях такой сигнал наблюдаться не будет из-за усред-
нения по времени, но при использовании устройства, известного в спектроскопии как
детектор ворот, можно выделить полупериоды сигнала нестационарной компоненты и
пронаблюдать их. Оказывается, что величина такого сигнала сопоставима с величиной
пика обычного сигнала, характеризующего взаимодействие атома и резонансного поля.

Переходя к исследованию астрофизической системы, заметим, что в космическом
пространстве известны источники монохроматического электромагнитного излучения.
Это – космические мазеры, атомы которых находятся в основных состояниях, а переходы
осуществляются с метастабильных уровней, т. е. двухуровневая модель атома в данном
случае вполне пригодна. Насыщенные космические мазеры полностью реализуют усло-
вия сильного поля. С другой стороны, можно предположить, что имеется причина, по
которой расстояние, а, значит, и скорость заданного атома мазера в направлении на
детектор сигнала на Земле будет периодически меняться. Это – воздействие периоди-
ческой гравитационной волны, например, испускаемой пульсаром, расположенным, как
показано на Рис. 2.

Рис. 2:

Воздействие ГВ сказывается на расположении уровней атома, на ЭМВ мазера и
на положении атома. В [37] было показано, что первый эффект пренебрежимо мал по
сравнению с двумя остальными. Влияние ГВ на монохроматическую ЭМВ учитывается
в результате решения уравнения для эйконала

gik ∂ψ

∂yi

∂ψ

∂yk
= 0 . (15)

Закон движения атома должен быть получен из уравнения геодезической

d2xi

ds2
+ Γi

kl

dxk

ds

dxl

ds
= 0, (16)
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(а не из уравнения геодезического отклонения, как в соответствующих расчетах отно-
сительного смещения частей лабораторных установок). Уравнения (14–16) описывают
поведение двухуровневого атома насыщенного космического мазера в поле гравитацион-
ной волны. Решая их и налагая требования параметрического резонанса, можно рассчи-
тать соответствующий сигнал. При этом обсуждаемый эффект имеет нулевой порядок,
и оказывается, что его детектирование на Земле возможно с помощью уже существую-
щих радиотелескопов, позволяющих наблюдать сигнал космического мазера. Для этого
необходимо оборудовать приемный канал радиотелескопа детектором ворот.

Этот эксперимент можно попытаться использовать для определения геометрических
свойств пространства-времени следующим образом. Теоретические выражения, которые
следует сравнивать с результатами эксперимента, естественно, следует получать при
различных предположениях о геометрии пространства-времени. То из предположений,
которое приведет к наиболее близкому соответствию с экспериментом, и будет соответ-
ствовать геометрическим свойствам пространства-времени.

4. Изотропное возмущение метрики Минковского

Будем считать геометрию Римановой и пользоваться обычными уравнениями Эйн-
штейна в приближении слабого поля вдали от масс gik = g(0)ik + hik. Поправки к метри-
ческому тензору плоского пространства-времени удовлетворяют волновому уравнению.
В простейшем случае плоских волн оно имеет вид

(
∂2

∂x2
− 1

c2

∂2

∂t2

)
hk

i = 0 . (17)

В качестве решений естественно рассмотреть выражения [38]

hk
i = Re[Ak

i exp(ikαxα)] , (17a)

которые удовлетворяют уравнению, если kαkα = 0, т. е. kα – светоподобный вектор.
Поэтому сам метрический тензор можно записать

gik =




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 + h cos D
c (x0 − x1) 0

0 0 0 −1− h cos D
c (x0 − x1)




(18)

где h – безразмерная амплитуда ГВ (h ¿ 1), D – частота ГВ.
Решение уравнения (15) с учетом (18) показывает, что воздействие ГВ приводит к

фазовой модуляции ЭМВ. В силу малости h последняя может быть представлена [39] в
виде суперпозиции

E(t) = E cos(Ωt− ky) + E
ω

4D
h
[
cos((Ω−D)t− ky)− cos

(
(Ω + D)t− ky

)]
. (19)

Решение уравнения (16) с учетом (18) дает [37]

y(t) ∼ h
c

D
sin(Dt + kgx), (20)

где kg – волновой вектор ГВ. Зависимость (20) позволяет записать выражение для ком-
поненты скорости атома, направленной в сторону Земли

v = v0 + v1 cos Dt

v1 = hc
(21)
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Подставляя (21) и (19) в (14), получим

d

dt
ρ22 = −γρ22 + 2i[α1 cos(Ωt− ky) + α2 cos((Ω−D)t− ky)− α2 cos((Ω + D)t− ky)](ρ21 − ρ12)

d

dt
ρ12 = −(γ12 + iω)ρ12 − 2i[α1 cos(Ωt− k1y) + α2 cos((Ω−D)t− ky)− α2 cos((Ω + D)t− ky)](ρ22 − ρ11)

ρ22 + ρ11 = 1
(22)

где α2 = ωh
4D

α1, а соотношение (21) было учтено в выражении для полной производной
d
dt

= ∂
∂t

+ kv. Решение системы уравнений (22) проводится методом асимптотического
разложения. При этом в случае выполнения определенных условий на параметры зада-
чи можно говорить об оптико-метрическом параметрическом резонансе – ОМПР. Эти
условия, сформулированные в [37, 39], имеют вид:
• ЭМВ является спектроскопически сильной

γ

α1

= Γε; Γ = O(1); ε ¿ 1 . (22.1)

• Амплитудное условие ОМПР, связанное с трихроматическим полем

α2

α1

=
ωh

4D
= aε; a = O(1); ε ¿ 1 . (22.2)

• Амплитудное условие ОМПР в связи с периодическим изменением скорости атома

kv1

α1

=
ωh

α1

= κε; κ = O(1); ε ¿ 1 . (22.3)

• Частотное условие ОМПР

(ω − Ω + kv0)
2 + 4α1

2 = D2 + O(ε) ⇒ D ∼ 2α1 . (22.4)

Если условия (22.1–22.4) выполнены, то в результате решения (22) методом асимп-
тотического разложения по малому параметру ε получим главный член разложения
для Im(ρ21) – величины, характеризующей поток энергии рассеянного излучения. На
частоте, смещенной на D от центрального пика, он пропорционален ε0, и имеет вид

Im(ρ21) ∼ α1

D
cos 2Dt + O(ε). (23)

Отрицательные значения соответствуют усилению, положительные – ослаблению по-
тока энергии на указанной частоте, происходящему из-за перераспределения энергии
излучения мазера в условиях ОМПР. Как и в случаях [33–36], при обычном наблю-
дении сигнала космического мазера такой сигнал виден не будет из-за усреднения по
времени, но использование детектора ворот позволит выделить полупериоды нестаци-
онарной компоненты сигнала ОМПР. Этот результат означает, что ГВ, существование
которых следует из ОТО и косвенно подтверждается в [1], могут быть непосредствен-
но обнаружены с помощью метода, основанного на эффекте ОМПР. Более подробные
обсуждения и анализ выполнимости условий ОМПР для реальных астрофизических
систем приводятся в [37, 39]. Здесь укажем только, что при детектировании сигнала
описанного типа в процессе целенаправленных наблюдений его причина может быть
уверенно идентифицирована как ГВ.

В случае существования ГВ, источниками которых являются пульсары и коротко-
периодные двойные, метод, основанный на эффекте ОМПР, может стать основой грави-
тационной астрономии для внутренней части галактического диска Млечного пути. В
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Приложении 1 содержатся координаты пригодных для исследования астрофизических
систем, как в галактической окрестности Солнца, так и на периферии нашей галактики
(см. пульсар 3), которая также относится к классу спиральных.

Может, однако, случиться так, что сигнал в предлагаемом эксперименте не будет
обнаружен, или будет отличаться от приведенного расчета, или будет различаться для
разных точек наблюдения. Это будет указывать на неучтенные, но существенные фак-
торы. В том числе и на геометрические свойства пространства-времени.

5. Анизотропное возмущение метрики Минковского

Известные рассуждения и выкладки, приводящие к уравнению (17), можно повто-
рить, считая, что выражение для метрики можно записать следующим образом

gij(x) → gij(x, ẋ) = ηij(x) + hij(x, ẋ), (24)

где
ηij(x) = η(0)

ij(x) (25)

– метрика Минковского для плоского пространства, hij(x, ẋ) – малая поправка, такая,
что hk

i(x, ẋ) = η(0)kjhij(x, ẋ). Структура уравнений Эйнштейна при этом принципиально
не изменится, и поправка hk

i(x, ẋ) будет по-прежнему удовлетворять волновому урав-
нению типа (17). Но выражение (17.1) будет выглядеть, например, так

hk
i(x, ẋ) = Re

[
Ak

i(ẋ) exp(ikαxα)
]
. (26)

Это означает, что амплитуда ГВ будет различаться в различных направлениях их рас-
пространения. С точки зрения наблюдений, основанных на методе ОМПР, эту разницу
невозможно заметить непосредственно, поскольку используемый эффект – нулевого по-
рядка. Но она будет проявлять себя косвенно, например, выполнением условий ОМПР
на различных расстояниях в различных направлениях от одного источника ГВ. Так,
условия (22.2) и (22.3) теперь станут такими
• Амплитудное условие ОМПР, связанное с трихроматическим полем

α2ζ1(ẋ)

α1

= ζ1(ẋ)
ωh

4D
= aζ1(ẋ)ε; a = O(1); ε ¿ 1 . (27)

• Амплитудное условие ОМПР в связи с периодическим изменением скорости атома

kv1ζ2(ẋ)

α1

= ζ2(ẋ)
ωh

α1

= κζ2(ẋ)ε; κ = O(1); ε ¿ 1 , (28)

где функции ζ1(ẋ), ζ2(ẋ) связаны с выражениями для амплитуд ГВ Ak
i(ẋ).

6. Исследование свойств пространства-времени с помощью
эффекта ОМПР

Эксперимент для исследования геометрических (и других) свойств пространства-
времени в масштабах галактики следует провести так. Выберем источники ГВ, разли-
чающиеся положением в галактике и рассмотрим для каждого из них не по одному, а по
нескольку таких мазеров, что условия (22.1–22.4) выполняются. Выполним наблюдения
ОМПР в соответствии с методикой, предложенной в [39], для источников ГВ в средней
части галактики и для источников ГВ на ее периферии. Перечислим все возможные
результаты и укажем их смысл. Для этого удобно воспользоваться таблицей, в которой
введены следующие обозначения.

В левых частях (результаты эксперимента)
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I, P – внутренняя и периферийная части Млечного пути соответственно;
All – все известные мазеры в окрестности источника ГВ, удовлетворяющие условиям
(22.2, 22.3);
Some – некоторые из известных мазеров в окрестности источника ГВ,
удовлетворяющие условиям (22.2, 22.3);
1 – эффект наблюдается; 0 – эффект не наблюдается;
— – нет данных.
В правых частях (геометрические и другие свойства)
I, P – внутренняя и периферийная части Млечного пути соответственно;
R – Риманова геометрия; F – «слабая» анизотропия (Финслерова геометрия);
1 – эффект наблюдается, следовательно, уравнения Эйнштейна имеют волновую
структуру и существуют ГВ;
0 – эффект не наблюдается, следовательно, уравнения Эйнштейна не имеют волновой
структуры, необходим новый вариационный принцип, ГВ не существуют;
— – ничего определенного сказать нельзя.

а) Изотропия в галактическом масштабе

1.
I P

All 0 0

Some − −
⇐⇒

I P

0 0 R

− − F

Вывод: геометрия Римана; темная материя не существует; имеется проблема выбо-
ра вариационного принципа; имеется проблема интерпретации результатов [1]; ГВ-
астрономия невозможна, т. к. уравнения Эйнштейна для пустого пространства не имеют
структуры волнового уравнения.

2.
I P

All 1 0

Some − −
⇐⇒

I P

1 0 R

− − F

Вывод: геометрия Римана; стандартная ОТО в центре галактики; масштабная неинвари-
антность (конформная гравитация за пределами галактики); возможна ГВ-астрономия.

3.
I P

All 0 1

Some − −
⇐⇒

I P

0 1 R

− − F

Вывод: геометрия Римана; стандартная ОТО за пределами галактики; масштабная
неинвариантность (конформная гравитация во внутренней части галактики); возможна
ГВ-астрономия.

4.
I P

All 1 1

Some − −
⇐⇒

I P

1 1 R

− − F

Вывод: геометрия Римана; стандартная ОТО; проблема темной материи; возможна ГВ-
астрономия.

б) Анизотропия в галактическом масштабе
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5.
I P

All − −
Some 1 1

⇐⇒
I P

− − R

1 1 F

Вывод: геометрия Финслера; проблема темной материи; возможна ГВ-астрономия.

6.
I P

All − −
Some 1 0

⇐⇒
I P

− − R

1 0 F

Вывод: геометрия Финслера во внутренней части галактики; масштабная неинвариант-
ность (конформная гравитация за пределами галактики); проблема темной материи;
возможна ГВ-астрономия.

7.
I P

All − −
Some 0 1

⇐⇒
I P

− − R

0 1 F

Вывод: геометрия Финслера за пределами галактики; масштабная неинвариантность
(конформная гравитация во внутренней части галактики); проблема темной материи;
возможна ГВ-астрономия.

8.
I P

All 1 0

Some − 1

⇐⇒
I P

1 0 R

0 1 F

Вывод: геометрия Римана во внутренней части галактики; геометрия Финслера за пре-
делами галактики; проблема темной материи; возможна ГВ-астрономия.

9.
I P

All 0 1

Some 1 −
⇐⇒

I P

0 1 R

1 0 F

Вывод: геометрия Римана за пределами галактики; геометрия Финслера во внутренней
части галактики; проблема темной материи; возможна ГВ-астрономия.

В Приложении 2 даны координаты для пар мазеров, связанных с источниками ГВ,
расположенными как ближе к центру (см. пульсар 6), так и ближе к краю галактики
(см. пульсар 7).

Если при выполнении эксперимента реализуются ситуации 5–9, то систематические
наблюдения, интерпретируемые с помощью выражения (26), могут позволить опреде-
лить функцию F (x, ẋ) в выражении для метрики с помощью формулы (10)

gij(x, ẋ) = η(0)
ij(x)+hij(x, ẋ) = η(0)

ij(x)+
1

2

∂2F 2(x, ẋ)

∂ẋk∂ẋj
= η(0)

ij(x)+η(0)
kj(x)hk

i(x, ẋ). (29)

Таким образом, если анизотропия пространства-времени в масштабах галактики имеет
место, то ее количественная характеристика может быть определена опытным путем.
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7. Метрика Бервальда-Моора

Естественным продолжением данного рассмотрения представляется переход к ситуа-
ции, когда анизотропия пространства-времени является не малой добавкой, как в преды-
дущем разделе, но непосредственно описывается геометрией Финслера. В соответствии
с обсуждающимся здесь подходом, направленным на исследование характеристик ГВ,
можно было бы вновь рассмотреть малые поправки, но теперь невозмущенной метрикой
считать уже не метрику Минковского, а какую-либо метрику Финслерова пространства

gij(x, ẋ) = hij(x, ẋ) + χij(x, ẋ). (30)

В качестве такой невозмущенной метрики было бы естественно выбрать метрику
Бервальда-Моора. Для того чтобы говорить об эффекте ОМПР, необходимо установить,
возможны ли ГВ в пространстве с такой геометрией и выписать явно соответствующую
поправку к метрике, исследовать, как изменится описание электромагнитных процессов
(16, 19), и выписать уравнение геодезической.

Можно ожидать, что структура уравнений Эйнштейна останется волновой, из чего
последует существование ГВ, вероятно, более сложного вида, чем в случае Римановой
геометрии. Уравнение для геодезической, вероятно, также усложнится, но его решение
представит собой лишь техническую задачу. Однако с описанием электромагнитных
процессов и с описанием взаимодействия ГВ и ЭМВ возникнут проблемы другого рода.

Существенным моментом, выявленным и подчеркнутым в [21], является следую-
щее замечание: понятие одновременности, лежащее в основе любой релятивистской тео-
рии, может принадлежать не каузальной структуре, но структуре Лагранжиана. Это
замечание приводит к серьезному методологическому затруднению. Выбор Римановой
геометрии для описания пространства-времени тесно связан с требованием инвариант-
ности уравнений Максвелла – основы подавляющего большинства измерений. Именно
это учитывал Эйнштейн при формулировке своего принципа относительности и постро-
ении СТО. Отказываясь от Римановой геометрии, мы отказываемся от инвариантности
уравнений Максвелла, что будет означать возникновение в них членов метрического
происхождения, которые надо будет интерпретировать в рамках известной феноменоло-
гии. Постановкой аналогичной проблемы завершилась и работа [40]. Ситуация еще более
усложняется, если учесть взаимосвязь гравитации и электромагнетизма, проявляющую-
ся как в классических эффектах ОТО таких, как отклонение луча света и гравитацион-
ное красное смещение, имеющихся и в Финслеровой геометрии, так и непосредственно
[41]. Таким образом, переход к использованию Финслеровой геометрии нуждается в
тщательном физическом обосновании.

Заключение

Целью данной работы было предложить эксперимент, пригодный для исследования
геометрических свойств пространства-времени, и соответствующую теорию. Физиче-
ским эффектом, лежащим в основе такого эксперимента, является оптико-метрический
параметрический резонанс, описанный в разделах 3–5 и в [37, 39]. Его результаты,
проанализированные в разделе 6, позволили бы определить, какая геометрия больше
подходит для описания пространства-времени в масштабах галактики. Более того, эти
результаты могли бы иметь значение и для выбора направления дальнейших фундамен-
тальных исследований. Так, если окажется, что в масштабах галактики приемлема гео-
метрия Римана стандартной теории относительности, то в астрофизике либо возникает
проблема обоснования выбора вариационного принципа при построении аксиоматиче-
ской теории, либо сохраняется проблема темной материи, которая потребует решения
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в рамках теории элементарных частиц. В последнем случае появляется возможность
появления и развития гравитационно-волновой астрономии. Если же окажется, что гео-
метрия нуждается в модификации, в частности, следует перейти к геометрии Финслера,
то вместо указанных проблем придется более внимательно рассмотреть основы элек-
тродинамики, что может иметь многочисленные и далеко идущие последствия на всех
уровнях рассмотрения от квантовой теории до космологии.
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Приложение 1

Координаты и параметры астрофизических систем, пригодных для детектирования
ГВ с помощью метода ОМПР [42–43]

Name RaJ DecJ d (pc) D (Hz)

1. Пульсар J1022+1001 10:22:58.006 +10◦01′52.8′′ 300 60.7794489280

Мазер AF Leo 11:25:16.4 +15◦25′22′′ 270

2. Пульсар B0656+14 06:59:48.134 +14◦14′21.5′′ 290 2.59813685751

Мазер U ORI 05:52:51.0 +20◦10′06.0′′ 280

3. Пульсар J0538+2817 05:38:25.0632 +28◦17′9.07′′ 1770 6.9852763480

Мазер HH 4 05:37:21.8 +23◦49′24.0′′ 1700

4. Пульсар B0031-07 00:34:08.86 −07◦21′53.4′′ 720 1.0605004987

Мазер U CET 02:31:19.6 −13◦22′02.0′′ 660

5. Дв. зв. RXJ0806.3+1527 08:06.3 +15◦27′ 100 0.00311526

Мазер RT Vir 13:00:06.1 +05◦27′14′′ 120

Приложение 2

Координаты и параметры астрофизических систем, пригодных для детектирования
ГВ с помощью метода ОМПР (проверка анизотропии пространства-времени) [42–43]

Name RaJ DecJ d (pc) D (Hz)

6. Пульсар J1908+0734 19:08:17.01 +07◦34′14.36′′ 580 4.70914721426

Мазер-1 IRC+10365 18:34:59.0 +10◦23′00.0′′ 500

Мазер-2 RT AQL 19:35:36.0 +11◦36′18.0′′ 530

7. Пульсар J0205+6449 02:05:37.92 +64◦49′42.8′′ 3200 15.223855772

Мазер-1 IRAS00117+6412 00:11:44.6 +64◦12′04.0′′ 3170

Мазер-2 W3 (1) 02:21:40.8 +61◦53′26.0′′ 3180
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АНИЗОТРОПИЯ ПРОСТРАНСТВА СКОРОСТЕЙ
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ

В ДВИЖУЩИХСЯ СРЕДАХ

В.O. Гладышев, T.M. Гладышева, M. Дашко, Г. В. Подгузов,
Н. Трофимов, Е.А. Шарандин

Московский Государственный Технический Университет им. Н.Э. Баумана, Россия
vgladyshev@mail.ru

В работе обсуждается анизотропия, возникающая в движущихся средах. В таких средах
скорость распространения света c нелинейно зависит от векторного поля скоростей движения
среды. В результате оптическая анизотропия может зависеть от ориентации поля скоростей ~V2

движущейся среды относительно вектора скорости ~V движения интерферометра в простран-
стве независимых физических переменных. На основании решения дисперсионного уравнения
сделан вывод о возможности измерения угловых вариаций в смещении интерференционной
картины, наблюдаемой в движущемся интерферометре. Показано, что амплитуда вариации
пропорциональна скорости движения интерферометра ~V , однако эффект угловой зависимости
является эффектом более высокого порядка малости по сравнению с классическим эффектом
увлечения света.

Происхождение оптической анизотропии в движущейся среде связано с анизотропными
свойствами сил связывающих атомы решетки среды и имеет локальный характер. В случае
отличия геометрии пространства-времени от геометрии Минковского, нелинейные процессы
взаимодействия электромагнитного излучения с движущейся средой будут зависеть от про-
странственной ориентации. В результате должны возникнуть дополнительные угловые вариа-
ции в наблюдаемой оптической анизотропии.

В работе обсуждаются результаты экспериментов по наблюдению оптической анизотро-
пии света во вращающейся оптически прозрачной среде, а также пространственно-временные
вариации в оптической анизотропии. В интерферометре свет от лазера с длиной волны
λ = 0, 632991±1×10−7 мкм проходил через вращающийся оптический диск диаметром D = 45
мм, длина пути одного луча в среде в проекции на плоскую поверхность диска l = 30 мм,
показатель преломления стекла n = 1, 78, толщина d = 20 мм, угол падения луча на плоскую
поверхность диска ϑ0 = 53, 5◦. Частота вращения диска изменялась в пределах от 100 до 380 Гц.

Результаты экспериментов подтвердили в первом приближении классическую линейную
зависимость сдвига интерференционных полос от скорости движения среды.

Достигнутая в экспериментах точность позволяла зарегистрировать угловые вариации δ∆
в положении интерференционных полос при скоростях движения интерферометра ~V на два
порядка больших, чем галактическая скорость Земли. В проведенных экспериментах простран-
ственная анизотропия сигнала не была обнаружена, что позволяет наложить ограничение на
максимальную скорость движения интерферометра V < 0, 1 c.

Работа выполнена при поддержке Совета по грантам Президента Российской Федерации
(грант №МД-170.2003.08).

Ключевые слова: анизотропия, поле скоростей, интерферометры.

Введение

Интерес к экспериментальным попыткам обнаружения анизотропии пространства-
времени связан с известными результатами по измерению анизотропии реликтового
микроволнового излучения [1]. Однако, наиболее ранние попытки обнаружить анизо-
тропию пространства предпринимались не в радиоастрономии, а в оптике. К числу этих
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попыток относятся классические эксперименты Хека [2], Майкельсона-Морли [3] и более
современные опыты Бриллета и Холла [4]. Анализ измерительных процедур, реализо-
ванных в этих экспериментах, позволяет объяснить отсутствие проявления анизотропии
методами современной оптики движущихся сред и предложить более чувствительные
интерферометрические схемы.

Инвариантность уравнений электродинамики относительно преобразований Лорен-
ца или Меллера базируется на неинвариантных соотношениях для частных беско-
нечно малых приращений пространственной и временной переменных [5]. В рабо-
тах [6], [7] был предложен метод построения пространственно-временных преобразо-
ваний, обеспечивающий неинвариантные соотношения для частных дифференциалов
независимых переменных пространства, времени и одновременно удовлетворяющий
Лоренц-инвариантности. На основании полученных преобразований было предложено
разделить измерительные процедуры на два основных типа.

К первому типу относятся измерения физических величин, соответствующих пол-
ным приращениям пространственной и временной переменных. К экспериментам данно-
го типа относятся все эксперименты, проводимые в одной инерциальной системе отсчета,
в которой все элементы измерительного канала выглядят покоящимися для наблюдате-
ля, например, эксперименты Майкельсона-Морли и Бриллета, Холла.

Второй тип реализует измерения неполных (частных) приращений переменных. В
последнем случае сравниваются собственные значения физической величины, например,
времени, измеренные в различных инерциальных системах отсчета (ИСО). Примером
данного типа измерений является опыт Росси и Холла, в котором сравнивалось вре-
мя жизни быстрых π-мезонов, рожденных в верхних слоях атмосферы, и π-мезонов в
лабораторной системе отсчета [8].

Также существуют измерительные процедуры промежуточного типа, в которых су-
ществуют отдельные движущиеся элементы, с которыми взаимодействует электромаг-
нитная волна. К числу данных процедур относятся интерферометры Хека и Физо [9].
В этих интерферометрах искусственно создается поле скоростей движущейся среды,
что приводит к возникновению оптической анизотропии. Кинематические эффекты со-
кращения длины, изменения углов преломления и отражения, эффект Доплера и яв-
ление дисперсии обычно компенсируют наблюдаемое проявление неинвариантных со-
отношений для частных дифференциалов физических переменных. Однако, наличие
оптической анизотропии может привести к нарушению полной компенсации различных
физических явлений. Действительно, распространение света в среде с трехмерным по-
лем скоростей может быть описано на основе решения дисперсионного уравнения, в
которое скорость среды входит нелинейным образом [10], [11]. В результате оптическая
анизотропия становится дипольно зависящей от ориентации движущейся среды к век-
тору скорости движения лабораторной ИСО, в которой покоятся источник и приемник
излучения. Другими словами, если неинвариантные основания общей инвариантности
имеют наблюдаемые следствия, то они должны проявиться в оптике движущихся тел в
задачах, в которых источник излучения, приемник, границы раздела сред и сами среды
движутся с различными скоростями.

Вместе с тем, представляет интерес происхождение оптической анизотропии, возни-
кающей в движущихся средах. В таких средах скорость распространения света зависит
от скорости и направления движения среды. Возникновение оптической анизотропии
связано с неодинаковостью в различных направлениях сил связывающих атомы решет-
ки среды и имеет локальный характер, т. е. возникает на масштабах малых по сравнению
с длиной волны света. Макроскопическое проявление анизотропии является результатом
интегрального характера взаимодействия электромагнитного излучения с веществом.
Поэтому можно предположить, что если геометрия пространства-времени отличается
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от геометрии Минковского, нелинейные процессы взаимодействия электромагнитного
излучения с движущейся средой будут зависеть от пространственной ориентации. В
результате должны возникнуть дополнительные угловые вариации в наблюдаемой опти-
ческой анизотропии, которая может быть измерена интерферометрическими методами.

Таким образом, неинвариантные свойства пространственно-временного континуума
могут быть обнаружены в экспериментах оптики движущихся сред, когда не существует
одной ИСО, в которой все элементы интерферометра покоятся. Это условие реализу-
ется в интерферометрах Хека и Физо, в которых свет распространяется в движущейся
среде. В случае, когда интерферометры движутся относительно выбранной ИСО, по-
ворот может приводить к вариации положения интерференционных полос. Амплитуда
вариации пропорциональна скорости движения интерферометра, однако эффект угло-
вой зависимости является эффектом более высокого порядка малости по сравнению с
классическим эффектом увлечения. Поэтому данное явление не могло быть обнаруже-
но в ранних экспериментах. Причем вариация смещения полос должна быть больше в
однопроходной схеме интерферометра Физо (рис. 1) по сравнению с двухпроходной.

1. Оценка величины смещения полос в зависимости от ориентации
поля скоростей движущейся среды относительно вектора скорости
движения интерферометра

Рассмотрим однопроходную схему интерферометра Физо в ИСО, где интерферометр
покоится, т. е. при β = V/c = 0, c – скорость света в вакууме. Скорости воды в ИСО ин-
терферометра соответствует величина ~V2n, β2n = ±V2n/c. Нормальному падению лучей
соответствуют инварианты It = kt = k0 sin ϑ0 = 0, −I1 = ω0(1− β) = ω0 [10].

Рис. 1: Двухлучевой однопроходный интерферометр Физо

Тогда волновому вектору преломленного луча соответствует

k2n =
ω0

c

−β2n(n2
2 − 1) + n2(1− β2

2n)

1− n2
2β

2
2n

. (1)

Разность хода лучей будет зависеть от времени распространения света в двух плечах
интерферометра

∆0 =
lc

λω0

(k2n,2 − k2n,1) =
2l

λ

β2n(n2
2 − 1)

1− n2
2β

2
2n

. (2)

В опыте Физо [9] использовалась двухпроходная схема, поэтому расчетная величина
смещения полос равна ∆ = 2∆0. Для параметров интерферометра l = 1, 4875 м, V2n =
7, 059 м/с, n2 ≈ 1, 33 для солнечного света с λ = 0, 526 мкм, получаем ∆ = 0, 205.
В опыте Физо наблюдалось смещение ∆ý = 0, 23, что объясняется тем, что скорость
воды в центре трубки была выше, чем использованное в расчетах среднее значение по
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сечению V2n. Квадратичный член n2
2β

2
2n ≈ 10−15 очень мал и не оказывает влияния на

результаты. Заметим, что использование гелий-неонового лазера с λ = 0, 632991 ± 1 ×
10−7 мкм уменьшает расчетную величину до ∆ = 0, 170. Использование однопроходной
схемы (рис. 1) уменьшает это значение еще в два раза, однако изменение направления
движения среды на противоположное позволит увеличить диапазон смещения полос
также в два раза. Поэтому в качестве первой оценки ожидаемого смещения полос можно
использовать значение ∆0 = 0, 170.

Рассмотрим теперь интерферометр в ИСО, относительно которой он имеет продоль-
ную скорость ±V . Тогда −I1 = ω1(1− β), здесь ω1 – частота излучателя в ИСО наблю-
дателя. Выражение (1) примет вид

k2n =
ω1

c
(1− β)

β + (n2
2 − 1)

β − β2n

1− β2
2n

+ n2

1− β2 − (n2
2 − 1)

(β − β2n)2

1− β2
2n

. (3)

Здесь V2n – скорость в ИСО, относительно которой интерферометр движется. В ИСО
интерферометра эта скорость будет равна V ′

2n, причем

β2n =
β + β′2n

1 + ββ′2n

. (4)

Подставив в (3), получим для двух лучей

k2n,1 =
ω1

c

β − β′2n + n2
2β

′
2n(1− ββ′2n) + n2(1− β′2n

2)

(1 + β) (1− n2
2β

2
2n)

, (5)

k2n,2 =
ω1

c

β + β′2n − n2
2β

′
2n(1 + ββ′2n) + n2(1− β′2n

2)

(1 + β) (1− n2
2β

2
2n)

. (6)

Разность хода рассчитывается аналогично (2), однако вследствие эффекта Допплера
длина волны здесь равна λ1 = λ0

√
1−β
1+β

. Учтем также кинематический сдвиг интерфе-
рометра, в результате чего путь в среде увеличивается l = l1/(1 − β), а также эффект
сокращения длины l1 = l0

√
1− β2 . Результирующий сдвиг интерференционной картины

(ИК) равен

∆ =
2l0
λ0

β′2n(n2
2 − 1)

(1− β) (1− n2
2β

′
2n

2)
. (7)

Разность в показаниях интерферометров при β = 0 и ±β 6= 0 будет равна

∆±∆0 ≈ ±β∆0 . (8)

Таким образом, максимальные вариации смещения полос в интерферометре, движу-
щемся относительно Солнца с β ∼= 10−4, при повороте интерферометра могли бы иметь
порядок величины δ∆ = 2β∆0 = 3, 4 × 10−5 полосы без учета влияния дисперсии в
движущейся среде.

Для оценки влияния дисперсии, возникающей вследствие изменения частоты элек-
тромагнитной волны на нормальном разрыве скорости, будем использовать экспери-
ментально проверенную зависимость показателя преломления стекла от длины волны
излучения.

Выражения (5), (6) примут вид

k2n,1 = k01

β − β′2n + n2
2,1β

′
2n (1− ββ′2n) + n2,1 (1− β′2n

2)

(1 + β)
(
1− n2

2,1β
′
2n

2
) , (9)
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k2n,2 = k01

β + β′2n − n2
2,2β

′
2n (1 + ββ′2n) + n2,2 (1− β′2n

2)

(1 + β)
(
1− n2

2,2β
′
2n

2
) . (10)

Волновые векторы находятся методом последовательных приближений. Сначала в
(9), (10) подставляют показатель преломления, измеренный в ИСО, где среда покоится.
При этом берут частоту падающего излучения. Затем рассчитываются соответствующие
длины волн в движущейся среде.

λ2,1 =
2πc

k2n,1v + ω1 (1− β)
, (11)

λ2,2 =
2πc

k2n,2v + ω1 (1− β)
. (12)

Для каждой длины волны находят показатель преломления, например, для n1,1 будет
соответствовать выражение

n2
2,1 = A1 + A2λ

2
2,1 + A3λ

−2
2,1 + A4λ

−4
2,1 + A5λ

−6
2,1 + A6λ

−8
2,1 . (13)

Коэффициенты Ai для выбранного оптического материала являются справочными.
Аналогично рассчитывается n2,2. Затем найденные показатели преломления подстав-

ляют вторично в (9), (10) и повторно рассчитывают волновые векторы. При необходи-
мости, для повышения точности расчетов процедуру можно повторить.

Результаты численных экспериментов представлены в таблице 1. Общими для всех
схем были параметры l = 1, 4875 м, V2n = 7, 059 м/с, β = (Vz + Vs)/c, здесь Vz и Vs

– суточная и орбитальная скорости Земли. Для воды брался показатель n2 = 1, 3314.
Таким образом, дисперсия воды не учитывалась.

Так как в современном эксперименте целесообразно исключить влияние неоднород-
ности движения воды, проводились сравнительные расчеты для воды и материала оп-
тического стекла. Там где использовалось стекло ЛК5, показатель преломления рассчи-
тывался по формуле (13) для каждого луча в зависимости от направления движения и,
соответственно, частоты падающего света. В среднем он имел значение n2 = 1, 476615.
Бездисперсионное (БД) приближение означало, что преломление на движущейся гра-
нице раздела сред рассчитывалось для показателя преломления на частоте падающего
света. В действительности же после преломления на движущейся границе раздела сред
частота света изменялась, что приводит к необходимости пересчета показателя пре-
ломления движущейся среды. Результаты численных расчетов с учетом дисперсии на
границе раздела сред приведены в третьей строке таблицы. Значения ∆ и ∆′ приведены
по модулю.

Таблица 1.

№ Длина волны, опти-
ческий материал

Смещение ИК ∆′ −∆ ∆′ + ∆

β > 0, ∆ β < 0, ∆′

1. λ = 0, 526 мкм, БД-
приближение

1, 0283246× 10−1 1, 0288774× 10−1 5, 53×10−5 2, 057202×10−1

2. λ = 0, 6328 мкм,
ЛК5, БД-прибли-
жение

1,3054644 ×10−1 1, 3062296× 10−1 7, 65×10−5 2, 611694×10−1

3. λ = 0, 6328 мкм,
ЛК5 c дисперсией

1, 3056019× 10−1 1, 3060920× 10−1 4, 90×10−5 2, 611694×10−1
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В первую очередь нужно отметить, что при β = 0 для всех схем сумма ∆′ + ∆
равнялась приведенной в соответствующей графе таблицы величине. Из этого следует,
что суммарное смещение ИК при смене направления движения среды не зависит от
того, движется интерферометр, или нет. При этом разность ∆′ − ∆ была равна нулю
также во всех случаях.

Из сравнения приведенных в таблице значений ∆ и ∆′ можно заметить, что для
выбранного знака β > 0 или β < 0 величины ∆ и ∆′ несколько отличались друг от
друга.

Для первой схемы разность δ∆ = ∆′ − ∆ = 5, 53 × 10−5 несколько больше первой
оценки δ∆ = 2β∆0 = 3, 4 × 10−5 и на три порядка меньше той погрешности, которая
была достигнута в экспериментах Физо. Этот результат был получен без учета диспер-
сии в движущейся воде. Так как для воды трудно учесть дисперсию, для численного
эксперимента было выбран легкий крон ЛК5, для которого коэффициенты дисперсии
определены экспериментально.

Во второй строчке таблицы приведены результаты расчета без учета дисперсии в
БД-приближении. Можно заметить, что разность ∆′−∆ возросла вследствие увеличения
коэффициента κ2 = n2

2 − 1 для стекла.

В третьей строке приведены результаты расчета с дисперсией. Дисперсия в мате-
риале движущегося стекла уменьшила разность ∆′ −∆ на 36%. Следует отметить, что
влияние дисперсии из-за движения границы раздела сред значительно влияет на ре-
зультат. Заметим, что оценка влияния дисперсии проводилась по данным, полученным
в неподвижном стекле. Кроме того, коэффициенты дисперсии Ai обеспечивают точность
расчетов по формуле (18) с погрешностью ±1× 10−5 .

В двухпроходных схемах естественно ожидать уменьшения ∆′ −∆ вследствие ком-
пенсации эффектов увлечения света в движущейся среде противоположного направле-
ния. Аналогичные расчеты для двухпроходных схем опубликованы в [12].

В целом, можно заключить, что вариации δ∆ весьма малы, максимальное значение
δ∆ равно 4, 9 × 10−5. Вместе с тем, если использовать в расчетах скорость движения
интерферометра в Галактике V = 250...300 км/с ( β ≈ 10−3 ), величина δ∆ возрастает на
порядок. Данная величина смещения полос может быть измерена в современных экспе-
риментах. Кроме того, схема проведения эксперимента будет отличаться от приведенной
на рис. 1, что при определенных условиях может привести к увеличению измеряемого
эффекта.

Можно заметить, что вариации δ∆ зависят от показателя преломления стекла n2,
длины l скорости ~V2n и ~β. Проведение эксперимента с изменением ориентации ~V2n и ~β
позволило бы выяснить существует ли зависимость ∆′−∆ от угла поворота интерферо-
метра. В случае нулевого результата можно было бы наложить границу на максималь-
ную величину ~β.

С точки зрения эксперимента, схема на рис. 1 не является оптимальной, т. к. являет-
ся нестабильной к различным возмущающим факторам. Отличительной особенностью
интересующих нас интерферометров является наличие движущейся среды, что должно
повлечь за собой возникновение вибраций внутри интерферометра. Однако, интерфе-
рометр может быть построен по разностной схеме, когда смещение любого элемента
приводит к одинаковому влиянию на каждый из интерферирующих лучей.
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2. Первые результаты экспериментов по наблюдению
угловых вариаций в оптической анизотропии света
во вращающейся оптически прозрачной среде

В работе использовалась схема интерферометра, эквивалентная в первом прибли-
жении интерферометру Хека или интерферометру Физо [2], в которых трубка с водой
заменена оптическим диском (рис. 2). Луч от лазера L разделяется светоделителем
BS на два, которые после зеркал M1 и M2 проходят вращающийся оптический диск
в противоположных направлениях. Вследствие вращения ОД один из лучей получает
положительный сдвиг фазы, другой – отрицательный. Затем лучи смешиваются на BS и
после зеркала M3 и оптической системы OS попадают на фотодетектор PD. Изменение
направления вращения ОД приводит к изменению направления смещения полос на PD.

Рис. 2: Двухлучевой однопроходный интерферометр с вращающимся ОД

В экспериментах были реализованы следующие параметры: диаметр диска равнялся
D = 45 мм, длина пути одного луча в среде в проекции на плоскую поверхность диска
l = 30 мм, показатель преломления стекла ОД n = 1, 78, толщина ОД d = 20 мм,
угол падения луча на плоскую поверхность диска ϑ0 = 53, 5◦, длина волны лазера λ =
0, 6329910 ± 1 × 10−7 мкм. Частота вращения диска изменялась в пределах от 100 до
380 Гц. Луч проходил ОД на расстоянии r = 0, 0152 м от оси вращения. Для данных
параметров при частоте вращения ν = 200 Hz проекция скорости на волновой вектор
равна V2n = 19, 1 м/с. Ожидаемое смещение полос вследствие эффекта Физо равно
∆′

0 = 1, 33× 10−2.
Однако теоретический анализ указывает на необходимость учета нарушения закона

Снеллиуса вследствие наличия тангенциального разрыва скорости на границе раздела
воздух-стекло.

Ранее были проведены эксперименты на интерферометре, схема которого близка
двухпроходной схеме интерферометра Физо [14], [15]. В этих экспериментах было под-
тверждено, что дополнительное смещение полос вследствие поперечного эффекта Физо
может составлять около 20% от основного смещения.

Вследствие поперечного увлечения света угол преломления рассчитывается по фор-
муле

tgϑ′2 =
sin ϑ0√

n2 − sin2 ϑ0 − (n2 − 1)βn

, (14)

В нашем эксперименте βn = 6, 4×10−8, что определяет отклонение ϑ′2 от ϑ2 = arctg l
3d

на уровне 2× 10−6 градуса.
Дополнительное смещение интерференционной картины определяется по формуле
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∆′ =
6d(n− 1)

λ

(
1

cos ϑ′2
− 1

cos ϑ2

)
= 2, 9× 10−3 . (15)

Суммарное смещение полос вследствие продольного и поперечного эффекта Физо
равно ∆Σ = ∆′

0 + ∆′ = 1, 62 × 10−2 (без изменения направления вращения ОД). Следо-
вательно, ожидаемая величина вариации полос при повороте интерферометра относи-
тельно вектора скорости Земли в Галактике равна δ0 ≈ β∆Σ ≈ 1, 62 × 10−5 . Влияние
дисперсии в материале может уменьшить эту величину до δ∆ = 4, 7 × 10−6 . Данная
величина сдвига полос является весьма небольшой, однако может быть измерена.

Здесь следует обратить внимание на то, что оценки смещения интерференционных
полос были выполнены в рамках электродинамики движущихся сред. Также были вы-
полнены точные численные расчеты величины сдвига интерференционной картины в
интерферометре, изменяющем свою пространственную ориентацию. Эти расчеты про-
водились поэлементно с учетом изменения углов падения, отражения, эффекта Доплера,
сокращения размеров элементов вдоль направления движения, кинематических эффек-
тов смещения и запаздывания лучей с учетом релятивистских членов и дисперсии в
материале. Математическая модель, описывающая процессы распространения света в
движущемся интерферометре, достаточно громоздка, но результаты расчетов дают сме-
щение полос, величина которого по порядку величины равна приведенному значению в
таблице 1.

Далее в работе представлены результаты экспериментов на новой схеме интерферо-
метра с вращающимся оптическим диском (рис. 2).

Интерферометр был сконструирован на двух оптических платформах с пассивной
системой вибростабилизации. На одной из платформ находился электродвигатель с ОД,
на другой – остальная часть интерферометра. Обе платформы располагались на вра-
щающемся основании. Для определения возможной зависимости сигнала от простран-
ственной ориентации интерферометра были проведены измерения сигнала при повороте
интерферометра на 360 градусов в прямом и обратном направлениях.

Свет переотражался на плоских поверхностях оптического диска. Интерференцион-
ное отражающее покрытие плоских зеркальных поверхностей диска было рассчитано на
длину волны лазера.

Смещение интерференционной картины определялось по изменению времени следо-
вания интерференционных полос по апертуре фотодетектора (ФД). Метод измерений
описан в работах [13], [14]. Метод пересчета интервала времени в смещение интерферен-
ционной картины осуществляется при помощи эллиптических интегралов второго рода
и описан в [15]. Однако так как в течение всех измерений интерферометр настроен в
одной и той же рабочей точке фазовой кривой смещение интерференционной картины
(ИК) пропорционально времени следования полос в первом приближении.

В первой серии экспериментов интерферометр не был термостабилизирован. Однако
за время проведения эксперимента изменение температуры окружающего воздуха изме-
нялась в пределах, на который был рассчитан динамический диапазон лазера, равный
5◦C.

В качестве измерительного фотодетектора был выбран фотодиод ФД256.
Время записи сигнала при одном угловом положении интерферометра – 2 сек. Часто-

та вращения ОД была равна 180Гц, что соответствовало 3600 замерам за время одного
измерения.

Первичное преобразование сигналов осуществлялось аналого-цифровым преобразо-
вателем (АЦП) National Instruments PCI-6024 при входном разрешении 12 разрядов. На
входы АЦП поступали сигналы от измерительного фотодиода, фотодиода для контроля
мощности излучения лазера и термодатчика. Цифровая последовательность сигналов
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на частоте 200 кГц поступала в персональный компьютер и проходила дальнейшую
обработку в среде LabVIEW.

Перед началом измерений интерферометр юстировался таким образом, чтобы за
один оборот ОД по апертуре ФД проходили в горизонтальном направлении две или
три интерференционные полосы: в первую половину периода в одном направлении, во
вторую – в другом. Измеряемой величиной являлся ∆tý – интервал времени между
моментами прохождения выбранной интерференционной полосой апертуры ФД. Так
как эта величина прямо зависит от периода вращения ОД, ее нормировали на период
T . Результаты измерений, выполненные 17 декабря 2005 г., и их сплайн-интерполяция
представлены на рис. 3.

График состоит из двух ветвей, что соответствует прямому и обратному направле-
ниям поворота. Измерения выполнялись при фиксированных ориентациях платформы
с шагом ∆α = 22, 5◦ в лабораторной системе отсчета. Форма сигнала имеет минимум,
который повторяется в прямом и обратном поворотах интерферометра. Относительная
погрешность измерения ∆tý

T
при фиксированной ориентации равнялась 0, 55%. Время

проведения замеров для построения одного графика равнялось 30 минутам, поэтому
прямая и обратная ветви могут иметь горизонтальный сдвиг на 1/48 от периода. Вли-
яние анизотропии могло проявиться в смещении сигнала при измерениях в различное
время суток. Однако, повторные эксперименты, выполненные в другое время суток,
дают близкую форму графиков с минимумом в центре. Это указывает на то, что форма
сигнала имеет, по-всей видимости, в основном механическое происхождение и вызвана
неидеальностью поворотной системы.

Рис. 3: Зависимость сигнала, нормированного на период, ∆tý
T , от угла поворота интерферомет-

ра α, ◦. Результаты первой серии измерений

В следующей серии измерений шаг поворота интерферометра был уменьшен до
∆α = 15◦. Для повышения чистоты эксперимента интерферометр был помещен в кожух
из оргстекла. Результаты эксперимента, выполненного 29 декабря 2005 г. в течении 50
минут, представлены на рис. 4. Из рис. следует, что общий вид угловой зависимости со-
хранился прежним, но появилась колебательная зависимость, повторяющаяся в прямом
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и обратном направлениях поворота интерферометра. Погрешность измерения ∆tý
T

при
фиксированной ориентации находится в пределах 0, 75%.

Рис. 4: Результаты второй серии измерений

Точность первых экспериментов была практически ограничена чувствительностью
фотодетектора, частотой опроса и разрядностью АЦП. В связи с этим для проверки
полученных результатов в эксперимент были внесены существенные изменения.

Интерферометр был помещен в кожух с активной системой термостабилизации.
Точность поддержания температуры равнялась 0, 1◦C. Угол поворота регистрировал-
ся фотоэлектронной системой и затем проходил обработку на ПК. Точность угловой
привязки была не ниже 0, 2◦. В качестве измерительного фотодетектора был выбран
высокоскоростной PIN-фотодиод S5821-01 (Hamamatsu).

Преобразование сигналов осуществлялось аналого-цифровым преобразователем
National Instruments PCI-6132, имеющем частоту оцифровки сигнала 2,5МГц при вход-
ном разрешении 14 разрядов на канал. Сигналы от измерительного фотодиода и фо-
тодиода для контроля мощности излучения лазера поступали на независимые входы
PCI-6132.

Время записи сигнала при одной частоте вращения 15 сек. Таким образом, например
при частоте вращения 200Гц одной точке на графике соответствует 3000 замеров. Для
уменьшения влияния низкочастотных механических шумов и высокочастотных элек-
тромагнитных наводок использовалась полосовая фильтрация Батерворта 5 порядка.

Результаты третьей серии измерений, выполненные 25 марта 2006 г., представлены
на рис. 5. При измерениях была выбрана частота вращения ОД 200 Гц. Эксперимен-
тальные данные были записаны с частотой дискретизации 1 MHz.

График сигнала, нормированного на период вращения ОД, и его сплайн-
интерполяция для двух направлений поворота интерферометра в целом похожи на по-
лученные ранее. Однако, угловая модуляция сигнала не наблюдается. Можно заметить,
что погрешность измерений уменьшилась до 0, 075%.

Из рис. 5 также следует, что величина дрейфа амплитуды сигнала за 50 минут со-
ставила около 0, 36%. Дополнительные замеры показали, что дрейф амплитуды сигнала
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Рис. 5: Результаты третьей серии измерений

прямо пропорционален времени, поэтому замеры проводились через равные промежут-
ки времени. Так как лазер являлся стабилизированным по частоте и мощности, а при
повторном включении интерферометра через сутки или через неделю настройка ока-
зывалась исходной, дрейф амплитуды сигнала, возможно, связан с динамической уста-
лостью материала при вибрации платформы. Форма сигнала также имеет минимум,
который повторяется в прямом и обратном поворотах интерферометра. В связи с нали-
чием дрейфа амплитуды и неидеальностью поворотной системы информацию должна
содержать разность сигналов, записанных в различное время суток.

В следующей серии экспериментов были сделаны измерения при разных скоростях
вращения с целью определения оптимального соотношения сигнал/шум (результаты
представлены ниже). Затем были сделаны попытки проведения измерений при скорости
вращения диска, соответствующей ν = 350 Гц. На данной частоте формы кривых при-
обрели менее повторяющийся вид, что свидетельствовало о влиянии вибраций и других
факторов. В дальнейшем, из-за разрушения ОД, вызванного, по всей видимости, вли-
янием вибраций, не было проведено достаточного количества измерений в различное
время суток.

Поэтому, анализ третьей серии экспериментов не позволяет сделать достоверный
вывод об отсутствии проявлений анизотропии на достигнутом уровне точности. Для
вывода о том, что разностный сигнал, находится на уровне случайной ошибки измере-
ния, необходимо повторить эксперимент в различное время суток.

В таблице 2 представлены параметры интерферометров, реализованные в экспери-
ментах Физо [9], Билгера и Стовелла [16], параметры эксперимента на дисковом двух-
проходном интерферометре [13] и данные для последней серии экспериментов на одно-
проходном интерферометре (Рис. 2).

Так как в основном приближении увлечение света зависит от произведения
(n2

2 − 1) V2nl, в последней колонке приведен параметр эффективности увлечения.
Здесь следует учесть, что в опыте Физо каждый из двух лучей проходил две трубки

длиной l, поэтому эффект увлечения света определялся величиной 4κ2V2nl. В опыте
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Билгера и Стовелла свет многократно переотражался и проходил через вращающийся
ОД эффективное число раз, которое зависело от коэффициента отражения зеркал и
активной среды кольцевого лазера. Однако, работа [16] не позволяет сделать оценку
числа переотражений. Можно только заметить, что измеренный сдвиг частоты связан
не только со сдвигом фаз лучей, прошедших вращающийся диск, но и с изменени-
ем длины резонатора, вследствие изменения угла преломления на границах раздела
воздух-вращающийся диск. В двухпроходной схеме [13], как и в опыте Физо, эффект
увлечения определялся величиной 4κ2V2nl, но с учетом поперечного эффекта увлече-
ния, эта величина возрастала на 20%. В однопроходной схеме для продольного эффекта
имеем 2κ2V2nl и плюс поперечное увлечение света.

Таблица 2.

Название ω, рад/с r, м V2n, м/с l, м n2 κ2 κ2V2nl

Физо [9] – – 7,059 1,487 1,33 0,769 8,071

Билгер и Стовелл
[16]

<366, 5 <0, 0133 <4, 875 0,0072 1,457 1,124 <0, 040

Двухпроходный
интерферометр [13]

146,6 0,0225 3,299 0,089 1,48 1,190 0,375

Однопроходный
интерферометр
(Рис. 2)

<2387, 6 0,0152 <36, 291 0,030 1,78 2,168 <2, 360

Можно заметить, что параметр эффективности в современных экспериментах ниже
достигнутого в опыте Физо, поэтому прогресс в этой области связан со снижением уров-
ня шума, увеличением числа проходов среды и возможностью компьютерной обработки
больших массивов данных.

3. Измерение зависимости сдвига интерференционных полос
от скорости движения среды

Следующая серия измерений была выполнена с целью проверки зависимости эффек-
та увлечения от скорости движения среды. В эксперименте при фиксированном угловом
положении интерферометра частота вращения ОД изменялась в пределах от 100 до 380
Гц. Результаты измерений представлены на рис. 6 и рис. 7.

На рис. 6 представлена зависимость сигнала (времени прохождения крайней интер-
ференционной полосы по апертуре ФД) от частоты вращения ОД. График состоит из
двух ветвей. Измерения начинались с низкой частоты, затем частота увеличивалась до
максимальной. После этого частота уменьшалась приблизительно до начальной. Так
как зависимость, полученная при увеличении частоты, близка зависимости при умень-
шении частоты, можно сделать вывод о достаточно высокой стабильности результатов.
Общее время проведения замеров для одного графика составляло порядка 20 минут.
За это время лабораторная система отсчета незначительно изменяла пространственную
ориентацию.

Зависимость сигнала от частоты имеет гиперболический вид, однако эта зависимость
отлична от теоретической зависимости без учета эффекта Физо.

Зависимость разности рассчитанного сдвига полос без учета эффекта Физо и изме-
ренного сдвига полос от скорости вращения представлена на рис. 7. Из рис. 7 следует,
что эта зависимость имеет линейный вид и в первом приближении качественно подтвер-
ждает выражение (2). При периоде 3000 мкс (это соответствует частоте около 330 Гц)
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Рис. 6: Зависимость измеренного времени ∆tý (мс) прохождения интерференционной полосы
по апертуре ФД от частоты вращения ОД ν, Гц

интервал времени следования интерференционной полосы уменьшается на достаточно
большую величину – около 10%. Причем при периоде 5 мс эта величина соответствует
расчетной величине ожидаемого сдвига ИК ∆Σ = ∆′

0 + ∆′ = 1, 62× 10−2. Из рис. 7 сле-
дует, что погрешность определения смещения ИК находилась на уровне 1% на высоких
частотах вращения, таким образом, минимально обнаружимое смещение находилось на
уровне 0, 1∆Σ = 1, 62× 10−3. Заметим, что погрешность третьей серии измерений, пред-
ставленных на рис.5, была существенно меньше

Направление изменения интервала времени (увеличение или уменьшение) при фик-
сированном направлении вращения диска зависит лишь от юстировки интерферометра.
Таким образом, если калибровать интерферометр, то по изменению времени следова-
ния полос можно будет определять смещение интерференционных полос. Затем можно
будет решать обратную задачу – по времени следования полос определять скорость
движения среды. Если скорость движения среды задана, а в эксперименте проявляется
анизотропия, то по величине анизотропной составляющей, измеренной при различных
ориентациях интерферометра в пространстве, можно будет определить величину и на-
правление скорости интерферометра в пространстве.

Выше была сделана оценка точности эксперимента по измерению анизотроп-
ной составляющей: минимальной измеряемая вариация в смещении полос равна
δ∆ ≈ 1, 6×10−3. Если сравнить эту величину с полученной оценкой ожидаемой вариации
δ∆ = 4, 7×10−6 вследствие галактической скорости (β ≈ 10−3), то можно сделать вывод,
что точность измерений должна быть в 340 раз выше. Следовательно, в эксперименте
могла быть обнаружена такая величина вариации в смещении полос, которая может
возникнуть при β ≥ 0, 34. Так как величина погрешности в третьей серии эксперимен-
тов не превышала 0, 36% (если дрейф за 50 минут измерений принять за проявление
шумовых факторов), что в 3 раза меньше, чем величина погрешности, которую брали
для получения измеряемой оценки δ∆ и соответственно β, можно сделать вывод, что
вариация δ∆ могла быть зарегистрирована если бы β ≥ 0, 1.
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Рис. 7: Зависимость разности рассчитанного без учета эффекта Физо ∆t и измеренного сигнала
∆tý (выраженная в процентах к расчетной величине сигнала) от периода вращения T , мс.

Заключение

Увлечение света движущейся средой относится к одному из видов искусственной или
наведенной оптической анизотропии. Основные результаты экспериментов качественно
подтвердили линейную зависимость сдвига интерференционных полос от скорости дви-
жения среды в интервале скоростей до 36 м/с. Близкие результаты были получены в
работе [16], но в меньшем диапазоне скоростей среды.

Анализ третьей серии экспериментов не позволяет сделать достоверный вывод об
отсутствии проявлений пространственной анизотропии на достигнутом уровне точно-
сти. Для вывода о том, что сигнал, находится на уровне случайной ошибки измерения,
необходимо повторить эксперимент в различное время суток. Подводя итоги работы
можно сделать вывод о том, что угловые вариации δ∆ могли быть зарегистрированы
при β ≥ 0, 1 .

В перспективе, принципиально важным является проверка обнаружимости δ∆ при
точностях, соответствующих галактической скорости (β ≈ 10−3). Для этого необходимо
увеличить точность эксперимента на 2 порядка, что возможно путем использования
большей частоты вращения ОД, проведения измерений с различными направлениями
вращения ОД, увеличения числа проходов среды, лучшей системы виброзащиты интер-
ферометра, более чувствительных фотодетекторов.
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The anisotropy of the space of velocities
of the electromagnetic radiation in moving media
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In this paper we study the anisotropy which appears in moving media. In such media the
speed of light propagation c non-linearly depends on the vector field of media displacement. As
a result, the optical anisotropy depends on the orientation of the velocity field ~V2 of the moving
media relative to the velocity vector ~V given by the movement of the interferometer in the space
of independent physical variables. Based on the solution of the dispersion equation, we infer that
the possibility of measuring angular variations in the shift of interferometry picture, examined in
the moving interferometer. It is shown that the amplitude of the variation is proportional to the
movement speed of the interferometer ~V ; actually, the effect of angular dependence turns out to be
higher order smaller compared to the classical effect of light attraction.
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В работе исследована выраженность эффекта местного времени в зависимости от выделен-
ных пространственных направлений. Показано, что данный эффект наиболее четко проявлен
в узкой окрестности направлений север-юг и восток-запад. В этих направлениях обнаруживае-
мая экспериментально величина местного времени с хорошей точностью совпадает с расчетной.
Полученные результаты дают представление о характере анизотропии околоземного простран-
ства.

Ключевые слова: анизотропия, эффект местного времени.

1. Введение

"Эффект местного времени" – высокая вероятность сходства тонкой структуры
гистограмм, построенных при синхронных измерениях флуктуаций в процессах раз-
ной природы, в разных географических пунктах в одно и то же местное время [1–3],
Изначально, измерения, используемые для изучения данного эффекта проводились с
использованием пространственной базы от единиц до тысяч километров [4–10]. Для та-
кого рода измерений организовывались соответствующие экспедиции. В последующих
работах были выполнены исследования минимального масштаба, на котором возможно
обнаружение эффекта местного времени. Было показано существование эффекта на рас-
стояниях вплоть до одного метра [10–13]. Задача этой работы – исследование выражен-
ности эффекта местного времени в зависимости от фиксированных пространственных
направлений.

2. Постановка эксперимента

Исследование эффекта местного времени предполагает пространственно-
разнесенные измерения, в которых используются, как минимум, два источника
флуктуаций. Регистрация флуктуаций производится синхронно в течение промежутка
времени, необходимого для получения ряда, длина которого достаточна для построения
последовательности состоящей из не менее чем 1000 гистограмм. В качестве источника
флуктуаций, возможно использование собственных флуктуаций любого природного
процесса.

В настоящей работе в качестве источника флуктуаций использовались обратно сме-
щенные p − n переходы специальных полупроводниковых шумовых диодов [10]. На ос-
нове этих диодов были изготовлены два шумовых генератора. Каждый из генераторов
помещался в металлический экран и имел полностью автономное, батарейное, питание.
Генераторы были жестко закреплены на концах деревянной рейки так, что расстояние
между источниками флуктуаций составляло 1.36 м.
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Рейка с закрепленными на ней генераторами располагалась на специальном стенде,
предварительно ориентированном по направлению север-юг. Стенд позволял выставлять
нужные пространственные направления в процессе измерений. На рис. 1 показана схема
исследованных в эксперименте пространственных направлений. Серыми кружками обо-
значены стороны света. Буквы на схеме показывают расположение первого генератора
во время измерений. Второй генератор располагается диаметрально. Так, например,
измерение «А» означает, что исследуется направление «север-юг», при этом, первый
генератор расположен «на севере» в точке А, а второй генератор «на юге» в точке
«Е». В случае измерения «Е» исследуется то же самое пространственное направление,
но при этом генераторы меняются местами: первый генератор «на юге», а второй «на
севере». т. к. использованная в эксперименте система, состоящая из пары генераторов, с
фиксированным расстоянием между ними не является ориентированной, то измерения
«А» и «Е» являются равноценными. Второе измерение используется как контрольное.
Следовательно, число исследованных направлений в два раза меньше числа измерений
обозначенных буквами на рис. 1. Угол, между последовательно измеряемыми направ-
лениями составляет 11.25◦.

Рис. 1: Схема пространственных направлений, исследуемых в эксперименте

В качестве регистрирующей системы использовался двухканальный цифровой запо-
минающий осциллограф WaveJet WJ322 фирмы LeCroy. Встроенная память позволяет
получать при помощи WJ322 запись длиной 500000 точек на канал. Это дает возмож-
ность построения двух синхронных последовательностей 50-точечных гистограмм, дли-
ной 10000 гистограмм, каждая. Для экспертного анализа брались пары более коротких
последовательностей длиной в 1000 гистограмм каждая, построенных по первым 50000
точкам синхронных записей.

В процессе измерений использовалась частота дискретизации, равная 100 кГц. С
учетом того, что используемые для экспертного сравнения гистограммы строились по
50 точкам временного ряда, длительность одной гистограммы составляет 0.5 мсек.

3. Величина эффекта местного времени, ожидаемая
для исследуемых пространственных направлений

Мы полагали ранее, что величина эффекта местного времени пропорциональна
разности географических долгот мест измерений и не зависит от разности их широт.
Это утверждение подтверждено всей совокупностью ранее проведенных экспериментов
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[1–13]. Отсюда возникло представление об аксиальной симметрии фактора, влияющего
на форму гистограмм.

Независимость эффекта от широты мест измерений, может быть истолковано, как
зависимость формы гистограмм от направления в пространстве, задаваемого осью вра-
щения Земли и точкой проведения измерений. В таком случае важен только угол меж-
ду двумя плоскостями в пространстве, определяемыми местами проведения измерений.
Этот угол равен разности долгот и не зависит от широты мест измерений. Но, в случае
измерений с фиксированной пространственной базой ∆L0 = Const, как это имеет место в
настоящем исследовании, результат эксперимента становится зависимым от широты, θ.
Действительно, время, через которое источник флуктуаций № 2 будет определять то же
направление в пространстве, что и источник флуктуаций № 1 до этого, зависит от скоро-
сти v, с которой каждый из источников флуктуаций пройдет расстояние ∆L0 = Const.
Используя в качестве модельных представлений о фигуре Земли эллипсоид Красовско-
го [14] и учитывая высоту места проведения измерений над уровнем моря, h, можем
записать выражение для v :

v(θ, h) =
2π

T




√√√√√
R2

p

R2
p

R2
e

+ tg2(θ)

+ h


 , (1)

где Rp = 6356863 м и Re = 6378245 м – величины полярного и экваториального ра-
диусов Земли, принятые для эллипсоида Красовского [14], θP = 54◦50.037′ – широта
места проведения измерений (г. Пущино, Московской области), определенная при по-
мощи GPS-приемника, T = 86160 сек – период вращения Земли и hP = 170 м – высо-
та места измерения над уровнем моря. Учет численных значений в (1) дает величину
v(θP , hP ) = 268 м/сек. В случае проведения измерений, например, в приэкваториаль-
ных областях, данная величина а, следовательно, и связанная с ней величина местного
времени, может отличаться почти в два раза от полученного значения v(θP , hP ) = 268
м/сек из-за широтной зависимости v(θ, h).

Полученное значение v(θP , hP ) позволяет рассчитать величину местного времени для
каждого из измеренных направлений, рис. 1. Так как предполагается, что величина
местного времени зависит только от долготной разности расстояний между местами
измерений, то ожидаемая величина местного времени, в этом случае будет равна:

∆t =
∆L0 sin α

v(θ, h)
, (2)

где ∆L0 = 1.36 м – расстояние между генераторами, α ∈ [0, 2π] – азимутальный угол,
отсчитываемый от направления на север («А») по часовой стрелке. На рис. 2 сплошной
линией показан результат расчета величины местного времени в зависимости от угла α,
произведенного на основании (2). По оси абсцисс на рис. 2 показаны пространственные
направления, соответствующие направлениям, показанным на рис. 1.

4. Экспериментальные результаты

Для исследования выраженности эффекта местного времени в зависимости от задан-
ных пространственных направлений было выполнено три серии экспериментов с одной
и той же пространственной базой ∆L0 = 1.36 м, по результатам которых при помощи
экспертного сравнения было получено более семидесяти распределений интервалов. Для
всех экспериментов с высокой точностью можно считать, что θP = Const и hP = Const.
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Одинаковость условий позволяет нам сравнивать распределения интервалов, полу-
ченные в разных сериях измерений. На рис. 2 точками показаны положения максимумов
на распределениях интервалов, для всех трех серий экспериментов. Данный рисунок
носит качественный характер, т. к. часть распределений интервалов имеет сложную по-
лиэкстремальную структуру и, поэтому, не может быть графически представлено в виде
одной точки на графике. Для таких полиэкстремальных распределений бралось не бо-
лее трех главных максимумов, которые, затем, учитывались при построении графика
на рис. 2. Главная задача построения рис. 2 – дать суммарную картину совпадения
полученных результатов с результатами модельного расчета. На рис. 2 можно четко
выделить четыре области, соответствующие направлениям «А», «C», «E» и «G», т. е.,
направления север-юг и восток-запад и их ближайшая (около ±11.25◦ ) окрестность.
Суммарные распределения, соответствующие этим направлениям, показаны на рис. 3.

Рис. 2: Расчетные величины местного времени (сплошная линия) и величины полученные
экспериментально. По оси абсцисс показаны азимутальные направления, соответствующие на-
правлениям, показанным на рис. 1.

Рис. 3: Усредненные по трем экспериментам распределения интервалов для направлений север-
юг (направления «А» и «Е»), а), и восток-запад (направления «C» и «G»), б ).
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Данным распределениям присуща четко выраженная структура с ярко выраженным
пиком, величина которого с хорошей точностью соответствует полученной из (2) вели-
чине местного времени. В то же время, «диагональные» распределения интервалов в
широкой окрестности направлений «B», «D», «F» и «H» полиэкстремальны и не имеют
четко выраженного пика. В тех же случаях, когда на «диагональных» распределениях
присутствует единственный пик, он выражен значительно хуже чем в случае направ-
лений «А», «C», «E» и «G». И, как правило, в этом случае его величина отличается от
расчетной.

5. Обсуждение

Таким образом. в результате исследования выраженности эффекта местного вре-
мени в зависимости от выделенных пространственных направлений было найдено, что
данный эффект наиболее четко выражен в узкой окрестности направлений север-юг и
восток-запад. В этих направлениях обнаруживаемая экспериментально величина мест-
ного времени с хорошей точностью совпадает с расчетной. В окрестности направлений
«B», «D», «F» и «H» распределения интервалов, как правило, полиэкстремальны и не
всегда имеют достаточно выраженный пик местного времени. Величина местного вре-
мени, связываемая с положением максимального пика на этих распределениях, обычно
плохо согласуется с расчетной.

Полученные результаты имеют принципиальное значение, для понимания феномена
местного времени, т. к. указывают на характер анизотропии околоземного простран-
ства. Действительно, если предположить, что эффект местного времени обусловлен
некоторой, неизменной вдоль меридиана секторной структурой, то выраженность пика
местного времени на «диагональных» распределениях интервалов должна быть такой
же четкой, как и для направлений «А», «C», «E» и «G». т. к. это не обнаружено, то
мы вынуждены отказаться от представления о секторной структуре и заключить, что
фактор, оказывающий влияние на форму тонкой структуры гистограмм связан с неко-
торыми выделенными направлениями, которые, вероятно, определяются как анизотроп-
ными свойствами использованных источников флуктуаций, так и анизотропией около-
земного пространства. Узость областей, в которых наблюдается четкий пик местного
времени, позволяет говорить как об острой анизотропии пространства, так и о том, что
существует достаточно эффективный механизм, позволяющий источнику флуктуаций
чувствовать эту анизотропию.
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On the spatial anisotropy exhibited during the study of the "local time effect"
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The paper examines the possibility of expressing the local time effect in terms of certain special
directions. It is shown, that this effect is stronger perceived in a small neighborhood oriented North-
South and East-West. Along these directions the detected experimental magnitude of local time
perfectly coincides with the estimated one. The obtained results provide a fair characterization of
the anisotropic character of the nearby Earth-surrounding space.
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