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Приводится разбиение интервала между событиями в глобальном четырехмерном
пространстве-времени Бервальда-Моора, из которого вытекает интервал физического време-
ни, нелинейно зависящий от координатного времени и координат событий. Дается определение
расстояния в виде полунормы в векторной форме для собственного трехмерного пространства
как множества одновременных событий при сигнальном методе синхронизации разномест-
ных часов. Рассматривается алгебра квадрачисел в скалярно-векторной форме и приводят-
ся элементы векторной алгебры в геометрии собственного трехмерного пространства. Новые
векторные операции связаны с перманентами третьего порядка. Определяется трехмерная
физическая скорость и ее полунорма в собственном пространстве.

1. Введение

Известно, что координация событий во времени в трехмерном пространстве Ев-
клида устанавливается сигнальным методом, впервые введенным А. Пуанкаре в сво-
ей знаменитой работе [1] при определении отношения одновременности разноместных
событий в инерциальной системе отсчета. В итоге базисом современной физической
теории (в случае специальной теории относительности) является локальное изотроп-
ное четырехмерное псевдоевклидово пространство-время Минковского [2] в галилеевых
координатах x = (x, y, z), являющееся подпространством в геометрии с метрической
функцией

F = ds =
[(
c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2

)2
]1/4

=
[
(cdt− |dx|)2 (cdt+ |dx|)2]1/ 4

, (1.1)

которая при dT0 = F/c = 0 для собственного времени T0 имеет две характеристики
для сигнала кратности два.

В настоящее время приобретают все большую значимость исследования в области
финслеровой геометрии. Это объясняется и новизной возникающих здесь теоретиче-
ских проблем и важностью приложений для ряда новых экспериментальных данных.
Одним из перспективных подходов является модель известного локального полно-
стью анизотропного четырехмерного финслерова пространства-времени с метрической
функцией Бервальда-Моора

F = ds =
[
c4dt4 + dx4 + dy4 + dz4 −

−2
(
c2dt2dx2 + c2dt2dy2 + c2dt2dz2 + dx2dy2 + dy2dz2 + dz2dx2

)
+ 8cdtdxdydz]1/4 =

= [(cdt+ dx+ dy + dz) (cdt− dx+ dy − dz) (cdt + dx− dy − dz) (cdt − dx− dy + dz)]1/4 ,
(1.2)

имеющих четыре различные характеристики для сигнала.
В работе [3] рассматривается пространство-время с (1.2) и дается новое опреде-

ление отношения одновременности разноместных событий при сигнальном методе в
инерциальной системе отсчета. Сигнал распространяется в собственном трехмерном
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пространстве с четырьмя выделенными направлениями. Однако вопрос о геометрии
собственного трехмерного пространства, не являющейся геометрией Евклида, как в
случае с (1.1), остается открытым. Известен интересный вариант определения рассто-
яния в таком трехмерном пространстве [4], основанный на методе равноудаленности
разноместных событий от начала координат, что приводит к зависимости расстояния
от произвольного временного параметра. Это затрудняет физическую интерпретацию
такого метода. Представляется необходимым восполнить это пробел и применить тра-
диционный подход определения собственного трехмерного пространства, как множе-
ства одновременных (причинно-несвязных) событий, что и является целью настоящей
работы. В отличие от четырехмерной псевдоевклидовой геометрии Минковского, здесь
определяется множество одновременных событий по интервалу физического време-
ни, не совпадающему с интервалом координатного времени, а включающему в себя
нелинейно координатное время и пространственные координаты. Из соответствующе-
го разбиения интервала между событиями, приводится функция в виде полунормы,
равная расстоянию в собственном трехмерном пространстве. Элементы векторной ал-
гебры в собственном трехмерном пространстве даются на основе алгебры квадрачисел,
представляемых в скалярно-векторной форме, и теории перманентов. Определяется
трехмерная физическая скорость, нелинейно зависящая от координатной скорости в
собственном пространстве, и ее полунорма.

2. Определения интервала физического времени и расстояния
в собственном трехмерном пространстве

В релятивистской теории (в случае специальной теории относительности) соб-
ственным трехмерным пространством является множество одновременных (причинно-
несвязанных) событий по координатному времени. Так, для глобального псевдо-
евклидового пространства-времени при равенстве интервала физического времени
T12 (t2 − t1) = (t2 − t1) = 0 для метрической функции (1.1) в форме разбиения

s12 =
{[
c2T 2

12 (t2 − t1)− ρ2 (x2 − x1)
]2}1/4

(2.1)

имеем собственное трехмерное пространство с расстоянием, равным длине вектора
(x2 − x1)

ρ (x1,x2) = ρ (x2 − x1) = |x2 − x1| =
[
(x2 − x1)

2 + (y2 − y1)
2 + (z2 − z1)

2]1/2 ≥ 0 (2.2)

для геометрии пространства Евклида с известной векторной алгеброй. Данное соб-
ственное трехмерное пространство определяется для причинно-несвязанных событий в
пространственноподобных интервалах с s2

12 < 0.
Рассмотрим релятивистскую теорию для глобального четырехмерного

пространства-времени Бервальда-Моора с интервалом между событиями

s12 =

{
4∏
m

[c (t2 − t1) + εm (x2 − x1)]

}1/ 4

=

=
{
c4 (t2 − t1)

4 − 2c2 (t2 − t1)
2 [(x2 − x1)

2 + (y2 − y1)
2 + (z2 − z1)

2]+

+8c (t1 − t1) (x2 − x1) (y2 − y1) (z2 − z1) + (x2 − x1)
4 + (y2 − y1)

4 + (z2 − z1)
4

−2 (x2 − x1)
2 (y2 − y1)

2 − 2 (y2 − y1)
2 (z2 − z1)

2 − 2 (z2 − z1)
2 (x2 − x1)

2}1/4

(2.3)

и известными значениями компонентов векторов ε1 = (1, 1, 1), ε2 = (−1, 1,− 1), ε3 =
(1, −1, −1), ε4 = (−1,− 1, 1) выделенных направлений в трехмерном пространстве,
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которые удовлетворяют равенствам [3]

4∑
m

εmα = 0, 1
4

4∑
m

εmα ε
m
β = δαβ ,

1
4

4∑
m

εmα ε
m
β ε

m
γ = εαβγ,

1 + (εm)2 = 4, 1 + (εmεr) = 0 (m �= r) .

(2.4)

Здесь δαβ – символ Кронекера и εαβγ есть трехмерный абсолютно симметричный символ
со свойством εαβγ = 1 при α �= β �= γ, а остальные значения являются нулевыми, m –
номер вектора и α, β имеют значения 1, 2, 3.

Неравенство s4
12 > 0 определяет область причинно-связанных событий в простран-

стве-времени с элементом собственного времени (T0)12 = s12/c, являющимся средней
геометрической величиной от положительных интервалов времен, s4

12 < 0 – область
причинно-несвязанных событий со значением расстояния для собственного трехмер-
ного пространства и равенство s4

12 = 0 дает четыре характеристики (или гиперпо-
верхности) для сигнала, движущегося с максимальной скоростью при установлении
отношения одновременности разноместных событий [3].

Определим интервал физического времени. Для чего представим интервал (2.3) в
форме следующего разбиения

s12 =
[
c4T 4

12 (t2 − t1,x2 − x1)− ρ4 (x2 − x1)
]1/4

. (2.5)

Из (2.5) следует, что при s4
12 < 0 собственное 3-мерное пространство с расстоянием

ρ (x1,x2) = ρ (x2 − x1) =

{
−

4∏
m

[εm (x2 − x1)]

}1/ 4

=

=
{
− 1

4!
εmnkl [ε

m (x2 − x1)] [ε
n (x2 − x1)]

[
εk (x2 − x1)

] [
εl (x2 − x1)

]}1/ 4
=

=
{
− (x2 − x1)

4 − (y2 − y1)
4 − (z2 − z1)

4 +

+2
[
(x2 − x1)

2 (y2 − y1)
2 + (y2 − y1)

2 (z2 − z1)
2 + (z2 − z1)

2 (x2 − x1)
2]}1/ 4

=

=
{
−
[
(x2 − x1)

2 + (y2 − y1)
2 + (z2 − z1)

2]2 +

+4
[
(x2 − x1)

2 (y2 − y1)
2 + (y2 − y1)

2 (z2 − z1)
2 + (z2 − z1)

2 (x2 − x1)
2]}1/ 4 ≥ 0

(2.6)

для соответствующей геометрии определяется для одновременных (причинно-
несвязанных) событий с равенством

cT12 (t2 − t1,x2 − x1) =
{
c4 (t2 − t1)

4 +

+c2 (t2 − t1)
2 1

2!
εmn [εm (x2 − x1)] [ε

n (x2 − x1)] +

+c (t2 − t1)
1
3!
εmnk [εm (x2 − x1)] [ε

n (x2 − x1)]
[
εk (x2 − x1)

]}1/ 4
=

= {c4 (t2 − t1)
4 − 2c2 (t2 − t1)

2 [(x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2 + (z2 − z1)
2]+

+8c (t2 − t1) (x2 − x1) (y2 − y1) (z2 − z1)}1/4 = 0

(2.7)

по следующему интервалу физического времени

T12 (t2 − t1,x2 − x1) =

=
{
(t2 − t1)

4 − 2(t2 − t1)
2 [(x2 − x1)

2 + (y2 − y1)
2 + (z2 − z1)

2] /c2+
+ 8(t2 − t1) (x2 − x1) (y2 − y1) (z2 − z1) /c3}1/ 4

,

(2.8)

где введены четырехмерные абсолютно симметричные символы со свойствами εmn =
εmnk = εmnkl = 1, если m �= n �= k �= l, а остальные значения нулевые.
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Используя первоначальные обозначения для векторов трехмерного пространства
εm → (−ε, εn) (n = 1, 2, 3) из работы [3] с разложением по трем независимым векторам

выделенных направлений ε =
3∑
n

εn запишем расстояние с независимыми выделенными
направлениями

ρ (x1,x2) = ρ (x2 − x1) =
{
[ε (x2 − x1)]

[
ε1 (x2 − x1)

] [
ε2 (x2 − x1)

] [
ε3 (x2 − x1)

]}1/ 4 =

=
{[

ε1 (x2 − x1)
]2 [

ε2 (x2 − x1)
] [

ε3 (x2 − x1)
]
+
[
ε1 (x2 − x1)

] [
ε2 (x2 − x1)

]2 [
ε3 (x2 − x1)

]
+

+
[
ε1 (x2 − x1)

] [
ε2 (x2 − x1)

] [
ε3 (x2 − x1)

]2}1/ 4
≥ 0.

(2.9)
Определение. Расстояние в собственном трехмерном пространстве, определяемом

множеством одновременных событий по физическому времени, есть среднее геометри-
ческое от положительных путей, пройденных сигналом вдоль четырех выделенных
направлений при синхронизации разноместных часов, и является полунормой.

Из (2.9) также следует, что расстояние является симметричной формой относитель-
но перестановок трех скалярных произведений ε1 (x2 − x1), ε2 (x2 − x1) и ε3 (x2 − x1),
которые являются путями. Причем функция (2.9) является положительной и опреде-
ляется в виде полунормы в отличие от нормы для пространства Евклида.

Важный вывод следует из определения интервала физического времени (2.7). Ра-
венство T12 (t2 − t1,x2 − x1) = 0 имеет место не только для одновременных событий по
координатному времени с t1 = t2 на гиперповерхности t = 0, но и при равенстве

(t2 − t1)
3 − 2(t2 − t1)

[
(x2 − x1)

2 + (y2 − y1)
2 + (z2 − z1)

2] /c2+
+8(x2 − x1) (y2 − y1) (z2 − z1) /c3 = 0

(2.10)

с неодновременными событиями, которые лежат на гиперповерхности в пространстве-
времени Бервальда-Моора, представляемой следующим уравнением

t3 − 2tx2
/
c2 + 8xyz

/
c3 = 0. (2.11)

3. Представление квадрачисел в скалярно-векторной форме

Векторная алгебра в глобальном трехмерном собственном пространстве естествен-
ным образом вытекает из алгебры гиперкомплексных чисел.

Напомним, что для кватернионов, которые образуют тело в алгебре, из закона ком-
позиции в известной скалярно-векторной форме

A ◦B = (a0, a) ◦ (b0,b) = (a0b0 − (ab) , b0a + a0b + [ab]) (3.1)

и линейных операций имеем операции сложения векторов (a + b), умножения вектора
a = (a1, a2, a3) на число λa, скалярное произведение (ab) = a1b1 +a2b2 +a3b3 = δαβaαbβ ,
векторное произведение [ab] с компонентами [ab]α = eαβγaβbγ, где eαβγ – трехмерный
абсолютно антисимметричный символ Леви-Чивита. Композиция трех кватернионов
A ◦ B ◦ C добавляет к этим операциям смешанное произведение ([ab] c) и двойное
векторное произведение [[ab] c]. Тело кватернионов имеет известное матричное пред-
ставление

(A) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
a0 −a1 −a2 −a3

a1 a0 −a3 a2

a2 a3 a0 −a1

a3 −a2 a1 a0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

(
P −Q

Q P

)
, (P) =

(
a0 −a1

a1 a0

)
, (Q) =

(
a2 a3

a3 −a2

)
(3.2)
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с суммой и произведением матриц.
Используем определение обратного кватерниона A ◦ A−1 = E с E = (1, 0) и за-

кон композиции A ◦ Ā с нулевой векторной частью, где Ā = (ā0, ā). Тогда получим
равенства

A ◦ Ā = a0ā0 − (aā) , ā0a + a0ā + [aā] = 0, (3.3)

второе из которых удовлетворяется однозначно при ā0 = a0 и ā = −a. В итоге получим
сопряженный кватернион Ā = (a0,−a), модуль числа |A| =

√
A ◦ Ā =

√
a2

0 + a2 и
обратный кватернион A−1 = Ā

/
|A|2.

Рассмотрим квадрачисла [5], которые образуют поле в алгебре, и коммутативный
закон композиции в скалярно-векторной форме [6, 7]

(A ◦B) = (a0, a) ◦ (b0,b) =
[
a0b0 + (ab) , b0a + a0b + {ab}

]
. (3.4)

Наряду с известными операциями сложения векторов (a + b), умножения вектора
на число λa, скалярного произведения (ab) = a1b1 + a2b2 + a3b3 = δαβaαbβ возникает

новое векторное произведение {ab} = 1
4

4∑
m

εm (εma) (εmb) с компонентами {ab}α =

εαβγaβbγ. Поле квадрачисел имеет матричное представление [6]

(A) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
a0 a1 a2 a3

a1 a0 a3 a2

a2 a3 a0 a1

a3 a2 a1 a0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

(
P Q

Q P

)
, (P) =

(
a0 a1

a1 a0

)
, (Q) =

(
a2 a3

a3 a2

)
(3.5)

с суммой и коммутативным произведением симметричных матриц.
Композиции трех и четырех квадрачисел

(A ◦B ◦C) = (a0,a) ◦ (b0,b) ◦ (c0, c) =
[
a0b0c0 + a0 (bc) + b0 (ca) + c0 (ab) + ({ab} c) ,

ab0c0 + bc0a0 + ca0b0 + a0 {bc}+ b0 {ca}+ c0 {ab}+ {{ab} c}+ (ab) c
]
,

(3.6)

(A ◦B ◦C ◦D) = (a0,a) ◦ (b0,b) ◦ (c0, c) ◦ (d0,d) =

=
[
a0b0c0d0 + a0b0 (cd) + b0c0 (da) + d0a0 (bc) + b0d0 (ac) + a0c0 (bd) + c0d0 (ab)+

+ ({ab} c) d0 + ({bc}d) a0 + ({cd} a) b0 + ({da}b) c0 +
(
{{ab} c}d

)
+ (ab) (cd) ,

ab0c0d0 + bc0d0a0 + cd0a0b0 + da0b0c0 + {ab} c0d0 + {bc} d0a0+

+ {cd} a0b0 + {da} b0c0 + {bd} a0c0 + {ac} b0d0 + a0

(
(bc)d + {{bc}d}

)
+

+b0
(
(ca)d + {{ca}d}

)
+ c0

(
(ab)d + {{ab}d}

)
+

+d0

(
(ab) c + {{ab} c}

)
+
{
{{ab} c}d

}
+ (ab) {cd} + ({ab} c)d

]
(3.7)

дают новые смешанное произведение ({ab} c), двойное векторное произведение
{{ab} c} и другие операции. Некоторые свойства этих операций для векторов собствен-
ного трехмерного пространства представляются соотношениями

{ab} = {ba} , {ab} + {ac} = {a (b + c)} ,
({ab} c) = ({ac}b) = ({ba} c) = ({bc}a) = ({ca}b) = ({cb}a) = εkijakbicj ,

{a {bc}} − {c {ba}} = c (ba)− a (bc) ,

a2b2 + ({aa} {bb}) = (ab)2 + {ab}2 ,

{aa}i = 2akaj , {a {aa}}i = 2ai
(
a2
k + a2

j

)
, (a {aa}) = 6aiajak, (i �= j �= k) ,

{a {a {aa}}} = {aa} (aa)− 1
3
a (a {aa}) .

(3.8)
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При a0 = b0 = c0 = d0 и a0 = b0 = c0 = d0 = 0 из (3.7) вытекают, соответственно,
следующие квадрачисла

(A ◦B ◦C ◦D) =
[
a4

0 + a2
0

(
(ab) + (ac) + (ad) + (bc) + (cd) + (da)

)
+

+a0

(
({ab} c) + ({bc}d) + ({cd} a) + ({da}b)

)
+ ({ab} {cd}) + (ab) (cd) ,

a3
0

(
(a + b + c + d) + a2

0({ab}+ {ac}+ {ad}+ {bc} + {cd}+ {db})
)
+

+a0

(
(ab)d + {{ab}d}+ (bc)d + {{bc}d}+ (ca)d + {{ca}d}+ (ab) c + {{ab} c}

)
+

+ {{{ab} c}d}+ (ab) {cd}+ ({ab} c)d
]
,

(3.9)

(A ◦B ◦C ◦D) = [({ab} {cd}) + (ab) (cd)] , [{{{ab} c}d}+ (ab) {cd}+ ({ab} c)d] . (3.10)

Рассмотрим некоторые результаты, вытекающие из приведенных соотношений и
дополняющие формулы из работы [6]. Обозначим векторы b = a1, c = a2, d = a3 и
соответствующие квадрачисла B = A1 = (a0, a1), C = A2 = (a0, a2), D = A3 = (a0, a3).

Лемма 1. Имеются четыре вектора

a = (a1, a2, a3) ,

a1 = (−a1, a2,−a3) ,

a2 = (a1,−a2,−a3) ,

a3 = (−a1,−a2, a3) ,

(3.11)

компоненты которых отличаются знаком ±1, для которых композиция квадрачисел
(3.9) в виде однородной симметричной формы четвертого порядка равняется действи-
тельному числу.

Для доказательства приравняем векторную часть в (3.9) нулю и при произвольных
значениях a0 получим четыре векторных уравнения

a + a1 + a2 + a3 = 0,

{aa1}+ {aa2}+ {aa3}+ {a1a2}+ {a2a3}+ {a3a1} = 0,

(aa1)a3 + {{aa1} a3}+ (a1a2)a3 + {{a1a2}a3}+

+ (a2a) a3 + {{a2a} a3}+ (aa1)a2 + {{aa1} a2} = 0,

{{{aa1}a2}a3}+ (aa1) {a2a3}+ ({aa1} a2) a3 = 0,

(3.12)

однозначным решением которых являются векторы (3.11). В итоге из (3.9) вытекает
равенство с одним вектором a

A ◦A1 ◦A2 ◦A3 = a4
0 − 2a2

0a
2 + 4a0(a {aa}) /3 + (aa) (aa)− ({aa} {aa}) , (3.13)

где для векторов (3.11) имеют место также следующие соотношения

(aa1) (a2a3) + ({aa1} {a2a3}) = (aa) (aa)− ({aa} {aa}) ,
a2 = a2

1 = a2
2 = a2

3 = a2
1 + a2

2 + a2
3, |a| =

√
(aa) =

√
a2

1 + a2
2 + a2

3,
1
2

[(aa1) + (aa2) + (aa3) + (a1a2) + (a2a3) + (a3a1)] = −a2 = − (a2
1 + a2

2 + a2
3) ,

{aa}2 = {a1a1}2 = {a2a2}2 = {a3a3}2 = 4 (a2
1a

2
2 + a2

2a
2
3 + a2

3a
2
1) ,

(a {aa}) = (a1 {a1a1}) = (a2 {a2a2}) = (a3 {a3a3}) =6a1a2a3,

({a1a2}a3) = ({a2a3}a1) = ({a3a1} a2) =

= ({a2a1} a3) = ({a3a2}a1) = ({a1a3}a2) = 2a1a2a3

(3.14)
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с обозначением {aa}2 = ({aa} {aa}), а векторные произведения имеют компоненты

{a1a2} = (0, 0, 2a1a2) , {a2a3} = (0, 2a3a1, 0) , {a3a1} = (2a2a3, 0, 0) ,

{aa1} = (0,−2a3a1, 0) , {aa2} = (−2a2a3, 0, 0) , {aa3} = (0, 0,−2a1a2) .
(3.15)

Лемма 2. Уравнение в виде композиции квадрачисел X

X ◦X = 4X (3.16)

имеет решением четыре квадрачисла A,A1,A2,A3 при a0 = a1 = a2 = a3 = 1.
Для доказательства из (3.16), согласно (3.4), получим равенства

1 + (εm)2 = 4, 2εm = {εmεm} , (3.17)

из которых вытекает набор известных векторов ε1, ε2, ε3, ε4 с a0 = 1 и, соответственно,
имеем набор квадрачисел Am = (1, εm), которые отождествляются с (A,A1,A2,A3).
Из (3.17) вытекает соотношение (εm {εmεm}) = 6.

Лемма 3. Произвольные однородные симметричные формы разных порядков для
набора чисел Am есть действительные числа.

Например, рассмотрим однородные формы в скалярно-векторной форме с εm = 1

S1 = εmAm = A + A1 + A2 + A3 = 4a0,

S2 = 1
2!εmnAm ◦An = A ◦A1 + A ◦A2 + A ◦A3 + A1 ◦A2 + A1 ◦A3 + A2 ◦A3 = 6a2

0 − 2a2,

S3 = 1
3!εmnkAm ◦An ◦Ak = A1 ◦A2 ◦A3 + A ◦A2 ◦A3 + A ◦A1 ◦A3 + A ◦A1 ◦A2 =

= 4a0

(
a2

0 − a2
)

+ 4
3 (a {aa}) ,

S4 = 1
4!εmnklAm ◦An ◦Ak ◦Al = A ◦A1 ◦A2 ◦A3 =

= a4
0 − 2a2

0a
2 + 4

3a0(a {aa}) + a2a2 − ({aa} {aa})
(3.18)

вытекающие из Определения характеристического уравнения для квадрачисла [6, 7]

|A− λ|4 = (A− λ) ◦ (A1 − λ) ◦ (A2 − λ) ◦ (A3 − λ) =

= (−λ)4 + S1 (−λ)3 + S2 (−λ)2 + S3 (−λ) + S4 = 0.
(3.19)

Эти формы связаны с формами в виде суммы различных степеней набора чисел

p1 =
4∑
m

Am = A + A1 + A2 + A3 = 4a0,

p2 =
4∑
m

A2
m = A2 + A2

1 + A2
2 + A2

3 = 4
(
a2

0 + a2
)
,

p3 =
4∑
m

A3
m = A3 + A3

1 + A3
2 + A3

3 = 4
[
a3

0 + 3a0a2 + (a {aa})
]
,

p4 =
4∑
m

A4
m = A4 + A4

1 + A4
2 + A4

3 = 4
[
a4

0 + 4a2
0a

2 + 4a0(a {aa}) + a2a2 + ({aa} {aa})
]

(3.20)
аналогом известных формул Ньютона из теории симметричных многочленов для дей-
ствительных чисел

p1 − S1 = 0,

p2 − p1S1 + 2S2 = 0,

p3 − p2S1 + p1S2 − 3S3 = 0,

p4 − p3S1 + p2S2 − p1S3 + 4S4 = 0.

(3.21)
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Лемма 4. Однородная антисимметричная форма

W =
∏

1≤n<m≤4

(Am −An) =

= (A1 −A) ◦ (A2 −A) ◦ (A2 −A1) ◦ (A3 −A) ◦ (A3 −A1) ◦ (A3 −A2) =

= 43 (a2
1 − a2

2) (a2
2 − a2

3) (a2
3 − a2

1)

(3.22)

представляет собой действительное число и выражается только через компоненты век-
тора a.

Выражение W 2 = Disc (S1, S2, S3, S4) есть аналог дискриминанта многочлена для
квадрачисла X

X4 − S1X
3 + S2X

2 − S3X + S4 = (X−A) ◦ (X−A1) ◦ (X−A2) ◦ (X−A3) (3.23)

и равен нулю в том и только в том случае, если многочлен имеет кратный корень.
Согласно Определению характеристического уравнения для квадрачисла (3.19), мно-
гочлен (3.23) есть характеристический многочлен и тождественно равен нулю

X4 − S1X
3 + S2X

2 − S3X + S4 = 0 (3.24)

для набора известных квадрачисел, что следует из (3.23).
Наконец, из определения обратного квадрачисла A◦A−1 = E с E = (1, 0) и закона

композиции A ◦ Ā с нулевой векторной частью, где Ā = (ā0, ā) имеем равенства

A ◦ Ā = a0ā0 + (aā) , ā0a + a0ā + {aā} = 0. (3.25)

С учетом соотношений (3.8) решением второго равенства являются следующие зна-
чения для ā0 и вектора ā

ā0 = a0 (a2
0 − a2) + 1

3
(a {aa}) ,

ā = −a (a2
0 − a2) + a0 {aa} − {a {aa}} .

(3.26)

Таким образом, находим сопряженное квадрачисло

Ā = (ā0, ā) =

(
a0

(
a2

0 − a2
)

+
1

3
(a {aa}) ,−a

(
a2

0 − a2
)

+ a0 {aa} − {a {aa}}
)
, (3.27)

модуль квадрачисла

|A| =
4
√

A ◦ Ā = 4
√
a0ā0 + aā =

=
{
a0

[
a0 (a2

0 − a2) + 1
3
(a {aa})

]
+ a [−a (a2

0 − a2) + a0 {aa} − {a {aa}}]
}1/4

=

=
[
a4

0 − 2a2
0a

2 + 4
3
a0(a {aa}) + (aa) (aa)− ({aa} {aa})

]1/ 4

(3.28)

и обратное квадрачисло

A−1 = (a0,a)−1 =
Ā

|A|4
=

1
|A|4

[
a0

(
a2

0 − a2
)

+
1
3

(a {aa}) ,−a
(
a2

0 − a2
)

+ a0{aa} − {a {aa}}
]
.

(3.29)
В отличие от алгебры кватернионов в данной алгебре имеют место неравенства

ā0 �= a0 и ā �= −a и при определении модуля извлекается корень четвертой степени, что-
бы было соответствие для размерных величин a0 = c (t2 − t1) и a = (x2 − x1) в случае
релятивистской теории. В итоге, согласно (3.13), сопряженное квадрачисло имеет из-
вестное значение Ā = (A1 ◦A2 ◦A3), а модуль равняется |A| = (A ◦A1 ◦A2 ◦A3)

1/ 4.
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В матричном представлении имеет место равенство (A)
(
Ā
)

= (E) det (A) с еди-
ничной матрицей (E), из которого вытекают значения сопряженных компонент квад-
рачисла в форме [6]

ā0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2

a1 a0 a3

a2 a3 a0

∣∣∣∣∣∣∣∣ , ā1 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a2

a2 a0 a1

a3 a1 a0

∣∣∣∣∣∣∣∣ , ā2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a0 a2

a2 a3 a1

a3 a2 a0

∣∣∣∣∣∣∣∣ , ā3 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a0 a3

a2 a3 a0

a3 a2 a1

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (3.30)

Отметим, что многие теоремы, леммы и определения теории симметричных много-
членов для действительных чисел имеют соответствующие аналоги в теории квадра-
чисел, что представляет собой отдельный предмет для дальнейшего рассмотрения.

4. Геометрия собственного трехмерного пространства

Рассмотрим собственное трехмерное векторное пространство, в котором любой век-
тор a имеет разложение

a = a1e1 + a2e2 + a3e3. (4.1)

Для векторов базиса данного трехмерного пространства e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0),
e3 = (0, 0, 1) справедливы равенства

(e1e1) = e2
1 = 1, (e2e2) = e2

2 = 1, (e3e3) = e2
3 = 1,

(e1e2) = (e2e1) = 0, (e2e3) = (e3e2) = 0, (e3e1) = (e1e3) = 0
(4.2)

со скалярными произведениями (eαeβ) = δαβ и, соответственно, формула скалярного
произведения векторов (ab) = a1b1 + a2b2 + a3b3 = δαβaαbβ .

Новое векторное произведение имеет обозначение для вектора c = {ab}. Векторы
базиса удовлетворяют также векторным соотношениям

{e1e1} = 0, {e2e2} = 0, {e3e3} = 0,

{e1e2} = {e2e1} = e3, {e2e3} = {e3e2} = e1, {e3e1} = {e1e3} = e2.
(4.3)

В итоге получим формулу

c = {ab} = per (C) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

=

∣∣∣∣∣ a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣
+

e1 +

∣∣∣∣∣ a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣∣
+

e2 +

∣∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣
+

e3 =

= (a2b3 + a3b2) e1 + (a3b1 + a1b3) e2 + (a1b2 + a2b1) e3 = εαβγaαbβeγ

(4.4)

с выражением произведения векторов через их компоненты и соответствующее опре-
деление cα = εαβγaβbγ . Здесь приводится символическая запись с использованием из-
вестного понятия перманента третьего порядка per(C) для матрицы (C) [8]. Компо-
нентами вектора c являются перманенты второго порядка при разложении per(C) по
первой строке. Перманент определяется как аналог детерминанта, у которого все зна-
ки в выражениях миноров положительные и поэтому он известен также под назва-
нием "плюс-определитель". В рассматриваемом базисе скалярное произведение (ab) и
векторное произведение {ab} коммутативны, дистрибутивны относительно сложения
векторов, сочетательны относительно умножения на число и равны нулю, если только
a = 0 или b = 0.
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Три независимых вектора выделенных направлений в собственном трехмерном про-
странстве связаны с векторами базиса разложениями

ε1 = −e1 + e2 − e3,

ε2 = e1 − e2 − e3,

ε3 = −e1 − e2 + e3.

(4.5)

К соотношениям (2.4) и (4.3) добавим следующие равенства{
εkεn

}
= 2er,

{
εkεk

}
= 2εk, (k �= n �= r)

{eken} = er, {ekek} = 0,

ε1 + ε2 = −2e3, ε2 + ε3 = −2e2, ε3 + ε1 = −2e1,

a = {εa}+ (ε2a) e1 + (ε1a) e2 + (ε3a) e3.

(4.6)

Согласно (2.6) и (2.8) и первого соотношения в (3.14) запишем расстояние от центра
координат до конца вектора a и при a0 = ct соответствующее физическое время со
значением перманента третьего порядка для нового смешанного произведения

ρ (a) = [({aa} {aa})− (aa) (aa)]1/ 4 = [− (aa1) (a2a3)− ({aa1} {a2a3})]1/ 4 =

=
[
− (−a2

1 − a2
2 + a2

3)
2
+ 4a2

1a
2
2

]1/ 4

=

= [(−a1 − a2 − a3) (−a1 + a2 − a3) (a1 − a2 − a3) (−a1 − a2 + a3)]
1/ 4 =

= [−a4
1 − a4

2 − a4
3 + 2 (a2

1a
2
2 + a2

2a
2
3 + a2

3a
2
1)]

1/ 4
,

T (t, a) =
[
t4 − 2t2a2/c2 + 4

3
t (a {aa}) /c3

]1/ 4
=

= [t4 − 2t2(a2
1 + a2

2 + a2
3) /c2 + 8ta1a2a3/c

3]
1/ 4

,

(a {aa}) = per (A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

a1 a2 a3

a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

= 3!a1a2a3 = εαβγaαaβaγ .

(4.7)

Взаимосвязь модуля или длины вектора |a| и расстояния ρ (a) дается равенством

|a|2 =

√
{aa}2 − ρ4 (a). (4.8)

Напомним, что расстояние ρ (a), как полунорма, определяется между одновремен-
ными событиями по физическому времени T (t, a) в центре координат и концом вектора
a в анизотропном пространстве-времени Бервальда-Моора.

При a = εmct с учетом (4.6) получим равные величины ρ4 (εmct) = c4T 4 (t, εmct) =
3c4t4.

Если a0 = 0, то из (3.27)–(3.29) получим сопряженный, обратный векторы и рас-
стояние

ā = −{a {aa}}+ a (aa) ,

a−1 = − ā

[ρ (a)]4
=

{a {aa}} − a (aa)

{aa} {aa} − (aa) (aa)
,

ρ (a) = [− (aā)]1/4

(4.9)

для собственного трехмерного пространства.
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Заметим, что в собственном евклидовом пространстве в системе кватернионов с
(3.1) сопряженный вектор, в отличие от (4.9), равен противоположному (ā = −a), об-
ратный вектор имеет значение a−1 = −ā

/
|a|2 = a

/
|a|2 и расстояние есть длина векто-

ра ρ (a) = [− (aā)]1/2 = [(aa)]1/ 2.
Дифференциальная геометрия локального пространства-времени Бервальда-

Моора с (1.2) основывается на дифференциальной форме

(ds)4 = gijkldx
idxjdxkdxl = g0000 (dx0)

4 + g00αβ (dx0)
2 dxαdxβ+

+g0αβγdx0dx
αdxβdxγ + gαβγrdx

αdxβdxγdxr = c4 (dT )4 − (dρ)4
(4.10)

при следующем разбиении

c4 (dT )4 = g0000 (dx0)
4 + g00αβ (dx0)

2 dxαdxβ + g0αβγdx0dx
αdxβdxγ ,

(dρ)4 = γαβγrdx
αdxβdxγdxr

(4.11)

с g0000 = 1, g00αβ = −δαβ , g0αβγ = 4εαβγ/3, γαβγr = −gαβγr = 1
2!

[
εmα(β ε

m
γ)r − δα(β δγ)r

]
.

Тогда компоненты сопряженного вектора dx̄α и расстояние с пространственными
индексами имеют вид

dx̄α = −γαβγrdxβdxγdxr, dρ = (−dx̄αdxα)1/4 . (4.12)

Здесь тензор γαβγr определяет геометрию собственного трехмерного пространства.
Опускание и поднимание индексов осуществляется символами Кронекера δαβ и δβα. Дли-
на касательного вектора равняется

dl =
(
δαβdx

αdxβ
)1/ 2

. (4.13)

Выражение (4.7), как скалярная часть модуля квадрачисла в степени четыре с
a0 = 0 представляется с учетом первого соотношения в (3.18) также в следующей
симметричной форме для набора квадрачисел

ρ4 (a) = (A1 + A2 + A3) ◦ (A1 ◦A2 ◦A3) =

= A2
1 ◦A2 ◦A3 + A1 ◦A2

2 ◦A3 + A1 ◦A2 ◦A2
3.

(4.14)

В общем случае, согласно (3.10), имеет место функция "расстояния", вычисляемая
для четырех квадрачисел

ρ(a,b, c,d) = [− ({ab} {cd})− (ab) (cd)]1/4. (4.15)

При ρ (a, a1, a2, a3) с a + a1 + a2 + a3 = 0 из (4.10) вытекает формула (4.7).

5. Физическая скорость

Используя приведенные результаты, запишем трехмерное расстояние и элемент фи-
зического времени в векторных формах

ρ (x1,x2) = ρ (x2 − x1) =
[
{(x2 − x1) (x2 − x1)}2 − ((x2 − x1) (x2 − x1))

2]1/ 4
,

T12 (t2 − t1,x2 − x1) =
[
(t2 − t1)

4 − 2(t2 − t1)
2 (x2 − x1)

2 /c2 +

+4 (t2 − t1) ((x2 − x1) {(x2 − x1) (x2 − x1)}) /3c3]
1/4

.

(5.1)
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Введем вектор физической скорости в собственном трехмерном пространстве

uF =
(x2 − x1)

T12 (t2 − t1,x2 − x1)
= M (u)u (5.2)

по физическому времени, зависящей нелинейно от координатной скорости u =
(x2 − x1) / (t2 − t1) с коэффициентом

M (u) =
t2 − t1

T12 (t2 − t1,x2 − x1)
=

1

[1− 2u2/c2 + 4(u {uu}) /3c3]
1/ 4

(5.3)

и его модуль (или длину)

|uF | = M (u) |u| =
|u|

[1− 2u2/c2 + 4(u {uu}) /3c3]
1/ 4

. (5.4)

Тогда из (5.1) вытекают выражения для расстояния

ρ (x2 − x1) = (t2 − t1) [({uu} {uu})− (uu) (uu)]1/4 =

= T12 (t2 − t1,x2 − x1) [({uFuF} {uFuF})− (uFuF ) (uFuF )]1/4
(5.5)

и полунорма физической скорости

u =
ρ (x2 − x1)

T12 (t2 − t1,x2 − x1)
= [({uFuF} {uFuF})− (uFuF ) (uFuF )]1/4 =

=

[
({uu} {uu})− (uu) (uu)

1− 2u2/c2 + 4(u {uu}) /3c3

]1/4

.

(5.6)

При u = εmc получим из (5.6) формулу для постоянной скорости сигнала

c =
ρ (εmc (t2 − t1))

T12 (t2 − t1, εmc (t2 − t1))
(5.7)

по любому выделенному направлению в собственном трехмерном пространстве, что и
следовало ожидать.

Для модуля и полунормы физической скорости справедливо равенство

|uF |2 =
√

({uFuF} {uFuF})− u4. (5.8)

Далее, согласно (2.5), получим следующие соотношения

s12 = (t2 − t1)N (u) , s12 = T12 (t2 − t1,x2 − x1)
4
√

1− u4/c4,

N (u) =

{
4∏
m

[1 + (εmu) /c]

}1/ 4

=

= [1− 2u2/c2 + 4(u {uu}) /3c3 + (uu) (uu) /c4 − ({uu} {uu}) /c4]
1/4

,
4
√

1− u4/c4 = M (u)N (u) .

(5.9)

Выразим координатную скорость посредством равенства u = K−1 (uF )uF с коэф-
фициентом K (uF ), удовлетворяющим, согласно (5.3), уравнению

1 = K4 (uF )− 2K2 (uF )
/
A2 + 4K (uF ) (uF {uFuF})

/
3c3. (5.10)
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Тогда получим тождество

uF
4
√

1− u4/c4
=

u

N (u)
, (5.11)

которое позволяет получить, согласно закону композиции координатных скоростей в
векторной форме [6]

u′ = v′ ◦ u =

v′ + u + 1
4

4∑
m

εm (εmv′) (εmu) /c

1 + (v′u) /c2
=

v′ + u + {v′u} /c

1 + (v′u) /c2
(5.12)

и равенства

N (u′) =
N (v′)N (u)

1 + (v′u)
, (5.13)

преобразования физической скорости и ее полунормы

uF

4

√
1− (u′)4 /c4 =

v′
F

4

√
1− (v′)4 /c4 +

uF
4
√

1− u4/c4
,

K (u′
F )

4

√
1− (u′)4 /c4 =

K (v′
F )K (uF ) + (v′

Fu)

4

√
1− (v′)4 /c4 4

√
1− u4/c4

(5.14)

при переходе к инерциальной системе отсчета (K ′). Система отсчета (K ′) движется
относительно исходной системы отсчета (K) с физической скоростью v′

F не равной
противоположной (−vF ).

Наконец отметим, что область причинно-несвязанных событий с s4
12 < 0 и

ρ (x1,x2) > 0 в пространстве-времени Бервальда-Моора, которая дает одновременные
события по физическому времени, определяется неравенством

{(x2 − x1) (x2 − x1)}2 > ((x2 − x1) (x2 − x1))
2 . (5.15)

Область причинно-связанных событий с s4
12 > 0 соответствует неравенству

T 4
12 (t2 − t1,x2 − x1) > ρ4(x2 − x1) /c4. Характеристики сигнала для s4

12 = 0 находятся
из равенства T 4

12 (t2 − t1,x2 − x1) = ρ4(x2 − x1) /c4, которое удовлетворяется, соглас-
но (5.7), для четырех векторов выделенных направлений в собственном трехмерном
пространстве.

Уравнения гиперповерхностей в области s4
12 < 0 при определении собственного

трехмерного пространства запишутся так

t = 0, t3 − 2tx2
/
c2 + 4(x {xx})

/
3c3 = 0. (5.16)

5. Обсуждение

Вопрос о необходимости определения расстояния в собственном трехмерном
пространстве является спорным, поскольку четырехмерная финслерова геометрия
Бервальда-Моора описывается методами проективной геометрии, в которой отсутству-
ет понятие расстояния, а есть лишь некоторые аналоги. Однако при физической ин-
терпретации метрической функции Бервальда-Моора (1.2), получаемой при сигналь-
ном методе взаимосвязи разноместных событий [3], появляется некоторая возможность
распространения традиционного определения собственного трехмерного пространства,
как множества одновременных событий. Для чего в работе представлено разбиение
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интервала, из которого вытекает элемент физического времени и функция, равная
расстоянию в собственном трехмерном пространстве. В разбиении физическое время
является нелинейной функцией от координатного времени и пространственных коорди-
нат, а расстояние есть полунорма. Вводится вектор физической скорости, ее полунорма,
нелинейно зависящие от вектора координатной скорости и приводятся преобразования
физических скоростей при переходе между инерциальными системами отсчетов. Гео-
метрия собственного трехмерного пространства отличается от геометрии Евклида и
в настоящей работе указаны лишь некоторые элементы соответствующей векторной
алгебры, в которой новые векторные операции связаны с перманентами третьего по-
рядка.

Сделаем ряд замечаний по определению собственного трехмерного пространства в
финслеровых геометриях.

Метрическая функция рассматриваемого пространства-времени Бервальда-Моора,
записанная в форме

F =

[(
a2

0 − a2
)2

+
4

3
a0 (a {aa})− ({aa} {aa})

]1/4

, (6.1)

включает в себя интервал пространства-времени Минковского и дополнительные ве-
личины с новыми векторными произведениями. Эти величины в выражении собствен-
ного времени T0 = F/c являются величинами, порядок которых выше, чем v2/c2, что,
соответственно можно было бы рассматривать метрическую функцию пространства-
времени Минковского в специальной теории относительности как некоторое прибли-
жение в геометрии Бервальда-Моора. Однако такое приближение не имеет место, по-
скольку известные преобразования пространственных координат и времени в вектор-
ной форме для полностью анизотропного пространства-времени Бервальда-Моора не
переходят в преобразования Лоренца в векторной форме, что и следовало ожидать.
Все сказанное относится также и к результатам теории для частично анизотропно-
го пространства-времени [10]. Таким образом, существуют различные альтернативные
релятивистские теории, имеющие только нерелятивистский предел к галилеевой гео-
метрии. Вопрос о реализации указанных геометрий, по-видимому, остается пока от-
крытым.

Используя результаты работы [6], представим метрическую функцию в эквивалент-
ных формах

F = |A| = [det (A)]1/ 4 = [det (D)]1/4 =
[

1
4!
per (L4)

]1/4
= (λ1λ2λ3λ4)

1/ 4 =

= (H1iH2jH3rH4taiajarat)
1/4 = 1

4!
εmnklλmλnλkλl =

(
1
4!
εmnklHmiHnjHkrHltaiajarat

)1/ 4
=

=
[
a4

0 − 2a2
0a

2 + 4
3
a0(a {aa}) + (aa) (aa)− ({aa} {aa})

]1/ 4
,

(6.2)
где ar отождествляется с (a0, a1, a2, a3), введены матрицы и перманент

(L4) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 λ2 λ3 λ4

λ1 λ2 λ3 λ4

λ1 λ2 λ3 λ4

λ1 λ2 λ3 λ4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠, (D) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 0 0 0

0 λ2 0 0

0 0 λ3 0

0 0 0 λ4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠, per (L4) = 4!S4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1 λ2 λ3 λ4

λ1 λ2 λ3 λ4

λ1 λ2 λ3 λ4

λ1 λ2 λ3 λ4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

. (6.3)

Поскольку матрица (A) имеет четыре различных характеристических числа,
то она подобна диагональной матрице (D) = diag (λ1, λ2, λ3, λ4) и имеет вид
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(A) = (U) (D) (U)−1 с невырожденной матрицей (U) и ее обратной (U)−1. Матрица
(L4) и характеристические числа квадрачисла (либо матрицы (3.5))

λ1 = a0 + a1 + a2 + a3,

λ2 = a0 − a1 + a2 − a3,

λ3 = a0 + a1 − a2 − a3,

λ4 = a0 − a1 − a2 + a3,

(6.4)

записанные в виде λm = Hmiai, с матрицей Адамара

H4 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 1 1

1 −1 1 −1

1 1 −1 −1

1 −1 −1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

(
H2 H2

H2 −H2

)
, H2 =

(
H1 H1

H1 −H1

)
, H1 = 1 (6.5)

являются основой перманента четвертого порядка per(L4). Отметим, что в работе [9]
рассматривались перманенты четвертого порядка для скалярного полипроизведения
векторов в изотропном базисе.

Для финслерова пространства-времени с метрической функцией

F = (A1 ◦A2 ◦A3 + A ◦A2 ◦A3 + A ◦A1 ◦A3 + A ◦A1 ◦A2)
1/3 =

[
1
3!
per (L3)

]1/3

=
[

1
3!
εmnkλmλnλk

]1/ 3
=
[

1
3!
εmnkHmiHnjHkpaiajap

]1/3
=
[
4a0 (a2

0 − a2) + 4
3
(a {aa})

]1/3
,

(6.6)
выраженной через сумму всех перманентов третьего порядка в матрице (L)

per (L3) = 3!S3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1

λ1

λ1

λ2

λ2

λ2

λ3

λ3

λ3

λ4

λ4

λ4

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1 λ2 λ3

λ1 λ2 λ3

λ1 λ2 λ3

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1 λ3 λ4

λ1 λ3 λ4

λ1 λ3 λ4

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1 λ2 λ4

λ1 λ2 λ4

λ1 λ2 λ4

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ2 λ3 λ4

λ2 λ3 λ4

λ2 λ3 λ4

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

,

(6.7)

расстояние в собственном трехмерном пространстве для множества одновременных со-
бытий при интервале физического времени

T12 (t2 − t1,x2 − x1) =
{
4 (t2 − t1)

[
(t2 − t1)

2 − (x2 − x1)
2]}1/ 3

= 0, (6.8)

равным нулю, определяется функцией

ρ (x1,x2) = [8 (x2 − x1) (y2 − y1) (z2 − z1)]1/ 3 = [4 ((x2 − x1) {(x2 − x1) (x2 − x1)}) /3]1/3 ,
(6.9)

в следующем разбиении интервала

s12 =
[
c3T 3

12 (t2 − t1,x2 − x1) + ρ3 (x2 − x1)
]1/3

. (6.10)

Аксиома симметрии в этом случае не выполняется, а имеет место равенство
ρ (x1,x2) = −ρ (x2,x1). Это затрудняет применение метрической функции (6.6) в ре-
лятивистских теориях. Величина ρ3 (x1,x2) определяется, согласно (4.8), перманентом
третьего порядка с равными строками в матрице из компонента вектора (x2 − x1).
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Наиболее подходящим для релятивистской теории является финслерово
пространство-время с метрической функцией

F = (A ◦A1 + A ◦A2 + A ◦A3 + A1 ◦A2 + A1 ◦A3 + A2 ◦A3)
1/2 =

=
[

1
2!
per (L2)

]1/ 2
=
[

1
2!
εmnλmλn

]1/2
=
[

1
2!
εmnHmiHnjaiaj

]1/ 2
= (6a2

0 − 2a2)
1/ 2

,
(6.11)

выраженной через сумму всех перманентов второго порядка в матрице (L)

per (L2) = 2!S2 =

∣∣∣∣∣ λ1

λ1

λ2

λ2

λ3

λ3

λ4

λ4

∣∣∣∣∣
+

=

=

∣∣∣∣∣ λ1 λ2

λ1 λ2

∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣ λ1 λ3

λ1 λ3

∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣ λ1 λ4

λ1 λ4

∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣ λ2 λ3

λ2 λ3

∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣ λ2 λ4

λ2 λ4

∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣ λ3 λ4

λ3 λ4

∣∣∣∣∣
+

(6.12)

и которая, по сути, есть пространство время Минковского с T12 =
√

6 (t2 − t1) и
ρ (x1,x2) =

∣∣√2 (x2 − x1)
∣∣ в интервале (2.1).

Заметим, что метрическая функция финслерова пространства-времени

F = A + A1 + A2 + A3 = per (L1) = εmλm = 4a0 (6.13)

определяется в виде суммы перманентов первого порядка

per (L1) = S1 =
∣∣∣ λ1 λ2 λ3 λ4

∣∣∣
+

= λ1 + λ2 + λ3 + λ4. (6.14)

Интересным вариантом является финслерово пространство-время с метрической
функцией

F =

[
1

4

(
A4 + A4

1 + A4
2 + A4

3

)]1/ 4

=
[
a4

0 + 4a2
0a

2 + 4a0 (a {aa}) + a2a2 + ({aa} {aa})
]1/ 4

(6.15)
и разбиением интервала в форме

s12 =
[
c4T 4

12 (t2 − t1,x2 − x1) + ρ4 (x2 − x1)
]1/ 4

. (6.16)

Здесь имеют место выражения

T12 (t2 − t1,x2 − x1) =
[
(t2 − t1)

4 + 4(t2 − t1)
2 (x2 − x1)

2 /c2 +

+4 (t2 − t1) ((x2 − x1) {(x2 − x1) (x2 − x1)}) /c3]
1/ 4

,

ρ (x1,x2) = ρ (x2 − x1) =
[
{(x2 − x1) (x2 − x1)}2 + ((x2 − x1) (x2 − x1))

2]1/ 4
.

(6.17)

Финслерово пространство-время с метрической функцией

F =

[
1

4

(
A2 + A2

1 + A2
2 + A2

3

)]1/2

=
(
a2

0 + a2
)1/2

(6.18)

есть четырехмерное евклидово пространство-время с T12 (t2 − t1) = (t2 − t1) и
ρ (x1,x2) = |x2 − x1| для интервала

s12 =
[
c2T 2

12 (t2 − t1) + ρ2 (x2 − x1)
]1/2

. (6.19)

По-видимому, требуются еще дальнейшие усилия в прояснении задач по разбиению
интервалов финслеровых пространств-времен на элемент физического времени и рас-
стояние в собственном трехмерном пространстве, а также в широком использовании
теории перманентов в релятивистских теориях.
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