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4-ПОЛИФОРМЫ ИМПУЛЬСОВ ПАВЛОВА K(p) = 4
√
p1p2p3p4

И ИХ ПРИМЕНЕНИЯ В ГАМИЛЬТОНОВОЙ ГЕОМЕТРИИ

Георге Атанасиу1, Владимир Балан2 и Мирсеа Неагу3

Цель данной работы состоит в том, чтобы ассоциировать обобщенное гамильтоново
пространство с 4-псевдоскалярным произведением, определенным в пространстве Картана-
Минковского. Компоненты 4-псевдоскалярного произведения Gijkl(x, p) даются в терми-
нах картановского метрического фундаментального d-тензора g∗ij(x, p). В частном случае
функции Павлова K(p) = 4

√
p1p2p3p4 выводятся компоненты v-ковариантных производных

в этом обобщенном гамильтоновом пространстве.

Mathematics Subject Classification: 53B40, 53C60, 53C07.

1 4-псевдоскалярное произведение в пространстве Картана-
Минковского

Пусть Mn является n-мерным дифференцируемым многообразием класса глад-
кости C∞, а (T ∗M,π∗,M) – его кокасательное расслоение и (xi, pi) – локальные ко-
ординаты в T ∗M.

Пусть K : T ∗M → R+, где K(x, p) = K(p) > 0 – локально метрическая функция
Картана-Минковского. Отметим, что функция K(p) является 1-положительно одно-
родной по аргументу p. Более того, функция Картана-Минковского K(p) порождает
фундаментальное метрическое d-тензорное поле

g∗ij(x, p) =
1

2

∂2K2

∂pi∂pj
.

Теперь введем ”4-псевдоскалярное произведение”, задаваемое уравнением:

(ω1, ω2, ω3, ω4) = Gijkl(x, p)ω1
i ω

2
jω

3
kω

4
l ,

где ω1, ω2, ω3, ω4 ∈ Γ(T ∗M) и

Gijkl(x, p) =
1

4!

∂4K4

∂pi∂pj∂pk∂pl
.

Замечание. В частном случае 4-мерного многообразия M4 и метрической функ-
ции Павлова

K(p) = 4
√
p1p2p3p4,

где p1p2p3p4 > 0, данное 4-псевдоскалярное произведение было изучено Павловым [8].
В этом случае мы имеем

Gijkl(x, p) =
1

4!
,
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так что

(ω1, ω2, ω3, ω4) =
1

4!

∑

τ∈σ4

ω1
τ(1)ω

2
τ(2)ω

3
τ(3)ω

4
τ(4).

Приняв во внимание 1-однородность функции Картана-Минковского K(p), мы
получим, что выполняются следующие утверждения:

• Gijkl(x, p) полностью симметричен относительно индексов i, j, k, l;

• Gijk0(x, p) = Gijkl(x, p)pl =
1

4!

∂3K4

∂pi∂pj∂pk
является 1-однородным по p;

• Gij00(x, p) = Gijkl(x, p)pkpl =
1

12

∂2K4

∂pi∂pj
является 2-однородным по p;

• Gi000(x, p) = Gijkl(x, p)pjpkpl =
1

4

∂K4

∂pi
является 3-однородным по p;

• G0000(x, p) = Gijkl(x, p)pipjpkpl = K4 является 4-однородным по p.

Определим ”псевдоскалярное произведение”

< ω1, ω2 >ω=
1

K2
(ω1, ω2, ω, ω),

где ω = pidx
i – каноническая 1-форма Лиувилля в пространстве Картана-

Минковского (Mn, K(p)) и ω1, ω2 ∈ Γ(T ∗M).

Замечание. Для метрики Павлова K(p) = 4
√
p1p2p3p4, очевидно, что форма

<,>ω билинейна по двум аргументам и она удовлетворяет аксиомам псевдоскаляр-
ного произведения [9].

Заметим, что локально мы имеем

< ω1, ω2 >ω=
1

K2
Gijkl(x, p)ω1

i ω
2
jpkpl =

Gij00(x, p)

K2
ω1
i ω

2
j

и, следовательно,

gij(x, p) =
Gij00(x, p)

K2
=

1

12K2

∂2K4

∂pi∂pj
.

Предполагая, что метрический d-тензор gij(x, p) невырожден, мы можем дать следу-
ющий важный результат:

Предложение. Пара GHn = (Mn, gij(x, p)) – обобщенное гамильтоново про-
странство. Абсолютная энергия этого пространства в точности равна E = K2.

Доказательство. Абсолютная энергия обобщенного гамильтонова пространства
GHn равна:

E = gij(x, p)pipj =
Gij00(x, p)

K2
pipj =

G0000(x, p)

K2
=
K4

K2
= K2. 2

Как следствие, метрическое d-тензорное поле, порождаемое абсолютной энергией
E = K2 определяется уравнением

1

2

∂2E
∂pi∂pj

=
1

2

∂2K2

∂pi∂pj
= g∗ij(x, p),
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что в точности является картановским фундаментальным метрическим d-тензорным
полем пространства Картана-Минковского (Mn, K(p)).

Замечание.
i) Из 1-однородности функции Картана-Минковского K и определения gij(x, p)

следует, что
1

2

∂E
∂pi

= gij(x, p)pj = g∗ij(x, p)pj .

ii) Отметим, что мы также имеем E = K2 = gijpipj = g∗ijpipj.

2 Локальные компоненты 4-псевдоскалярного произведения

Вслед за этим, мы установим соотношение между обобщенной гамильтоновой
метрикой gij(x, p) и метрикой Картана-Минковского g∗ij(x, p).

Теорема 1. Выполняется соотношение:

3gij = g∗ij + 2
g∗i0g∗j0

g∗00
,

где g∗i0 = g∗ijpj и g∗00 = g∗ijpipj .

Доказательство. Для регулярной обобщенной гамильтоновой метрики мы име-
ем равенство [5], [6]

g∗ij = gij +
∂gik

∂pj
pk. (2.1)

Принимая во внимание, что E = K2, мы можем записать gij(x, p) в более удобной
форме

gij(x, p) =
1

12E
∂2E2

∂pi∂pj
.

Теперь, заменяя gij(x, p) на (2.1) и используя тот факт, что E является 2-однородной,
прямой расчет приводит к

g∗ij = 3gij − 1

2E
∂E
∂pi

∂E
∂pj

. (2.2)

Поскольку мы имеем
1

2

∂E
∂pi

= gij(x, p)pj,

то мы получим

g∗ij = 3gij − 2
gi0gj0

g00
,

где gi0 = gijpj и g00 = gijpipj = E .
Обратное соотношение немедленно следует из (2.2), если мы отметим, что

2g∗i0 =
∂2E
∂pi∂pj

pj =
∂E
∂pi

и
E = g∗00 = g∗ijpipj ,

и наше утверждение доказано.
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Теперь выразим коэффициенты Gijkl(x, p) в терминах картановского фундамен-
тального метрического d-тензорного поля g∗ij(x, p). Посредством прямого вычисле-
ния мы получим уравнение

4!Gijkl = 2SE ijkE l + 2(E ijEkl + E ikE jl + E ilE jk) + 2EE ijkl,

где знак S означает циклическую сумму и верхние индексы у E означают дифферен-
цирование по соответствующим компонентам p = (pi). Если в выше данном равенстве
мы сделаем замену

E = g∗00, E i = 2g∗i0, E ij = 2g∗ij, E ijk = 2g∗ij,k, E ijkl = 2g∗ij,kl,

тогда требуемое соотношение таково:

4!Gijkl = 2Sg∗ij,kg∗l0 + 2(g∗ijg∗kl + g∗ikg∗jl + g∗ilg∗jk) + 2g∗00g∗ij,kl.

Обозначим g∗ω1ω2 = g∗ijω1
i ω

2
j , где ω1, ω2 ∈ Γ(T ∗M). Посредством простого вычисления

мы получим теорему:

Теорема 2. Компоненты 4-псевдоскаляра выражаются посредством:

(θ, θ, η, η) = 2
∑

g∗θθ,ηg
∗
η0 + 2(g∗θθg

∗
ηη + 2g∗θηg

∗
θη) + 2g∗00g∗θθ,ηη

и

(θ, θ, θ, η) + (θ, η, η, η) = 2
∑

g∗θθ,θg
∗
η0 + 6g∗θθg

∗
θη + 2g∗00g∗θθ,θη +

+2
∑

g∗θη,ηg
∗
η0 + 6g∗θηg

∗
ηη + 2g∗00g∗θη,ηη,

где θ, η ∈ Γ(T ∗M).

3 v-ковариантное дифференцирование в Павловском случае K(p) =
4
√
p1p2p3p4

Рассмотрим M4 как 4-мерное многообразие. Пусть

K(p) = 4
√
p1p2p3p4,

где p1p2p3p4 > 0, – метрика Бервальда-Мора, изученная Павловым в работе [8]. Тогда
абсолютная гамильтонова энергия равна:

E = K2 =
√
p1p2p3p4.

В этом случае, используя обозначение (a, b, c, d) = (p1, p2, p3, p4), матрица
(gij(x, p)) и обратная к ней (gij(x, p)) выражаются так:

gij(x, p)] =
1

12K2




0 cd bd bc

cd 0 ad ac

bd ad 0 ab

bc ac ab 0



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и

gij(x, p) = K2




− 2a

3dcb

1

3cd

1

3db

1

3cb
1

3cd
− 2b

3dca

1

3da

1

3ca
1

3db

1

3da
− 2c

3dba

1

3ba
1

3cb

1

3ca

1

3ba
− 2d

3cba




,

где det g = −3(abcd)2 6= 0 для abcd > 0.

Другими словами, мы имеем

gii(x, p) = 0, ∀i = 1, 4,

gi1i2(x, p) =
pi3pi4
12E , i1 6= i2,

где E = K2 =
√
p1p2p3p4. Обратная матрица имеет компоненты

gii(x, p) = −8p2
i

E , ∀i = 1, 4,

gi1i2(x, p) =
4E
gi1i2

=
48E2

pi3pi4
Hpi1pi2 , i1 6= i2,

где E = K2 =
√
p1p2p3p4. Более того, мы имеем

g∗ii(x, p) = − E
8p2

i

, g∗i1i2(x, p) =
pi3pi4
8E ,

где g∗ij(x, p) =
1

2

∂2K2

∂pi∂pj
и E = K2. Отметим, что мы имеем

gi1i2(x, p) =
2

3
g∗i1i2(x, p), i1 6= i2.

Пусть

Chjk = ghiCjk
i = −1

2

(
∂ghk

∂pj
+
∂gjh

∂pk
− ∂gjk

∂ph

)

– компоненты, которые определяют коэффициенты Cjk
i вертикального ковариант-

ного дифференцирования [6], порождаемого обобщенной гамильтоновой метрикой
gij(x, p).

Замечание. Отметим, что тензорное поле

Cjk
i = −1

2
gis

(
∂gsk

∂pj
+
∂gjs

∂pk
− ∂gjk

∂ps

)

дает v-коэффициенты v-ковариантного дифференцирования с метрическим свой-
ством [6]:

gij|k =
∂gij

∂pk
+ Cik

s g
sj + Cjk

s g
is = 0.
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В дальнейшем мы будем придерживаться того же соглашения: мы будем обозна-
чать посредством i1, i2, i3, i4 различные значения от 1 до 4 (ij 6= ik for j 6= k). Тогда
для различных индексов i1, i2, i3, мы имеем

Ci1i2i3 = −1

3

(
∂g∗i1i3

∂pi2
+
∂g∗i2i1

∂pi3
− ∂g∗i2i3

∂pi1

)
=

= −1

3

(
1

2
E i1i3i2 +

1

2
E i2i1i3 − 1

2
E i2i3i1

)
= −1

6
E i1i2i3.

Тем же способом мы получим, что

Ci1i1i2 = Ci1i2i1 = 0,

Ci2i1i1 = −1

3
E i1i1i2 ,

Ci1i1i1 = 0.

Теперь мы получим коэффициенты Cjk
i = gisC

sjk в терминах энергии E .
Теорема 3. v-Коэффициенты v-ковариантных дифференцирований в обобщенном
гамильтоновом пространстве GH4 = (M4, gij(x, p)) даются формулами:

Ci2i3
i1

=
4

3

p2
i1

E E i1i2i3 − 8pi1pi4E i2i3i4 ,

Ci1i2
i1

= −8pi1pi3E i1i2i3 − 8pi1pi4E i1i2i4,

Ci2i2
i1

=
8

3

p2
i1

E E i1i2i2 − 16pi1pi3E i2i2i3 − 16pi1pi4E i2i2i4 ,

Ci1i1
i1

= −16pi1pi2E i2i1i1 − 16pi1pi3E i3i1i1 − 16pi1pi4E i4i1i1 .
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