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Изложены основные положения геометрии финслеровых 4-спиноров. Показано, что тви-
сторы являются частным случаем финслеровых 4-спиноров. Установлена тесная связь меж-
ду финслеровыми 4-спинорами и геометрией 16-мерного линейного финслерова простран-
ства. Дано описание группы изометрий этого пространства. Изложена процедура размерной
редукции к 4-мерным величинам.

Введение

В работах [1,2] были введены гиперспиноры и рассмотрены их основные свойства.
Эти же математические объекты под названием N -компонентных спиноров совер-
шенно независимо изучались в работах [3, 4]. Наконец, в статье [5] была построена
общая алгебраическая теория финслеровых N-спиноров. Последний термин представ-
ляется наиболее удачным, поскольку отражает тесную связь, существующую между
гиперспинорами и финслеровой геометрией.

Настоящая работа посвящена изложению основных положений геометрии
финслеровых 4-спиноров. Отмечается, что твисторы Р. Пенроуза [6] представля-
ют собой частный случай финслеровых 4-спиноров и могут быть ассоциированы не
только с псевдоевклидовой, но и с финслеровой геометрией. После вывода явного
выражения для длины вектора в 16-мерном линейном финслеровом пространстве,
дается описание соответствующей группы изометрий. Статья завершается изложе-
нием процедуры размерной редукции, которая позволяет переписать выражение для
финслеровой длины 16-вектора в гораздо более обозримом виде, используя только
4-мерные геометрические объекты.

Геометрия финслеровых 4-спиноров

Пусть C4 — линейное пространство 4-компонентных столбцов комплексных чисел
относительно стандартных матричных операциий сложения и умножения на элемен-
ты поля C. Рассмотрим антисимметричную 4-линейную форму

[ξ, η, λ, µ] = εabcd ξ
aηbλcµd, (1)

где ξ, η, λ, µ ∈ C4, εabcd — символ Леви-Чивиты, нормированный условием ε1234 = 1,
индексы a, b, c, d независимо пробегают значения от 1 до 4, а ξa, ηb, λc, µd ∈ C. Здесь
и во всех последующих формулах подразумевается суммирование по повторяющимся
индексам.

Пространство C4 с заданной на нем формой (1) назовем пространством финсле-
ровых 4-спиноров. Само же комплексное число [ξ, η, λ, µ] будем называть симплек-
тическим скалярным 4-произведением финслеровых 4-спиноров ξ, η, λ и µ.
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Поскольку (1) представляет собой не что иное как определитель

[ξ, η, λ, µ] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ1 η1 λ1 µ1

ξ2 η2 λ2 µ2

ξ3 η3 λ3 µ3

ξ4 η4 λ4 µ4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2)

со столбцами ξ, η, λ и µ, то, по известной теореме алгебры [7], симплектическое
скалярное 4-произведение [ξ, η, λ, µ] обращается в нуль тогда и только тогда, когда
финслеровы 4-спиноры ξ, η, λ и µ линейно зависимы. В частности, [ξ, ξ, ξ, ξ] = 0 для
любого ξ ∈ C4.

Найдем изометрии пространства финслеровых 4-спиноров, т. е. линейные преоб-
разования

ξ′ = Dξ ⇐⇒ ξ′a = dabξ
b (D = ‖dab‖; dab ∈ C; a, b = 1, 4), (3)

сохраняющие симплектическое скалярное 4-произведение:

[ξ′, η′, λ′, µ′] = [ξ, η, λ, µ] для любых ξ, η, λ, µ ∈ C4. (4)

Подставляя (3) и аналогичные выражения для η′, λ′, µ′ в условие (4), с учетом (2)
получаем:

[ξ, η, λ, µ] detD = [ξ, η, λ, µ]. (5)

Ввиду произвольности ξ, η, λ, µ ∈ C4, из (5) следует унимодулярность матрицы пре-
образования (3): detD = 1. Таким образом, изометрии пространства финслеровых
4-спиноров образуют группу SL(4,C).

Пространство финслеровых 4-спиноров можно легко превратить в пространство
твисторов, если наделить C4 дополнительной геометрической структурой. А именно,
рассмотрим полуторалинейную эрмитову форму

〈ξ, η〉 = ξ1η1 + ξ2η2 − ξ3η3 − ξ4η4, (6)

где ξ, η ∈ C4, а черта обозначает комплексное сопряжение. Комплексное число 〈ξ, η〉
обычно называется (псевдоунитарным) скалярным произведением ξ и η. По отно-
шению к скалярному произведению (6) пространство C4 является пространством
твисторов [6]. Очевидно, преобразования (3), сохраняющие одновременно формы (1)
и (6), образуют так называемую твисторную группу SU(2, 2) ⊂ SL(4,C). В этом
смысле твисторы представляют собой частный случай финслеровых 4-спиноров.

Вернемся, однако, к финслеровым 4-спинорам и рассмотрим подпространство
линейного пространства C4 ⊗ C4, состоящее из эрмитовых тензоров. Это под-
пространство изоморфно 16-мерному действительному линейному пространству
Herm(4) = {X | X = X+}, образованному всеми эрмитовыми 4×4-матрицами с
комплексными элементами. Здесь и далее крест обозначает эрмитово сопряжение.

В качестве базиса пространства Herm(4) выберем следующие линейно независи-
мые матрицы:

τ0 =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0



, τ1 =




0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0



, τ2 =




0 −i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0



,
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τ3 =




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0



, τ4 =




0 0 1 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0



, τ5 =




0 0 −i 0

0 0 0 0

i 0 0 0

0 0 0 0



,

τ6 =




0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0



, τ7 =




0 0 0 0

0 0 −i 0

0 i 0 0

0 0 0 0



, τ8 =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0



,

τ9 =




0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0



, τ10 =




0 0 0 −i
0 0 0 0

0 0 0 0

i 0 0 0



, τ11 =




0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 1 0 0



,

τ12 =




0 0 0 0

0 0 0 −i
0 0 0 0

0 i 0 0



, τ13 =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0



, τ14 =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −i
0 0 i 0



,

τ15 =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1



. (7)

Тогда для любого X ∈ Herm(4) имеет место разложение

X = XAτA (A = 0, 15), (8)

где XA ∈ R — компоненты 16-вектора X относительно базиса (7). Наряду с мат-
рицами (7) введем еще один набор эрмитовых 4×4-матриц с верхними индексами:
τB = τB (B 6= 8, 15), τ 8 = 2τ8, τ 15 = 2τ15. При таком выборе матриц выполняются
замечательные соотношения

Tr(τAτB) = 2δAB (A,B = 0, 15), (9)

где Tr обозначает операцию вычисления следа матрицы, а δAB — символ Кронекера.
На основании (8) и (9) немедленно заключаем, что

XA =
1

2
Tr(τAX). (10)

Наделим Herm(4) структурой финслерова пространства. Для этого определим
длину |X| 16-вектора X ∈ Herm(4) следующим образом: |X| ≡ 4

√
detX. Вычисляя

определитель от левой и правой частей разложения (8), получаем выражение для
|X|4 в базисе (7)

|X|4 = GABCDX
AXBXCXD =

= X15
{
[(X0)2 − (X1)2 − (X2)2 − (X3)2]X8−
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− [(X4)2 + (X5)2 + (X6)2 + (X7)2]X0 + 2[X4X6 +X5X7]X1+

+ 2[X5X6 −X4X7]X2 + [(X4)2 + (X5)2 − (X6)2 − (X7)2]X3
}
−

− [(X0)2 − (X1)2 − (X2)2 − (X3)2][(X13)2 + (X14)2]+

+ [(X4)2 + (X5)2][(X11)2 + (X12)2] + [(X6)2 + (X7)2]×
× [(X9)2 + (X10)2] −X0X8[(X9)2 + (X10)2 + (X11)2 + (X12)2]+

+X3X8[(X9)2 + (X10)2 − (X11)2 − (X12)2] + 2
{
[X0 −X3]×

× [X4X9X13 +X4X10X14 −X5X9X14 +X5X10X13]+

+ [X0 +X3][X6X11X13 +X6X12X14 −X7X11X14+

+X7X12X13] −X1[X4X11X13 +X4X12X14 −X5X11X14+

+X5X12X13 +X6X9X13 +X6X10X14 −X7X9X14+

+X7X10X13 −X8X9X11 −X8X10X12] −X2[X4X11X14−
−X4X12X13 +X5X11X13 +X5X12X14 −X6X9X14+

+X6X10X13 −X7X9X13 −X7X10X14 +X8X9X12−
−X8X10X11] −X4[X6X9X11 +X6X10X12 +X7X9X12−
−X7X10X11] +X5[X6X9X12 −X6X10X11 −X7X9X11−
−X7X10X12]

}
, (11)

где GABCD — компоненты симметричного ковариантного тензора 4-го ранга на
Herm(4). Таким образом, финслерова длина 16-вектора X ∈ Herm(4) задается в
базисе (7) формой 4-й степени относительно переменных (10). Особо отметим об-
стоятельство, что форма (11) является знаконеопределенной, т. е. возможны три
случая: |X|4 > 0, |X|4 < 0 или |X|4 = 0. Поскольку |X|4 = detX, последний случай
реализуется тогда и только тогда, когда detX = 0.

Всякое линейное преобразование (3) пространства финслеровых 4-спиноров ин-
дуцирует в Herm(4) преобразование вида

X ′ = DXD+ ⇐⇒ X ′aḃ = dacd
ḃ
ėX

cė (X ′ = ‖X ′aḃ‖;X = ‖Xcė‖), (12)

где как пунктирные, так и непунктирные индексы пробегают значения от 1 до 4
(точка над индексом означает, что он относится к элементу матрицы, комплексно
сопряженной матрице D = ‖dab‖), а X ∈ Herm(4). Очевидно, преобразование (12)
обладает следующими свойствами.

1. Если X = X+, то X ′ = X ′+, т. е. преобразование (12) не выводит за пределы
пространства Herm(4).

2. Преобразование (12) является линейным относительно X.

3. Если detD = 1, то detX ′ = detX для любого X ∈ Herm(4).

Поскольку |X| = 4
√

detX, последнее свойство означает, что при D ∈ SL(4,C)
линейное преобразование (12) пространства Herm(4) является финслеровой изомет-
рией: |X ′| = |X|. Понятно, что все такие изометрии образуют некоторую группу.
Дадим явное матричное описание этой группы в базисе (7).

Подставим в (12) вместо X ′, X ∈ Herm(4) их разложения: X ′ = X ′AτA,X = XBτB.
Умножим получившееся равенство слева на τA, вычислим след от его обеих сторон
и воспользуемся соотношениями (9). В результате будем иметь

X ′A = L(D)ABX
B (A,B = 0, 15), (13)
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где

L(D)AB =
1

2
Tr(τADτBD

+) (14)

— элементы матрицы линейного преобразования (12) в базисе (7) (подчеркнем,
что L(D)AB ∈ R). Таким образом, при любой унимодулярной комплексной 4×4-
матрице D из группы SL(4,C) преобразование (13) – (14) сохраняет форму (11):
GABCDX

′AX ′BX ′CX ′D = GABCDX
AXBXCXD.

Поскольку группа SL(2,C) ⊂ SL(4,C) локально изоморфна собственной орто-
хронной подгруппе O↑

+(1, 3) группы Лоренца [8], имеет смысл рассмотреть преоб-
разования (13) – (14) при D ∈ SL(2,C), т. е. с позиций “4-мерного наблюдателя”.
Помимо всего прочего, это позволит представить выражение (11) для финслеровой
длины 16-вектора в полностью 4-мерном виде.

Пусть

D2 =




d1
1 d1

2 0 0

d2
1 d2

2 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



, detD2 = 1 (dâ

b̂
∈ C; â, b̂ = 1, 2). (15)

Совокупность матриц (15) образует в SL(4,C) подгруппу, изоморфную группе
SL(2,C). Подставим в (14) вместо D матрицу D2 из (15). Непосредственные вычис-
ления показывают, что

L(D2)
0
0 =

1

2
(d1

1d
1
1 + d1

2d
1
2 + d2

1d
2
1 + d2

2d
2
2), L(D2)

0
1 =

1

2
(d1

1d
1
2 + d2

1d
2
2 + d1

2d
1
1 + d2

2d
2
1),

L(D2)
0
2 =

i

2
(d1

2d
1
1 + d2

2d
2
1 − d1

1d
1
2 − d2

1d
2
2), L(D2)

0
3 =

1

2
(d1

1d
1
1 + d2

1d
2
1 − d1

2d
1
2 − d2

2d
2
2),

L(D2)
1
0 =

1

2
(d1

1d
2
1 + d2

1d
1
1 + d1

2d
2
2 + d2

2d
1
2), L(D2)

1
1 =

1

2
(d1

1d
2
2 + d2

1d
1
2 + d1

2d
2
1 + d2

2d
1
1),

L(D2)
1
2 =

i

2
(d1

2d
2
1 + d2

2d
1
1 − d1

1d
2
2 − d2

1d
1
2), L(D2)

1
3 =

1

2
(d1

1d
2
1 + d2

1d
1
1 − d1

2d
2
2 − d2

2d
1
2),

L(D2)
2
0 =

i

2
(d1

1d
2
1 − d2

1d
1
1 + d1

2d
2
2 − d2

2d
1
2), L(D2)

2
1 =

i

2
(d1

1d
2
2 − d2

1d
1
2 + d1

2d
2
1 − d2

2d
1
1),

L(D2)
2
2 =

1

2
(d1

1d
2
2 + d2

2d
1
1 − d1

2d
2
1 − d2

1d
1
2), L(D2)

2
3 =

i

2
(d1

1d
2
1 − d2

1d
1
1 − d1

2d
2
2 + d2

2d
1
2),

L(D2)
3
0 =

1

2
(d1

1d
1
1 − d2

1d
2
1 + d1

2d
1
2 − d2

2d
2
2), L(D2)

3
1 =

1

2
(d1

1d
1
2 − d2

1d
2
2 + d1

2d
1
1 − d2

2d
2
1),

L(D2)
3
2 =

i

2
(d1

2d
1
1 − d2

2d
2
1 − d1

1d
1
2 + d2

1d
2
2), L(D2)

3
3 =

1

2
(d1

1d
1
1 − d1

2d
1
2 − d2

1d
2
1 + d2

2d
2
2),

(16)

L(D2)
3+i
3+j = L(D2)

8+i
8+j = M(D2)

i
j (i, j = 1, 4), где

M(D2)
1
1 =

1

2
(d1

1 + d1
1), M(D2)

3
1 =

1

2
(d2

1 + d2
1),

M(D2)
1
2 =

i

2
(d1

1 − d1
1), M(D2)

3
2 =

i

2
(d2

1 − d2
1),

M(D2)
1
3 =

1

2
(d1

2 + d1
2), M(D2)

3
3 =

1

2
(d2

2 + d2
2),

M(D2)
1
4 =

i

2
(d1

2 − d1
2), M(D2)

3
4 =

i

2
(d2

2 − d2
2),
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M(D2)
2
1 =

i

2
(d1

1 − d1
1), M(D2)

4
1 =

i

2
(d2

1 − d2
1),

M(D2)
2
2 =

1

2
(d1

1 + d1
1), M(D2)

4
2 =

1

2
(d2

1 + d2
1),

M(D2)
2
3 =

i

2
(d1

2 − d1
2), M(D2)

4
3 =

i

2
(d2

2 − d2
2),

M(D2)
2
4 =

1

2
(d1

2 + d1
2), M(D2)

4
4 =

1

2
(d2

2 + d2
2), (17)

L(D2)
8
8 = L(D2)

13
13 = L(D2)

14
14 = L(D2)

15
15 = 1, а все оставшиеся элементы матрицы

преобразования X ′A = L(D2)
A
BX

B обращаются в нуль. Таким образом, при D = D2

финслерова изометрия (13) принимает вид

X ′α = L(D2)
α
βX

β (α, β = 0, 3),

θ′i = M(D2)
i
jθ
j (i, j = 1, 4),

X ′8 = X8,

ϑ′i = M(D2)
i
jϑ

j (i, j = 1, 4),

X ′13 = X13,

X ′14 = X14,

X ′15 = X15, (18)

где L(D2)
α
β , M(D2)

i
j даются формулами (16) – (17) и использованы обозначения: θi =

X3+i, ϑj = X8+j.
В работе [5] было показано, что (16) и (17) являются элементами матриц преобра-

зований лоренцева 4-вектора и майорановского 4-спинора соответственно. Поэтому
результат (18) сводится к утверждению, что при D = D2 16-вектор XA расщепляется
на лоренцев 4-вектор Xα, майорановские 4-спиноры θi, ϑj и лоренцевы 4-скаляры X8,
X13, X14, X15.

Сказанное составляет суть процедуры размерной редукции, позволяющей выяв-
лять “4-мерный состав” встречающихся 16-мерных выражений. Применим эту про-
цедуру к весьма громоздкой формуле (11) для финслеровой длины 16-вектора XA.
Принимая во внимание (18), получаем

|X|4 = X15[X8gµνX
µXν − gµνX

µθγνθ]−
− [(X13)2 + (X14)2]gµνX

µXν −X8gµνX
µϑγνϑ+

+ 2X13gµνX
µθγνϑ+ 2X14gµνX

µθγ5γνϑ+

+ 1
2
gµνθγ

µθ ϑγνϑ, (19)

где µ, ν = 0, 3, ‖gµν‖ = diag (1,−1,−1,−1) — матрица компонент метрического тен-
зора пространства Минковского в псевдоортонормированном базисе,

γ0 =




0 0 i 0

0 0 0 −i
−i 0 0 0

0 i 0 0



, γ1 =




i 0 0 0

0 −i 0 0

0 0 −i 0

0 0 0 i



, γ2 =




0 i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 i

0 0 i 0



,

γ3 =




0 0 −i 0

0 0 0 i

−i 0 0 0

0 i 0 0



, γ5 = γ0γ1γ2γ3 =




0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0



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— матрицы Дирака в майорановском представлении [5], θ, ϑ ∈ R4 — 4-компонентные
столбцы действительных чисел, а черта обозначает дираковское сопряжение: θ =
θ⊤γ0, ϑ = ϑ⊤γ0 (здесь ⊤ — значок транспонирования матрицы). Таким образом,
выражение (11) записано в гораздо более компактной 4-мерной форме (19).

Заключение

Подводя итоги, сделаем ряд замечаний по поводу полученных результатов.
Прежде всего, следует отметить двойственную природу твисторов: с одной сторо-

ны они являются спинорами 6-мерного псевдоевклидова пространства с двумя време-
ниподобными измерениями [6], а с другой, как показано в данной статье, — частным
случаем финслеровых 4-спиноров 16-мерного линейного пространства с метрической
функцией, определяемой алгебраической формой 4-й степени (11).

Кроме того, в статье дано явное описание изометрий этого 16-мерного финслерова
пространства и процедуры размерной редукции, позволившей представить форму
(11) в 4-мерном виде (19). Последнее весьма существенно, ибо свидетельствует о
выполнимости принципа соответствия со стандартной релятивистской теорией на
уровне геометрии.

Автор благодарен Ю.С. Владимирову, С.В. Болохову и А.В. Пилипенко за за-
интересованное обсуждение проблем, затронутых в статье.
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