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НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА
СКАЛЯРНЫХ «КВАТЕРНИОНОВ»

А. В. Смирнов
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Рассмотрена коммутативная алгебра бикомплексных чисел с метрикой (+−−+). По-
добно обычным комплексным числам, эта алгебра 4-го ранга обладает свойствами деления,
сопряжения, извлечения корня и факторизации наряду с прямым аналогом формулы Эйле-
ра. Показано, что вращения представимы в этой алгебре без нарушения коммутативности.
Наличие делителей нуля неразрывно связано с релятивистским интервалом.

I. Введение

Объекты типа кватернионов были предложены ещё в 18 веке Эйлером и Гаус-
сом, а классическое оформление кватернионы получили в 1843 г. благодаря У.Р.
Гамильтону как векторное расширение над полем комплексных чисел [1, 2, 3, 4]. Их
векторная часть представляет из себя обобщённую мнимую часть и образует трёх-
мерное кватернион-векторное пространство. Д.К. Максвелл сформулировал элек-
тродинамику именно на языке кватернионов, но они так и не вошли в стандартный
математический аппарат ХХ-го века. Лишь теперь они включены в основные матема-
тические пакеты MathCADTM и MathematicaTM , обнаружив интересные применения
в вычислительной математике (например, обработка изображений) и многих обла-
стях физики, включая механику и специальную теорию относительности [4], теории
элементарных частиц и астрофизику, теорию поля и оптику. В физике пучков за-
ряженных частиц кватернионы эффективны, например, в решении проблемы транс-
портировки спина [5, 6]. Очевидно, что несмотря на изящность дифференциальной
геометрии кватернионов, отсутствие коммутативности не допускает обобщения их
в область теории функций гиперкомплексных переменных. Для рассматриваемых
здесь чисел попытка такого расширения впервые была сделана в Теории функций
пространственного комплексного переменного (ТФПКП, см. [7, 22]).

В аналитических исследованиях и моделях мы сталкиваемся нередко с выраже-
ниями, содержащими как комплексные числа, так и 2×2 матрицы. Матричное пред-
ставление, однако, может иметь и более удобные альтернативы. Квантовая механика,
к примеру, может быть элегантно сформулирована с помощью геометрической алгеб-
ры. В других ситуациях нередко более удобно иметь дело с преобразованиями пол-
ностью скалярных выражений, чем с традиционными кватернионами – носителями
векторных свойств. Особенно это актуально в сочетании с функциями комплексного
переменного. Соответствующие практические случаи включают, например, анализ
собственных мод некоторых граничных задач [8, 9], транспортировку пучка заря-
женных частиц и его динамику в ускорителях [10] и электронных приборах [11, 12].
Можно предположить, что пространство скалярных или псевдоскалярных чисел мо-
жет неявно включать (инкапсулировать) и элементарные матричные преобразования
через расширенные свойства "скалярных кватернионов". Это пространство суть объ-
единение двух независимых полей обычных комплексных чисел (ассоциированных,
как правило, с временной и пространственными координатами).

Л. Левин одним из первых [9] практически применил скалярные бикомплексные
объекты для анализа электромагнитных волн, распространяющихся в различных
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волноводных структурах: с диэлектриком и намагниченным ферритом, поверхност-
ной анизотропией и гофрами. Он ввёл феноменологически дополнительную мнимую
единицу (см. (1.1)), чтобы различить комплексные числа, отвечающие за разные
свойства временной переменной (и/либо продольной, фазовой координаты) – с одной
стороны, и пространственных (либо поперечных/угловых) переменных – с другой
стороны. Соответствующие мнимые единицы образуют коммутативную группу:

i2 = −1, j2 = −1, ij = ji 6= −1 или
√−1. (1.1)

Используя этот подход, Левин получил компактное скалярное дисперсионное
уравнение для нормальных мод с четырёх-компонентными комплексными числами.
Дальнейшее развитие этого метода [13, 14, 15] позволило строго охарактеризовать
самосогласованную систему, в которой пучок взаимодействует с замедляющей струк-
турой и соленоидальным полем. Было показано [13], что обычный матричный подход
даёт эквивалентное решение системы дисперсионных уравнений и приводит в конеч-
ном итоге к точно тем же значениям инкремента и порогового тока регенератив-
ной поперечной неустойчивости "обрыва пучка". Однако использование скалярных
кватернионов значительно упрощает выкладки и даёт гораздо более прозрачное фи-
зическое решение. Например, коллективная частота ν̃, найденная алгебраически из
единственного гиперкомплексного дисперсионного уравнения, имеет чёткий смысл
своих компонентов: ReiRej ν̃ – расстройка коллективной частоты по отношению соб-
ственной частоте; ImiImj ν̃ – угловая скорость вращения вырожденной коллективной
дипольной моды; а ImiRej ν̃ ± ImjReiν̃ дают инкременты право- и левополяризо-
ванных коллективных мод гиромагнитной неустойчивости. Заметим, в работе [10]
отсутствие дополнительной мнимой единицы привело к некорректному смешиванию
между различными степенями свободы и ошибочному результату для порогового
тока поперечной неустойчивости.

Коммутативная алгебра для соответствующих гиперкомплексных чисел была
введена в [13] для частных приложений физики пучков в ускорителях и в [7, 22]
для более широкого круга физических задач. Она была определена как замкнутое
обобщение над различными i- и j- полями комплексных чисел, которые образуют
коммутативную алгебру 4-го ранга с делением и основными атрибутами обычных
комплексных чисел. В этой статье мы приводим основные свойства и простейшее
аналитическое продолжение. В рамках данного изложения (и только) подразумева-
ем эквивалентными такие термины как: «четырёх-компонентное», «гиперкомплекс-
ное», «бикомплексное» число и «скалярный кватернион». В алгебре многообразий
рассматриваемые числа можно отнести к бикомплексной разновидности поличисел.

II. Элементарные свойства коммутативной алгебры
четырёх-компонентных чисел

Выпишем четырёх-компонентное комплексное число, которое выглядит как
обычный кватернион (но не является им):

ã = α0 + iα1 + jα2 + ijα3, (2.1)

где компоненты α0, α1, α2, α3 вещественны; i, j – независимые мнимые единицы, и ij
– гиперкомплексная (составная) единица из (1.1).

Мы рассматриваем в данной работе гиперкомплексные числа (2.1) как облада-
ющие коммутативностью и ассоциативностью, дистрибутивностью и замкнутостью
по отношению к умножению и делению.
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В частности, произведение двух простых комплексных чисел из различных
i- и j- пространств образует "скалярный кватернион", представляющий трёхмер-
ное пространство как частный случай четырёхмерного гиперпространства (при∥∥∥∥∥

α0 α1

α2 α3

∥∥∥∥∥ = 0 ):

(a + ib)·(c + jd) = α0+iα1+jα2+ijα3, где α0 = ac, α1 = bc, α2 = ad, α3 = bd. (2.2)

Можно рассматривать пространства обычных комплексных чисел как двухмер-
ные проекции пространства гиперкомплексных чисел. Поэтому естественно переопре-
делить операторы реальной и мнимой частей следующим образом:

Rei ã = α0 + jα2, Imi ã = α1 + jα3, (2.3)

где индексы i и j обозначают соответствующее пространство-проекцию как область
действия соответствующей операции.

Рассмотрим теперь матрицы Паули σ̂1 =

(
0 1

1 0

)
, σ̂2 =

(
0 −j

j 0

)
, σ̂3 =

(
1 0

0 −1

)

как операторы, действующие, например, только в j-пространстве. Тогда, полагая ã

есть матрица-столбец

(
Rej ã

Imj ã

)
, мы можем перейти к алгебраической форме, ис-

пользуя следующие правила подстановки:

σ̂1ã → jã∗j, σ̂2ã → −ã и σ̂3ã → ã∗j, (2.4)

т. е. матричные операторы могут быть представлены формально как σ̂1 → j()∗j, σ̂2 →
−1, и σ̂3 → ()∗j.

Подобно алгебре спиновых матриц из (2.4) мы имеем аналогичное соотношение:

σ̂1σ̂2σ̂3σ̂3ã = σ̂1σ̂2ã = −jσ̂3ã; σ̂2σ̂3ã = −jσ̂1ã; σ̂3σ̂1ã = −jσ̂2ã.

Удобство заключается в том, что операторы в такой записи коммутативны. Таким
образом, произвольный матричный 2×2 оператор Û в комплексном (j-) пространстве
может быть представлен, например, в таком виде:

Û ≡ ρÊ − j(λσ̂1 + µσ̂2 + νσ̂3) → ρ + jµ + (λ− jν)()∗j,

где Ê – единичная 2×2 матрица, ρ2 +λ2 +µ2 +ν2 = det Û , и ρ, λ, µ, ν – вещественные
числа, описывающие связанный с j-пространством оператор Û .

Остаётся обобщить действие матричного 2×2 оператора вместе с соответствую-
щим представлением вращений на всё i j- гиперпространство. Мы можем заменить
формально комплексную единицу j на i в Û и σ̂2 (т. е. σ̂2 → ij):

Û = ρÊ − i (λσ̂1 + µσ̂2 + νσ̂3) → ρ + jµ− (ijλ + iν) ()∗J . (2.5)

Если Û – унимодулярная матрица и ρ2 + λ2 + µ2 + ν2 = 1 , то (2.5) представляет
вращения в четырёхмерном i, j- пространстве.

Перед тем, как перейти к определению полной длины в этом гиперпространстве,
определим частичный детерминант в каждом из пространств-проекций:

det
i

ã = (Reiã)2 + (Imiã)2 = ã · ãi∗ ≡ |ã|2i = α2
0 + α2

1 − α2
2 − α2

3 + 2j (α0α2 + α1α3) . (2.6)
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Из правила коммутативности (1.1) и определений (2.1, 2.3, 2.6) вытекают сле-
дующие очевидные тождества:

ã · b̃ = b̃ · ã,

ReiRej ã = RejReiã = α0 ≡ Reij ã = Rejiã ≡ Re ã,

ImiRej ã = RejImiã = α1,

ImiImj ã = ImjImiã = α3 ≡ Imij ã = Imjiã ≡ Im ã,

(ã∗i)∗j ≡ ã∗i∗j = ã∗j∗i ≡ (ã∗j)∗i = α0 − iα1 − jα2 + ijα3,

ã + ã∗i = 2Reiã, ã− ã∗i = 2iImiRej ã + 2jReiImjReiã,

(ã + ã∗i∗j) + C.C.i = (ã + ã∗i∗j) + C.C.j = 4ReiRej ã ≡ 4Re ã,

deti detj ã ≡
∣∣∣|ã|2j

∣∣∣
2

i
=

∣∣|ã|2i
∣∣2
j
≡ detj deti ã ≡ ‖ã‖4 .

(2.7)

Приведённые до сих пор правила и соотношения описывают простое скалярное
объединение-суперпозицию двух полей комплексных чисел. Эти соотношения могут
оказаться полезными в некоторых приложениях, где нужна удобная алгебраическая
форма волноводов [9], кильватерных полей [8], поляриметрии и аналитическом пред-
ставлении магнитостатических полей [16]). Однако, чтобы работать с такими форма-
ми, надо построить полную алгебру гиперкомплексного пространства, замкнутую по
отношению к операциям умножения и деления, возведения в степень и извлечения
корня.

Для этого мы постулируем дополнительные к (1.1) правила, которые в совокуп-
ности дают следующую таблицу умножения базовых единиц:

1 i j k

i −1 k −j

j k −1 −i

k −j −i 1

Здесь k ≡ ij есть гиперкомплексная единица, и, как легко видеть, метрика есть
(+−−+).

Остальные свойства «скалярных кватернионов» и соответствующие функцио-
нальные аналитические продолжения могут быть выведены подобно теории ком-
плексных чисел. Например, нетрудно видеть, что:

1/ij = ij;
√

1 = ±1, ±ij; ij = exp
(±(i + j)π/2

)
(2.9)

Т. о. в этой алгебре 4-го ранга квадратный корень имеет четыре значения. Дру-
гой пример – правило умножения гиперкомплексных чисел ã = α0 + iα1 + jα2 + ijα3

и b̃ = β0 + iβ1 + jβ2 + ijβ3:

ã · b̃ = α0β0 + α3β3 − α1β1 − α2β2 + i(α1β0 + α0β1 − α3β2 − α2β3)

+j(α2β0 + α0β2 − α3β1 − α1β3) + ij(α3β0 + α2β1 + α1β2 + α0β3).
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III. Сопряжение и абсолютное значение, делители нуля и интервал

Полное сопряжение можно определить через частичные сопряжения:

ã∗ = ã∗iã∗j ã∗i∗j (3.1)

Приведём несколько полезных свойств сопряжения, вытекающих из (2.8):

ã + ã∗iã∗j + ã∗i∗j = 4ReiRej ã

ã∗i∗j ã = α2
0 + α2

1 + α2
2 + 2ij(α3α3 − α1α2)

(3.2)

и, в общем случае,
ã + ã∗i∗j 6= 2Re ã, ã + ã∗ 6= 2Re ã.

Естественный способ определить полный детерминант (определитель) через ча-
стичные детерминанты (2.6):

det ã = deti detj ã ≡
∣∣∣|ã|2j

∣∣∣
2

i
≡ ãã∗iã∗j ã∗i∗j =

= ã · ã∗ = (α2
0 + α2

1 − α2
2 − α2

3)
2
+ 4 (α0α2 + α1α3)

2 .
(3.3)

Можно заметить, что определитель (3.3) может обращаться в ноль для
некоторых ненулевых компонент αn. Соответствующие числа являются делителями
нуля. Мы имеем дело с такими числами, например, когда |α0| = |α3| 6= 0 при
α1 = α2 = 0, либо когда |α1| = |α2| 6= 0 при α0 = α3 = 0.

В отличие от частичных детерминантов, полные детерминанты вещественны и
неотрицательны. Поэтому мы определяем абсолютную величину (или через арифме-
тический корень 4-го порядка:

‖ã‖ ≡ N(ã) =
4
√

det ã ≡ 4
√

ãã∗iã∗j ã∗i∗j =
4

√∣∣∣|ã|2j
∣∣∣
2

i
. (3.4)

Заметим, числа i ± j, 1 ± ij имеют нулевую норму (или гипердлину). Как мы
увидим ниже, числа 2π(i± j) и π(i± j) являются гиперпериодами для гиперболиче-
ских функций cosh(x̃), sinh(x̃) и tanh(x̃), cotanh (x̃), так же как 2π(1± ij) и π(1± ij)
являются гиперпериодами для тригонометрических функций cos(x̃), sin(x̃) и tan(x̃),
cotan(x̃) соответственно.

Легко видеть, что (3.4, 3.3) совпадает с выражениями для нормы, полученны-
ми в [7, 22], как для полиномиального, так и для би-экспоненциального представ-
ления бикомплекса (в полярных системах координат для каждого из пространств-
проекций). Интересно, что для «трёхмерного» бикомплекса (2.2) мы имеем длину:
‖ã‖ =

√
α2

0 + α2
1 + α2

2 + α2
3, которая сводится к евклидовой форме благодаря соотно-

шению α0α3 = α1α2. Действительно, чтобы для обычного вектора {x, y, z} получить
x2 + y2 + z2 = α2

0 + α2
1 + α2

2 + α2
3, соответствующие компоненты бикомплекса можно

найти, например, так:

α0 = x, α1 = y, α2 = xz/
√

x2 + y2, α3 = yz/
√

x2 + y2.

Полный детерминант, введённый выше, можно использовать непосредственно
для отыскания обратной величины бикомплексного числа с ненулевой нормой:

ã−1 ≡ 1

ã
=

ã∗

det ã
. (3.5)
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Можно получить (3.5) и через последовательные преобразования в пространствах-
проекциях, применяя соответствующие правила, приведённые выше:

1

ã
=

ã∗j

|ã|2j
≡ ã∗i

|ã|2i
≡ ã∗i

ã · ã∗i =
ã∗i · (ãã∗i)∗j

ãã∗i · (ãã∗i)∗j
=

ã∗iã∗j ã∗i∗j

ãã∗iã∗j ã∗i∗j
=

ã∗

‖ã‖4 .

Обращённые делители нуля (гипернули) можно интерпретировать как гипербес-
конечности ij-алгебры.

Нетрудно проверить, что норма (определитель) произведения равна произведе-
нию норм (определителей):

∥∥∥ã · b̃
∥∥∥ = ‖ã‖ ·

∥∥∥b̃
∥∥∥ , det

i,j
ãb̃ = det

i,j
ã det

i,j
b̃.

В отличие от комплексных чисел и обычных модуль гиперкомплексного числа
может быть, однако, и меньше одной из его компонент. Наряду с наличием делителей
нуля это суть те особенности, которые делают неприменимой теорему Фробениуса
[[17], [22]] для данной метрики.

Покажем, что интервал между двумя событиями подобен норме бикомплекса.
Для биквадрата интервала имеем: dS4 = c4dt4 + dl4 − 2c2dt2dl2. С другой стороны,
детерминант (3.3) имеет вид:

det ã =
(
α2

0 + α2
1

)2
+

(
α2

2 + α2
3

)2
+ 4 (α0α2 + α1α3)

2 − 2
(
α2

0 + α2
1

) (
α2

2 + α2
3

)
.

Доопределим равенство det ã = dS4 с помощью дополнительного условия:

c2dt2dl2 =
(
α2

0 + α2
1

) (
α2

2 + α2
3

)
. (3.6)

Система этих двух уравнений сводится к обычному квадратному уравнению в обла-
сти действительных чисел:

T 2 −
((

α2
0 + α2

1

)2
+

(
α2

2 + α2
3

)2
+ 4 (α0α2 + α1α3)

2
)

T +
(
α2

0 + α2
1

)2 (
α2

2 + α2
3

)2
= 0,

решения которого всегда существуют и равны T1 = c4dt4, T2 = dl4, так как детер-
минант уравнения

D =
((

α2
0 + α2

1

)2 − (
α2

2 + α2
3

)2
)2

+4 (α0α2 + α1α3)
2
((

α2
0 + α2

1

)2 +
(
α2

2 + α2
3

)2 + 4 (α0α2 + α1α3)
2
)

всегда положителен.
Таким образом, норму бикомплексного числа всегда можно представить в виде

модуля релятивистского интервала. В важном частном случае, когда α2 = 0 = α1,
имеем

|cdt| = |α0| , |dl| = |α3| (см. ниже (4.3)).

IV. Формула Эйлера, факторизация и извлечение корня

Перед тем, как определить извлечение корня для произвольного бикомплекса,
рассмотрим два частных случая.

Первый случай относится к произведению двух комплексных чисел a + ib и
c + jd (см. (2.2)). Этот простой случай соответствует матричному 2×2 оператору
(либо вращению), применённому к «плоскому» вектору (т. е. обычному комплексному
числу), принадлежащему к i-пространству (Imj = 0). Действительно, из (3.3) и (2.2)
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мы имеем ‖ã‖ =
√

a2c2 + b2c2 + a2d2 + b2d2, а из (2.5): Û → ρ− iν + jµ− ijλ, полагая
«скалярный кватернион» {α0, α1, α2, α3} пропорциональным {ρ, −ν, µ, −λ}.

Очевидно, в этом случае корень n-го порядка извлекается тривиально:
n
√

ã = n
√

(a + ib) · (c + jd) = n
√
‖ã‖ exp [(i arctan b/a + j arctan d/c + 2π(ki + lj))/n] ,

(4.1)
где k, l = {0, 1..., n− 1} – натуральные числа.

Таким образом, период экспоненциальной функции в нашем гиперпространстве
есть 2π(ki + lj). В общем случае это даёт n2 значений для n

√
ã.

Другой интересный случай есть гиперкомплексное число, представленное лишь
двумя компонентами: Ã = a + ijd. Из (2.8) и разложения Тейлора можно получить
получить основную формулу такого числа:

exp(ijϕ) = cosh ϕ + ij sinh ϕ. (4.2)

При |d/a| 6= 1 имеет место следующее представление:

Ã = a + ijd =
√
|a2 − d2| exp

(
ij arctanh

d

a

)
(4.3)

Заметим, arctanh d/a вещественно при |d/a| < 1, в противном случае оно комплексно
либо в i-, либо в j- пространстве. Аналогично, при |d/a| > 1 существует и дополни-
тельное, «симметричное» представление в i, j-пространстве

Ã = ij (d + ija) = ij
√
|a2 − d2| exp (ij arctanh a/d) =

=
√
|a2 − d2| exp ((i + j) π/2 + ij arctanh a/d)

(4.4)

Из сравнения (4.4) и (4.3) получаем гиперрасширение известной формулы arctan x =
(π/2) sgnx− arctan (1/x):

arctanhx = − (i + j)
π

2
sgn (|x| − 1) + arctanh

1

x
. (4.5)

Таким образом, область значений обратного гиперболического тангенса расширяется
естественным образом в гиперпространство при расширении области определения на
всю действительную ось.

Используя (4.3), мы можем извлечь корень из простого двух-компонентного чис-
ла B̃ = Ã2 = b + ijc:

n
√

B̃ = n

√∥∥∥B̃
∥∥∥ exp

(
2π(ki + lj)

n
+

1

n
ij arctanh

(c

b

))
(4.6)

где |c/b| 6= 1, и k, l = {0, 1..., n− 1}.
Предположив, что B̃ = Ã2, можно провести проверочное сравнение для Ã ≡ a+

ijd и
√

B̃. Подставляя в (4.6) b = a2 + d2 и c = 2ad мы имеем:
√

B̃ = ±
∣∣a2 − d2

∣∣ ·
(
cosh

ϕ

2
+ ij sinh

ϕ

2

)
, где ϕ = arctanh

(
2ad

a2 + d2

)
. (4.7)

Простые преобразования гиперболических функций в (4.7) дают:

√
(a + ijd)2 =

(
±a± ijd

±d± ija

)
, (4.8)
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где различные комбинации знаков дают восемь значений для радикала
√

B̃. Однако,
только четыре из них линейно независимы в смысле (2.9), в то время как остальные
получены путём умножения на ij.

В общем случае, когда
∥∥∥Ã

∥∥∥ 6= 0, мы можем обобщить формулу Эйлера следую-
щим образом:

Ã ≡ a + ib + jc + ijd = exp (α0 + iα1 + jα2 + ijα3) ≡ exp(ã) (4.9)

где соотношение между Ã и ã может быть найдено из системы:

α0 = ln
∥∥∥Ã

∥∥∥ , и



bN = sin α1 cos α2 cosh α3 − cos α1 sin α2 sinh α3

cN = cos α1 sin α2 cosh α3 − sin α1 cos α2 sinh α3

dN = sin α1 sin α2 cosh α3

, (4.10)

где bN = b/
∥∥∥Ã

∥∥∥, cN = c/
∥∥∥Ã

∥∥∥, и dN = d/
∥∥∥Ã

∥∥∥ являются нормализованными компо-
нентами.

Подобно трёхмерному вращению, представленному обычным кватернионом [1],
(4.9–4.10) представляют вращение α1, α2, α3 в рассматриваемом гиперпространстве.
Вырожденный случай (2.2, 4.1) можно интерпретировать по аналогии с подвесом
Кардана (когда α3 = 0 в (4.9)).

Заметим, в отличие от обычных комплексных чисел и случаев (2.2, 2.5, 4.1),
нормализованные компоненты bN , cN , dN в общем случае могут изменяться по всей
вещественной области от −∞ до +∞.

Можно привести (4.10) к алгебраической системе двух неизвестных tan α1 и
tan α2:





tan2 α1 − tan2 α2 = (b2
N − c2

N) (1 + tan2 α1) (1 + tan2 α2)

(bN tan2 α1 tan α2 + cN tan α1 tan2 α2 = dN) (tan2 α1 − tan2 α2)
(4.11)

и
α3 = ln (sin (α1 + α2) / (cN + bN)) . (4.12)

Система (4.11) может быть решена в явном виде, однако полученные нами выраже-
ния символьными методами оказались чрезвычайно громоздкими, чтобы привести
их здесь.

Чтобы обеспечить в (4.12) sin (α1 + α2) / (cN + bN) > 0, можно всегда выбрать
подходящие решения (4.11) в виде α1,2 + πm благодаря периодичности тангенса.
При b = −c формально мы имеем особенность в (4.12). Однако эта особенность
устранима путём комплексного сопряжения (4.9–4.12) (в i- или j- пространстве) и
применяя сопряжение снова (в том же пространстве) к результату, полученному в
правой части.

Для извлечения корня можно предложить и другой способ разложения «ска-
лярного кватерниона» (2.2) на сомножители:

α0 + iα1 + jα2 + ijα3 = (a + ib) · (c + jd) · (e + ijf) , (4.13)
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где a, b, c, d, e, f вещественны. Положим в (4.13) для простоты, что α0 = 1 = a =
c = e. Тогда (4.13) приводит к следующей алгебраической системе:





α3 = bd(1− bdf) + f

α2 = d(1− bdf)− bf

α1 = b(1− bdf)− df

(4.14)

Решение b, d, f системы (4.14) выражаются в явном виде гораздо более компактно,
чем решение системы (4.11). Можно показать, что решения (4.14) существуют все-
гда и они вещественны. Для одного из решений существует особенность (напр., при
α2 + α1α3 = 0), которая является устранимой. Таким образом, ненулевой (

∥∥∥Ã
∥∥∥ 6= 0)

«скалярный кватернион» представим элементарными (двумя комплексными и одним
гиперкомплексным) сомножителями и из него можно извлечь корень в соответствии
с (4.13), (4.9), либо (4.1), или (4.6).

V. Дифференцируемость

Возьмём гиперкомплексную функцию аргумента z̃ = x+iy+js+ijt в общем виде:
f̃(z̃) = u(x, y, s, t) + iv(x, y, s, t) + jw(x, y, s, t) + ijq(x, y, s, t). Условия Коши-Римана
выражаются, как известно, n(n− 1) числом числом уравнений, где n – размерность
пространства. Функция f̃(z̃) дифференцируема, если выполняются следующие две-
надцать соотношений:

∂u

∂x
=

∂v

∂y
=

∂w

∂s
=

∂q

∂t
,

∂v

∂x
= −∂u

∂y
=

∂q

∂s
= −∂w

∂t
,

∂w

∂x
=

∂q

∂y
= −∂u

∂s
= −∂v

∂t
,

∂q

∂x
= −∂w

∂y
= −∂v

∂s
=

∂u

∂t
(5.1)

В работе [18] сделана попытка нетривиального обобщения понятия аналити-
ческой функции, для которой число условий, аналогичных Коши-Римана, не пре-
вышало бы числа функций-компонент. В работе [22] дана изящная и компактная
запись условий Коши-Римана в более знакомом виде, где в качестве переменных
взяты обобщённые, т. е. не одномерные, а двумерные (обычные комплексные) ар-
гументы из пространств-проекций. В случае, когда эти аргументы представимы в
трёхмерном виде (2.2), условия Коши-Римана приобретают наглядный и простой
вид, а в четырёхмерном гиперпространстве аргументов условия (5.1) можно свести к
шести комплексным уравнениям, используя комплексные экспоненты и комплексные
проекции бикомплексных функций [22].

VI. Обсуждение

Среди многообразия ассоциативных алгебр (см., например, [19, 20, 21]) дан-
ная ассоциативно-коммутативная алгебра обладает полным наследованием свойств
комплексных чисел. Ключевой является возможность построения соответствующей
теории функции гиперкомплексного переменного [22]. Делители нуля, обычно пони-
маемые как мировые линии [20], совпали в этой алгебре с обобщёнными функций, что
указывает на фундаментальное значение этих объектов. Делители нуля неразрывно
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связаны и с релятивистским интервалом, который, в свою очередь, оказывается аб-
солютно подобен норме гиперкомплексного числа в полном согласии с классическим
выводами СТО.

Таким образом, сделаны серьёзные шаги в разработке бикомплексных чисел,
построены основы их дифференциального и интегрального исчисления, отображения
по типу конформных, «гиперповерхности» и некоторые аналитические продолжения
[22], обобщённо-аналитические функции гиперкомплексного переменного [18].

Применение этого гиперпространства показало эффективность в задачах с вы-
деленным направлением пространственно-временного взаимодействия (особенно ква-
зипериодического), распространения или энергообмена.

Можно ожидать дальнейшего развития и новых приложений этой ij-алгебры и
соответствующей ТФПКП в фундаментальной, математической и прикладной фи-
зике, вычислительной математике, биофизике и молекулярной химии.
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