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СКАЛЯРНЫЕ ПОЛИПРОИЗВЕДЕНИЯ.
РАЗРЕШИМОСТЬ

С.А. Шишкин, И.С. Шишкин

Рассматривается скалярная форма, являющаяся функцией n векторов. Предлагается
следуя Д. Г. Павлову использовать такие формы для построения полискалярных произве-
дений. Строится ассоциированный к обычному вектору объект сложной структуры. Для
ассоциированных объектов строится метрический тензор.

Приводятся нетривиальные решения матричного уравнения Xp/q = I. Решаются урав-
нения стационарного движения Лагранжевой системы.

§1.

Рассмотрим скалярную форму, определенную на n-индексированных объектах.
Так, например, введено скалярное полипроизведение индексированного объекта по
Д. Г. Павлову [1]. Другими словами, рассматривается скалярная форма от n векторов
вида

f(a1, a2, a3, . . . , an−1, an) = (a1, a2, a3, . . . , an−1, an). (1)

Это выражение, записанное с использованием структурных констант Ci1 i2 i3... in−1 in

формы f , может быть записано в виде

f(a1, a2, a3, . . . , an−1, an) = Ci1 i2 i3... in−1 in · (ai1
1 · ai2

2 · ai3
3 · . . . · ain−1

n−1 · ain
n ). (2)

Структурные константы должны быть доопределены некоторыми дополнительными
условиями, быть может, аксиоматического вида.

Аналогично [1] выполним замену для элементов a
ip
p

aip
p ⇒ aip

p + bip
p ,

тогда получаем выражение вида

f(a + b) = Ci1 i2 i3... in−1 in · ((a + b)i1 · (a + b)i2 · (a + b)i3 · . . . · (a + b)in−1 · (a + b)in). (3)

Далее

f(a + b) = Ci1 i2 i3... in−1 in · (ai1 · ai2 · ai3 · . . . · ain−1 · ain)+

+ Ci1 i2 i3... in−1 in · (bi1 · bi2 · bi3 · . . . · bin−1 · bin) + S(a, b). (4)

Полученная в (4) форма S(a, b), порожденная формой f , совершенно аналогична
обычным образом введенным скалярным произведениям в тензорных пространствах,
где косинус угла между векторами определяется выражениями типа

Cos(A ∧B) = 1/2[(A + B)2 − (A,A)− (B,B)]/(A,A)1/2/(B, B)1/2. (5)
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Образуем ассоциированный с bi объект

BI =





bi

bi1 · bi2

bi1 · bi2 · bi3

. . . . . . . . .

bi1 · bi2 · . . . · bin−1

(6)

обозначим его BI , здесь и далее {I} – мультииндекс, а также ассоциированные с ai

и ai + bi объекты

AI =





ai

ai1 · ai2

ai1 · ai2 · ai3

. . . . . . . . .

ai1 · ai2 · . . . · ain−1

CI =





(ai + bi)

(ai1 + bi1) · (ai2 + bi2)

(ai1 + bi1) · (ai2 + bi2) · (ai3 + bi3)

. . . . . . . . .

(ai1 + bi1) · (ai2 + bi2) · . . . · (ain−1 + bin−1)

(7)

обозначим их AI и CI соответственно. Тогда форма S(a, b) может быть записана
в виде, аналогичном обычному скалярному произведению с расширенной метрикой
SIJ .

Имеем
S(a, b) = SIJAIBJ . (8)

Построенная в (8) матрица может быть обращена или псевдообращена, при этом
будет построен ассоциированный расширенный метрический тензор SIJ . Он может
быть использован для поднятия или опускания индексов ассоциированных объектов
AI , AJ . Законы преобразования ассоциированных объектов следуют из их строения.
Операция сложения ассоциированных объектов определена соотношениями (6), (7).

При необходимости может быть разрешена линейная система

SIJXJ = BI . (9)

Что можно сказать о системе (9) и о матрице системы (9). Матрица SIJ квад-
ратная. К сожалению нельзя сказать что либо определенное о ее невырожденности,
знакоопределенности и обусловленности.

Однако из [2] для матрицы SIJ следует существование ее представления в виде

SIJ = GIP UP
J (10)

где UP
J – r-ортогональная матрица, а GIP – симметричная неотрицательно опреде-

ленная матрица ранга r.
Здесь и далее предполагается невырожденность матрицы SIJ . Случай вырож-

денных матриц SIJ должен рассматриваться особо.
В приложении 1 приведено решение задачи по определению стационарных ре-

шений уравнений Лагранжа, основанное на идеях раздела 1 настоящей работы.
В следующем разделе приведены теоремы, позволяющие решать линейные си-

стемы как вырожденные, так и невырожденные.
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§2. Сингулярная фильтрация полярное разложение и обращение матриц
линейных систем алгебраических уравнений

Краткая постановка задач, определения, теоремы по материалам [2], [3], [4].

Обозначим:
Q+

symmetric или Q+
s – коммутативное множество симметричных положительно опреде-

ленных диагонализируемых матриц,
Qfixed rank – коммутативное множество симметричных положительно определенных
диагонализируемых матриц фиксированного ранга,
αA = norm2(A) · norm2(A

−1) – спектральное число обусловленности невырожденной
матрицы A,
αA = norm2(A) · norm2(A

+) – спектральное число обусловленности вырожденной
матрицы A,
‖A‖2 – спектральную норму матрицы A.

Определение 1. Проектор P удовлетворяет уравнению P 2 = P .

Определение 2. Будем называть (m×n)-матрицу Upj ортогональной матрицей
фиксированного ранга r или для краткости r-ортогональной матрицей, если

Ppq = Upj · Uqj; Rij = Upi · Upj; (11)

являются (m×m)- и (n× n)-проекторами соответственно.
Для матричного оператора Apj неопределенного ранга имеет место полярное

разложение
Apj = Gpq · Uqj; (12)

где:
Gpq – (m × m)-положительно определенная матрица, и Uqj – (m × n) r-орто-

гональная матрица или ортогональная матрица фиксированного ранга rank = r;
если при этом

rank G = rank U = rank A, (13)

то разложение (12) единственно.
Следующие теоремы могут использоваться для решения линейных систем урав-

нений, сингулярной фильтрации матричных и сеточных операторов, а также для вы-
числения проекторов. Эти теоремы использовались также при проведения гаранти-
рованных оценок максимально возможной гарантированной точности, согласованной
с алгоритмом (процедурой) вычисления произведения матриц.

Теорема 1. Пусть B ∈ Q+
s и F (t) = (1− t)I + tB, t ∈ [0, 1]. Тогда

1. C = F (t)−1 ·B ∈ Q+
s , t ∈ [0, 1]

2. число обусловленности матрицы C есть монотонная функция параметра t,
более того,

αC = αB ·
[
1− t · (Λmax − Λmin)

1− t(1− Λmax)

]
, (14)

dαC

dt
= −αB · Λmax − Λmin

[1− t(1− Λmax)]2
, (15)

где Λmax, Λmin являются минимальным и максимальным собственным значением мат-
рицы B;

3. αC · αF = αB.
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Теорема 2. Пусть U – r-ортогональная матрица фиксированного ранга
rank U = r полярного разложения (m× n)-матрицы A, такой что rank A = r. Тогда
при t ∈ [0, 1] число обусловленности матрицы C = F+ · A, где

F (t) = (1− t)U + tA, t ∈ [0, 1]

– монотонно убывающая функция параметра t, более того:
1.

αC = αA ·
[
1− t · (dmax − dmin)

1− t(1− dmax)

]
, (16)

2.
dαC

dt
= −αA · dmax − dmin

[1− t(1− dmax)]2
, (17)

здесь dmax, dmin – максимальное и минимальное сингулярные числа матрицы A;
3. αC · αF = αA.

Теорема 3. Для произвольной матрицы A, такой что ‖A‖2 = 1 и матрицы
F (t), t ∈ [0, 1/2], вычисляемой по правилу F = (1− t)I + tAT · A

имеет место:
1. Итерационный процесс Xk+1 = F−1

k · Xk, где X1 = A, а Fk вычисляется как
Fk = (1−t)I+tXT

k ·Xk, сходится к r-ортогональной матрице U полярного разложения
матрицы A = G · U .

При этом G ∈ Q+
s ; lim

k→∞
Xk = U ; rank A = rank U = rank G;

2. Число обусловленности матрицы Xk удовлетворяет выражению

αXk+1
= (1− t)αXk

+ tα−1
Xk

(18)

3. Число обусловленности матрицы Fk удовлетворяет выражению

αFk+1
= [(1− t) + tα−2

Xk
]−1 (19)

4. Имеет место равенство αXk+1
· αFk

= αXk
.

Теоремы 1, 2, 3 позволяют строить r-ортогональные матрицы проекционного
типа, а также левые и правые проекторы операторов.

В приложении 2 приведены конечные сравнительные результаты оценок точ-
ности для различных алгебраических алгоритмов – Гаусса, Хаусхолдера и для ал-
гебраических алгоритмов С.А. Шишкина. Последние при проведении вычислений с
простой точностью по оценкам гарантированно в

в n раз точнее алгоритма Гаусса,
в n1/2 раз точнее алгоритма Хаусхолдера,
и согласованы с точностью умножения матриц.

Как известно, проекционные операторы удовлетворяют уравнению

P · P = P. (20)

Однако нетривиальным и состоявшимся фактом является существование квадрат-
ных корней из единичного, а значит и из проекционного оператора, не совпадающих
с P.

То есть наряду с оператором P, удовлетворяющим уравнению (20), существуют
нетривиальные решения уравнения

X ·X = P. (21)
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§3.

Рассмотрим матричное квадратное уравнение

X ·X = I. (22)

Теорема 4. Всякая матрица S, ортогонально подобная матрице X, удовлетво-
ряющей уравнению (22) X ·X = I, удовлетворяет уравнению

S · S = I.

Доказательство очевидно.
Другими словами, если матрица X удовлетворяет уравнению X · X = I, то

матрица Y = Φ ·X · ΦT , где Φ ортогональна, удовлетворяет уравнению

Y · Y = I.

Уравнению (22) X · X = I удовлетворяет всякая симметричная матрица пере-
становок. Действительно, пусть p – матрица перестановок и пусть p = pT . Тогда, так
как p · pT = I, то

p · p = I. (23)

Пусть теперь ненулевые элементы матрицы q принимают значения ±1 и стоят
на тех же местах, что и ненулевые элементы матрицы p.

Тогда, если q = qT , то матрица q удовлетворяет уравнению

q · q = I (24)

Будем называть такие матрицы матрицами перестановочного типа.
Множество корней из 3× 3 единичной матрицы может быть классифицировано

в соответствии с классификацией симметричных знаковых матриц.

Недавно, в мае 2004 года, на конференции начинающих молодых ученых в МФ-
ТИ был сделан доклад Алексея С. Шишкина, Ивана С. Шишкина (см. материалы
конференции, а также [5]), в котором были найдены новые корни уравнения X ·X = I.
Одним из результатов этого доклада явилось решение матричного квадратного урав-
нения U · U = I для размерности n = 3. Точнее было получено

U = ±1/3 ·



−1 2 2

2 −1 2

2 2 −1


 (25)

С учетом этих матриц и матриц перестановочного типа множество решений уравне-
ния X · X = I для 3 · 3 матриц может быть разбито на линейно несвязные плотно
заполненные множества.

Казалось бы, какое отношение этот результат имеет к Cos(A∧B)? Однако имеет
место
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Теорема 5. (А. С. Шишкин, И. С. Шишкин 2002, 2004).
Для всякого треугольника ABC с медианами ma,mb,mc и сторонами a, b, c име-

ют место равенства



m2
a

m2
b

m2
c


 = 3/4U




a2

b2

c2


 ,




a2

b2

c2


 = 4/3U




m2
a

m2
b

m2
c




(m4
a + m4

b + m4
c) = 9/16 · (a4 + b4 + c4),

где

U = ±1/3 ·



−1 2 2

2 −1 2

2 2 −1




– симметричная, ортогональная, кроссимметричная матрица, удовлетворяющая
уравнению U · U = I.

Полученная в теореме 5 матрица U линейно связна с ортогональной матрицей
перестановочного типа

±




0 0 1

0 −1 0

1 0 0


 .

Кое-что можно сказать о существовании квадратных корней такого типа из еди-
ничных матриц порядка n.

Обозначим через 1 n× n матрицу, составленную только из единиц 1.
Тогда (А. С. Шишкин, И. С. Шишкин, 2004) матрица

U = ±[I − (2/n) · 1] (26)

ортогональна и удовлетворяет уравнению

U · U = I.

В заключение, рассмотрим решение уравнения

Xp/q = I. (27)

Очевидно, имеют место равенства

Xp = Iq, Xp = I. (28)

Решение уравнений типа Xp/q = I дает следующий результат.

Теорема 6. На поле комплексных матриц Z нетривиальные (то есть те, которые
не могут быть сформированы при помощи матриц перестановочного типа) решения
уравнения

Zp/q = I (29)
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задаются выражением
Z = ξ([I + α · 1], (30)

где комплексные числа α, ξ удовлетворяют уравнениям

k=p∑

k=1

(Cp
k · (αk) · (nk−1), [ξ]p/q = 1, Cp

k = p!/(p− k)!/(k!). (31)

Следствие. Множество комплексных матриц Y , унитарно подобных матрице
Z, являющейся решением уравнения Zp/q = I, удовлетворяет уравнению Y p/q = I.

Сегодня появляется возможность геометрических построений с метрикой нового
типа, когда в качестве метрического тензора используется метрика, удовлетворяю-
щая уравнению

U · U = I.

Действительно, для любых ненулевых векторов x, y выполнены аксиомы метри-
ки:

1. Коммутативность (xiUijy
j) = (yiUijx

j);
2. Дистрибутивность ((xi + yi)Uijz

j) = (xiUijz
j) + (yiUijz

j);
3. Выполнен распределительный закон умножения ((a · xi + b · yi)Uijz

j) = a ·
(xiUijz

j) + b · (yiUijz
j).

Приложение 1.
Уравнения стационарного движения Лагранжевой системы.

Рассматриваются стационарные движения Лагранжевых систем. Система урав-
нений разрешена относительно скоростей ẋk.

Рассмотрим уравнение движения некоторого объекта

gikẍ
k + Gi,jkẋ

jẋk = fi (Π.1)

Оно может быть разрешено относительно произведения ẋjẋk.
Обозначим Xjk произведение ẋjẋk. Матрица X для любых ненулевых векторов

xj имеет ранг 1.
Введем в рассмотрение математический объект Ai,jk, обратный объекту Gi,jk,

так что выполнены соотношения

Gi,jkA
p,jk = δp

i , Gi,jkA
i,pq = δpq

jk (Π.2)

для невырожденных в этом смысле объектов Gi,jk, Ai,pq.
Для вырожденного случая аналогично имеем

Gi,jkA
p,jk = P p

i Gi,jkA
i,pq = P pq

jk , (Π.3)

где P p
i и P pq

jk – проекционные операторы.

Стационарный случай
Пусть теперь

ẍk = 0. (Π.4)

Тогда из уравнения (П.1) следует

Gi,jkẋ
jẋk = fi. (Π.5)
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Далее получаем
Xpq = ẋpẋq = Ai,pqfi (Π.6)

Теперь для получения уравнений стационарного движения, разрешенных отно-
сительно скоростей, достаточно разложить матрицу Xpq ранга 1 по базису. Выберем
максимальную по длине строку матрицы Xpq, пусть это X1q. Нормируем ее. Тогда
вектор ẋp вычислится как

φp = X1q/norma2(X
1q)

(norma2(ẋ
p))2 = Xpq · φp · φp

ẋp = (norma2(ẋ
p)) · φp.

(Π.7)

Приложение 2.
Анализ гарантированных оценок точности алгоритмов авторского пакета
программ Алгебра c©.

Сравнения проведены с наиболее распространенными алгоритмами решения ли-
нейных систем.

Обозначения:
KA – спектральное число обусловленности матрицы A,
‖.‖2 – спектральная норма матрицы.

C2(n) =

{
1.01n – для вычислений с двойной точностью

n2 – для вычислений с простой точностью.

При проведении численных расчетов, связанных с матричными вычислениями,
граничной оценкой, по существу ограничивающей возможности алгоритмов, являет-
ся оценка точности умножения матриц

‖AB − A ·B‖2 ≤ 2−p ‖A‖2 ‖B‖2C2(n) (ΠΠ 1)

(·) – численное умножение матриц.
При B−1 = A оценка (1) принимает вид

‖A · A−1 − I‖2/KA ≤ 2−pC2(n). (ΠΠ 2)

Именно с такой точностью и удалось (впервые) гарантировать точность обра-
щения матриц и решения линейных систем алгоритмами авторского пакета программ
(SOLV, SQRoot, SPEC). Конкретно было получено

‖A · A−1 − I‖2/KA ≤ 2−pC2(n) · k, (ΠΠ 3)

где
k = 1 для симметричных положительно определенных матриц,
k = 2 для матриц общего вида.

Оценка (3) применительно к линейным системам Ax = b эквивалентна следую-
щей

‖Ax− b‖2/KA ≤ 2−pC2(n)k ‖b‖2. (ΠΠ 4)

Для сравнения приведем оценки точности для алгоритма Гаусса и для алгорит-
мов, построенных на ортогональных отражениях Хаусхолдера.
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Для алгоритма Гаусса с выбором главного элемента1 было получено KA = (n3 +
3n2).

Для алгоритмов, построенных на ортогональных отражениях Хаусхолдера2, бы-
ло получено KA = (40 · n5/2 + O(n2)).

Для извлечения квадратных корней из симметричных положительно опреде-
ленных матриц решение уравнения

S = X2 (ΠΠ 5)

точность гарантируется оценкой

‖S −X2‖ ≤ 2−p+3C2(n) ‖S‖2 (ΠΠ 6)

В случае, когда при решении уравнения

S = Z2 (ΠΠ 7)

матрица S симметрична, возможно вырождена и знако-неопределена, решение уже
не может быть получено в действительных матрицах и записывается в виде Z = X +
iY . В этом случае точность гарантируется оценками

‖S − (X + iY ) · (X + iY )‖ ≤ 20 · 2−p C2(n) ‖S‖2,

‖XY −X · Y ‖ ≤ 2−p+3 C2(n) ‖S‖2.
(ΠΠ 8)

Таким образом и в этом случае достигнута почти предельная точность решения урав-
нения (7). При тестировании алгоритма, использованного для решения уравнения
(7), в качестве тест матриц использовались матрицы следующего вида

Sij = 1/(i + j − 1)− 1/(2n− i− j + 1); i, j = 1, 2, ..., n.

Эти матрицы имеют равные по модулю и противоположные по знаку действи-
тельные собственные значения, причем все матрицы нечетного порядка вырождены.
Полученные результаты тестирования представлены в таблице 1.

Таблица 1.

n ‖XY ‖2/‖A‖2 ‖S − (X + iY ) · (X + iY )‖2/‖A‖2 2−pn2

7 1.3 · 10−13 6.51 · 10−11 9.8 · 10−11

9 1.3 · 10−13 1.13 · 10−11 1.62 · 10−10

11 1.3 · 10−13 1.41 · 10−11 2.42 · 10−10

13 1.3 · 10−13 5.18 · 10−11 3.38 · 10−10

15 1.3 · 10−13 2.57 · 10−11 4.50 · 10−10

Вычисления проведены в арифметике с простой точностью при представлении
числа с точностью 10−12.

Для обращения вырожденных матриц размера m × n и ранга r < min(m,n)
программами пакета Алгебра(SPEC) – Special Programs for Exect Calculations оценка

1См. монографию Уилкинсона, а также работы Дж. Форсайта.
2См. Уилкинсон, С.К. Годунов, Малышев.
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точности аналогична оценке (3). В этом случае под KA надо понимать спектраль-
ную обусловленность вырожденного матричного оператора. Соответствующая оцен-
ка принимает вид

‖A · A+ − P‖2/KA ≤ 2−p+1C2(n) (ΠΠ 9)

где P – проектор на собственное подпространство матрицы A.
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